Rendezett minta (2. el6adas)

Rendezett minta: a mintaelemeket nagysag szerint névekvd sorrendbe allitjuk.
Jelolés:

(X5, X5, .., X)).
Vagyis {X;, X5, ..., Xi = {X1, Xo,..., Xp} és X{ < X5 <...< X}

A minimum X, a maximum X . A k. legkisebb mintaelem X;.



Rendezett minta (2. el6adas)

Rendezett minta: a mintaelemeket nagysag szerint névekvd sorrendbe allitjuk.
Jelolés:

(X5, X5, .., X)).
Vagyis {X;, X5, ..., Xi = {X1, Xo,..., Xp} és X{ < X5 <...< X}

A minimum X", a maximum X;. A k. legkisebb mintaelem X;.

99 102 106 111 113 120 123 126 133 135
148 158 164 171 180 186 189 205 211 218

X; =99, X5 =102,X; =106,..., X7 =120,..., X, = 135
X7y = 148,... X}, = 171,..., X3, = 218.



Példa: boxplot

A Duna vizéllasardl sz6lé minta boxplotja a hGisznapos adatsorbdl

Duna
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Kvantilisek

Az X valdsziniiségi valtozé z-kvantilise a legkisebb olyan g szdm, melyre teljesiil,
hogy P(X < q) > z.

A tapasztalati z-kvantilisre tobb definiciét is szoktak hasznalni, egy lehet8ség:

Definicié (Tapasztalati kvantilis)

Legyen X{ < X5 < ... < X! rendezett minta, és z € [0,1] adott szam. Ekkor a
minta tapasztalati z-kvantilise:

4: = X\ y(ny) T (2(n+1) = [2(n+1)]) - (X[kz(n+1)j+1 - X[kz(n+1)J)'




Kvantilisek

Az X valdsziniiségi valtozé z-kvantilise a legkisebb olyan g szdm, melyre teljesiil,
hogy P(X < q) > z.

A tapasztalati z-kvantilisre tobb definiciét is szoktak hasznalni, egy lehet8ség:

Definicié (Tapasztalati kvantilis)

Legyen X{ < X5 < ... < X! rendezett minta, és z € [0,1] adott szam. Ekkor a
minta tapasztalati z-kvantilise:

Gz = Xy(npr)) + (2(n+1) = [2(n+ 1)) - (Xpns1)j+1 = Xo(or1)))-

Els6 kvartilis: z = 1/4-kvantilis, harmadik kvartilis: z = 3/4-kvantilis, a median
pedig a z = 1/2-hez tartoz6 tapasztalati kvantilis.



Boxplot

Definici6 (Tapasztalati kvantilis)

Legyen Xy, Xo, ..., X, minta, és z € [0,1] adott szam. Ekkor a minta tapasztalati
z-kvantilise:

Gz = Xynpryy + (2(n+1) = [2(n+ 1)]) - (Xymayj41 = Xatorny))-

A boxplot készitéséhez sziikséges adatok:

@ minimum: a legkisebb mintaelem (99);

@ elsé kvartilis: a z = 1/4-hez tartozé kvantilis (118,2 = X& + 0,25 - (X¢ —
X3));

@ median (141,5);

@ harmadik kvartilis: a z = 3/4-hez tartozé kvantilis (181,5);

@ maximum: a legnagyobb mintaelem (218).



Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Az X val6sziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye az F : R — [0, 1] fiiggvény, melyre
F(t)=P(X <t)

minden t € R-re.



Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Az X val6sziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye az F : R — [0, 1] fiiggvény, melyre
F(t)=P(X <t)

minden t € R-re.

Definicié (Tapasztalati eloszlasfiiggvény)

Az Xy, Xo, ..., X, minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye az F, : R — [0, 1] fiiggvény,
melyre

A t-nél nem nagyobb mintaelemek szama
Fa(t) = - .

(empirical cumulative distribution function)



Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Testmagassag tapasztalati eloszlasfiggvénye
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A testmagassag tapasztalati eloszlasfiiggvénye n = 96 elemii mintabdl.



Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Testmagassag tapasztalati eloszlasfiggvénye

< |
= n: 96
dtlag: 174,3
szoras: 11,5

-

o -,
o
o
o © |
5 o
2
©
=
B
Z o«
8 o7
E

o

g

-
-
o
=4

T T T T
140 160 180 200

testmagassag (cm)

A testmagassag tapasztalati eloszlasfiiggvénye n = 96 elemii mintabél, és az X =
174,3 vérhat6 értéki és s; = 11,5 szérast normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.



A statisztika alaptétele

Az X és Y val6sziniiségi valtozék azonos eloszlastiak, ha eloszlasfiiggvényiik meg-
egyezik, azaz P(X < t) = P(Y < t) minden t € R-re.

Tétel (Glivenko—Cantelli, 1933)

Legyenek X1, X5, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasa valdsziniiségi valtozok, me-
lyek k6z0s eloszlasfiiggvénye F. Ekkor az F, tapasztalati eloszlasfiiggvényekbdl allé
sorozat 1 valésziniiséggel egyenletesen tart F-hez, azaz

n—o0 teR

]P( lim sup |Fa(t) — F(t)| = o> =1.




A statisztika alaptétele

Az X és Y val6sziniiségi valtozék azonos eloszlastiak, ha eloszlasfiiggvényiik meg-
egyezik, azaz P(X < t) = P(Y < t) minden t € R-re.

Tétel (Glivenko—Cantelli, 1933)

Legyenek X1, X5, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasa valdsziniiségi valtozok, me-
lyek k6z0s eloszlasfiiggvénye F. Ekkor az F, tapasztalati eloszlasfiiggvényekbdl allé
sorozat 1 valésziniiséggel egyenletesen tart F-hez, azaz

]P( lim sup |Fa(t) — F(t)| = o) =1.

n—o0 teR

Ha t rogzitett: legyen I; = 1, ha X; < t, és 0 kiilonben. Ezek Gsszege épp a t-nél
nem nagyobb mintaelemek szdma, ezért

Falt) = % — E(I) = P(X, < t) = F(t)

1 val6sziniiséggel, hiszen Iy, 15, . .. figgetlen, azonos eloszlasa, véges varhato értéki
valészinliségi véaltozok, a nagy szdmok erGs torvénye alkalmazhaté. A tétel ennél
ersebbet allit, a hibat t-t6l fiiggetleniil feliilrsl korlatozza.




Statisztikai mezé

Definicié
Az (Q, A, P) hdrmast statisztikai mezdnek nevezziik, ha minden P € P-re
(2, A,P) Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6.

Paraméteres statisztika mezé: P = {Py : J € ©}. Ekkor ¥ az ismeretlen paramé-
ter, mely egy © C R9 ismert halmaz eleme.

Példaul: P lehet példaul

@ a )\ paraméterii Poisson-eloszlasok halmaza;
@ a normilis eloszlasok halmaza (ekkor ¥ = (m, o) az ismeretlen paraméter);

@ az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasok halmaza.



Minta és statiszika

Definici6é (Minta)
Legyen (2, A, P) statisztikai mezé. Egy
X=(X,X,...,X,): Q= BCR"
valoszindségi vektorvaltozét (n elemi) mintanak neveziink. [tt B a mintatér,

n a minta elemszama vagy nagysiga. A minta fiiggetlen, ha az X1, X5,..., X,
valészindiségi valtozok fliggetlenek.

y



Minta és statiszika

Definici6é (Minta)
Legyen (Q, A, P) statisztikai mezd. Egy
X = (X1, X, . Xo) : 2 — BCR”

valoszindségi vektorvaltozét (n elemi) mintanak neveziink. [tt B a mintatér,
n a minta elemszama vagy nagysiga. A minta fiiggetlen, ha az X1, X5,..., X,
valészindiségi valtozok fliggetlenek.

y

Definici6 (Statisztika)

Legyen T : B — R* fiiggvény. Ekkor a T(X1,Xa,...,X,) valosziniiségi valtozét
statisztikanak nevezziik.

v

Példaul: T(Xi,...,X,) = X a mintaatlag, vagy T(Xi,...,X,) = s a korrigalt
tapasztalati szérasnégyzet.



Becslések és tulajdonsagaik

o (Q,A,P) statisztikai mez6;
o P ={Py: 9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ ¢ : © — R fiiggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
(1) érték valamilyen értelemben kozel esnek egyméashoz.



Becslések és tulajdonsagaik

o (Q,A,P) statisztikai mez6;
o P ={Py: 9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ ¢ : © — R fiiggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
(1) érték valamilyen értelemben kozel esnek egyméashoz.

Definici6 (Torzitatlansag)

A T statisztika torzitatlan becslés 1-re, ha minden ¥ € ©-ra
Ey(T(X1,..., X)) = ¥(9).

A T statisztika torzitasa a bt (9) = Eg(T(X1,...,Xn)) — ¥(9) fiiggvény.

X1, X2, ..., X, fiiggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlasbol.
Ekkor 2X torzitatlan becslés ¢(¢) = ¥-ra.



Torzitatlan becslések

Allitas (A varhaté érték torzitatlan becslése)

Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszldsii véges varhaté értéki minta. Ekkor

Ey(X) =Ey(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a mintaatlag torzitatlan becslés 1)-re.

Allitas (A szérasnégyzet torzitatlan becslése)

X, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi véges szordsi minta. Ekkor Ekkor
Eg(s:?) = D3(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslés a sz6rdsnégyzet-
re.

4




Konzisztencia

Definicié

A T, = Ty(X,...,X,) konzisztens becsléssorozat )(})-ra, ha minden ¥ € ©-ra
(Ta(X1, -5 Xa)) = ¥(9)

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljesiil, hogy

Py(|To —9(9)] >€) 0  (n— 00).




Konzisztencia

Definicié

A T, = Ty(X,...,X,) konzisztens becsléssorozat )(})-ra, ha minden ¥ € ©-ra
(Ta(X1, -5 Xa)) = ¥(9)

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljesiil, hogy

Py(|To —9(9)] >€) 0  (n— 00).

Elégséges feltétel:

Es(T(X)) — 9 és Dy(T(X))—0

minden 9 € O-ra.




Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre

Xy, Xa, ... fuggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+Xn
n

T, — Ey(X1)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.

Speciilis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.



Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre
X1, Xa, ... fliggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+X,,
n

T, — Ey(X1)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.
Speciilis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.

Nevezetes eloszlasok:

@ Poisson-eloszlas A paraméterére az atlag torzitatlan, konzisztens

@ a normilis eloszlds m paraméterére az atlag torzitatlan és konzisztens; a o pa-
raméterre a tapasztalati szoras és a korrigalt tapasztalati széras konzisztensek,
de nem torzitatlanok; o?-re s'? torzitatlan

@ exponencialis eloszlas: 1/X konzisztens A-ra, de nem torzitatlan a paraméterre

@ exponenciilis eloszlas: n - min(Xy,..., X,) torzitatlan, de nem konzisztens a
varhat6 értékre (vagyis 1/A-ra).



Hazi feladat februar 27, 9:00-ig

Generéljunk n = 100000 elem(i exponencialis eloszlast mintdkat A = 1/2, A =1
és A\ = 5 paraméterekkel.

@ Mindharom kiildnb6z6 paraméterre abrazoljuk k fliggvényében (de csak a k =
1,2,...,1000 értékekre) az els6 k mintaelem atlaganak reciprokat, és ezt
hasonlitsuk 6ssze a mintahoz tartozd paraméterrel.

@ Csoportositsuk a mintaelemeket ezresével, és legyen Y; az i. csoport (vagyis az
(7—1)-1000+1,(i—1)-1000+2,...,i-1000 index(i mintaelemek) atlaganak
reciproka. Szamitsuk ki az Y1, Ya, ..., Yigo atlagat, és ezt hasonlitsuk Gssze
a A paraméterrel.

@ Ertelmezziik az eredményeket: mennyire lathaté, hogy exponencialis eloszlas-
nal az atlag reciproka konzisztens, de nem torzitatlan becslése a paraméter-
nek?



Hazi feladat februar 20-ig: megoldas

Kérdezziink meg legalabb hisz feln6tt ismerést az

@ testmagassagukrdl;
@ nemiikrél;

@ cipgjiik méretérdl.

Abrazoljuk az adatokat boxplot &bran.



Hazi feladat februar 20-ig: megoldas

Kérdezziink meg legalabb hisz feln6tt ismerést az

@ testmagassagukrdl;
@ nemikrél;
@ cipgjiik méretérdl.
Abrazoljuk az adatokat boxplot &bran.

boxplot(ferfi, no, egyutt, col="yellow", names=c("férfiak", "ndk",
"sszesen"), ylab="testmagassag (cm)")



Hazi feladat februar 20-ig: megoldas

190
1

180
L

testmagassag (cm)
170
|

160
1

T T T
férfiak nék dsszesen

A testmagassag boxplotja 20 férfi és 20 né adatai alapjan (nem valés adatokbol).



