|désorok elemzése (12. eléadas)

Definicié
Az
X07X17X23X3,' 00 7Xt7‘ 0o

valdsziniiségi valtozok sorozata id6sor, ha az indexparaméter (sorszam) idépontként
is értelmezhetd.

Az idGsorok altaldban nem fiiggetlen valdsziniiségi valtozokbdl allnak. Az Gssze-
fliggbségeket jellemzi példaul az autokovariancia-fiiggvény.

Definicié
Az Xq, Xo, . .. id6sor autokovariancia-fiiggvénye:

R(s, t) = cov(Xs, X;) = E(XsX,) — E(X:)E(X,).




Nem stacionarius id&sor

Nem stacionarius idésor
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Példa nem stacionarius idGsorra (egy linearis tag, egy periodikus tag és egy stacio-
narius idésor Gsszege)



Stacionarius folyamatok

Definicié
Az Xy, X1, Xa, . .. idGsor gyengén stacionarius, ha
@ vdrhat6 értéke allands: E(X;) = E(Xo) minden t-re;

@ a kovariancia csak az id6pontok tavolsagatdl fiigg:
R(s, t) = cov(Xs, X;) = cov(Xp, Xe—s) = R(0, t — s).

Az Xg, X1, Xo, ... idGsor erGsen stacionarius, ha tetszéleges n, ty,ta,...,t, és h
nemnegativ egészek esetén az

(Xt:[ ) thv coo 7Xt,,) és (Xt;l-‘rh) th+h7 °aog th-‘rh)

valésziniiségi vektorvaltozok eloszlasa megegyezik, vagyis az egyiittes eloszlas csak
az idépontok tavolsigatdl fiigg, a t; kezdeti idéponttél nem.

4

Egy erGsen stacionarius idésor gyengén stacionérius, forditva nem feltétleniil.



Autokorrelaciés fliggvény

Definicié
Az Xo, X1, Xa, . .. id6sor gyengén stacionarius, ha
@ vdrhat6 értéke dllands: E(X;) = E(Xo) minden t-re;

@ a kovariancia csak az idépontok tavolsagatdl fiigg:

R(s, t) = cov(Xs, X¢) = cov(Xo, Xi—s) = R(0,t — s).

Egy gyengén stacionidrius idGsor autokorrelacios fiiggvénye:

_E((X — E(X))(Xere — E(Xerr))
= D2(Xs) 5

ahol s > 0 tetszdlegesen vélaszhaté a gyenge stacionaritas tulajdonsaga miatt.




Stacionarius idésor

Stacionarius idésor
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Példa stacionarius idGsorra: filiggetlen azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozok



Autokorrelaciés fliggvény

Autokorrelaciés fuggvény fuggetien esetben
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Fiiggetlen azonos eloszlast val6sziniiségi valtozék, mint idsor autokorrelaciés fiigg-
vénye



Az autokorrelaciés fliggvény becslése
Egy gyengén stacioniarius idésor autokorrelacids fiiggvénye:

R(0, cov(Xo, Xt
E((Xo — E(X0))(X: — E(X:))

- D?(Xo) ’
ahol s > 0 tetszélegesen valaszhaté a gyenge stacionaritds tulajdonsaga miatt.

Legyen Xy, Xy, ..., X,_1 stacionarius id6sorbdl szarmazé6 n elemii minta. Az auto-
korrelaciés fiiggvény becslése:

SN = X) - (Xje — X)
(n—t)-s;? '

7(t) =

Egy masik lehetéség, hogy a tagok szama helyett n-nel osztunk:

Y (= X) (K = X)

. o*x2
n-sk

P(t) =

Egyik becslés sem torzitatlan r(t)-re, azaz E(7(t)) eltér r(t)-tél.



Autoregressziés folyamat

Definicié

Legyenek (t) fiiggetlen 0 virhat6 értékii 1 sz6rasi valészindségi valtozék t > 0-ra
(példdul normalis eloszldsiak). Az X(t) folyamat p-rendii autoregresszids folyamat,
ha minden t > p-re

X(t)=arX(t— 1)+ axX(t—2)+... + apX(t — p) + 0 -e(t).

Jelélés: AR(p).

Példaul egy masodrendii autoregressziés AR(2) folyamat (a; = 0,7, 0 = 0,3,0 =

1):
X(t)=0,7-X(t—1)+0,3- X(t —2) + ().



Autoregressziés folyamat

Definicié

Legyenek (t) fiiggetlen 0 virhat6 értékii 1 sz6rasi valészindségi valtozék t > 0-ra
(példdul normalis eloszldsiak). Az X(t) folyamat p-rendii autoregresszids folyamat,
ha minden t > p-re

X(t)=arX(t— 1)+ axX(t—2)+... + apX(t — p) + 0 -e(t).

Jelélés: AR(p).

Példaul egy masodrendii autoregressziés AR(2) folyamat (a; = 0,7, 0 = 0,3,0 =

1):
X(t)=0,7-X(t—1)+0,3- X(t —2) + ().

Az (o1, q0,...,qp) egyiitthatoktdl fiigg, hogy az egyenletnek van-e egyértelmii
gyengén stacionarius megolddsa. Pontosan akkor van ilyen, ha az

xP—agxP Tl —apxP?— . — ap

karakteriszitikus polinom 8sszes komplex gyokének abszolit értéke legfeljebb 1.



Masodrend(i autoregressziés folyamat

AR(2) folyamat
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Az X(t) =0,7-X(t—1)+0,3- X(t —2) +&(t) egyenleti AR(2) folyamat harom
trajektdridja — ez nem stacionarius



Masodrend(i autoregressziés folyamat autokorrelacios
fliggvénye

Autokorrelacios fiiggvény AR(2) folyamatra
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Az X(t) = 0,7 - X(t — 1) + 0,3 - X(t — 2) + &(t) egyenleti AR(2) folyamat
autokorrelaciés fiiggvényének becslése



Masodrend(i autoregressziés folyamat

Stacionarius AR(2) folyamat
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Az X(t) = 0,7- X(t — 1)+ 0,1 - X(t — 2) + &(t) egyenletli AR(2) stacionarius
folyamat



Masodrend(i autoregressziés folyamat autokorrelacios
fliggvénye

Autokorrelacios fiiggvény stacionarius AR(2) folyamatra
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Az X(t) = 0,7- X(t —1) +0,1- X(t — 2) + &(t) egyenletii stacionarius AR(2)
folyamat autokorrelacios fliggvényének becslése



Autoregressziés folymat autokovariancia-fliggvénye

Definicié

Legyenek (t) fiiggetlen 0 vdrhat6 értékii 1 szorasi valészindségi valtozék t > 0-ra
(példaul normalis eloszlasiak). Az X(t) folyamat p-rendii autoregresszids folyamat,
ha minden t > p-re

X(t)=ar X(t— 1)+ axX(t—2)+... + ap,X(t — p) + 0 -e(t).

Jelslés: AR(p).

Ha egy p-rend(i autoregresszids folyamat gyengén stacionarius, azaz varhaté értéke
allandé és a kovariancia csak a tavolsagtdl fiigg, akkor az alabbiak teljesiilnek az
autokovariancia-fiiggvényére:

= R(1)+ wR(2)+ ...+ apR(p) + o?;
R(t)= a1 R(t— 1)+ aoR(t —2) + ...+ apR(t — p),

ahol t > 1 tetsz6leges egész.




ARMA-folyamatok

Definicié

Legyenek =(t) fiiggetlen O varhaté értékii 1 sz6rdsa valdszindiségi valtozok t > 0-
ra (példaul normilis eloszlasiak). Az X(t) folyamat p, g-rendii autoregressziés
mozgéatlag-folyamat, ha minden t > p-re

X(t) = ar X(t — 1)+ apX(t —2) + ...+ apX(t — p) + zq: Bme(t — m).

m=0

Jelélés: ARMA(p, q).

Példaul egy masodrendii autoregresszios ARMA(2,2) folyamat (a; = 0,7, a0 =
0a3760 :076351 :072a62 = 072):

X(t)=0,7-X(t—1)+0,3-X(t—2)+0,7-¢(t)+0,2-e(t —1)+0,2-(t — 2).

A stacionarius ARMA-folyamatok rovid emlékezetiiek: >~ R(t) < oc.




Stacionarius ARMA(2,2)-folyamat

Stacionarius ARMA(2,2) folyamat
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Az X(t) = X(t) =0,7-X(t—1)+0,3-X(t—2)40, 7-e(t)+0,2-(t—1)+0,2-¢(t—2)
egyenletii ARMA (2, 2) stacioniarius folyamat



Stacionarius ARMA(2,2)-folyamat autokorrelacicja

Autokorrelaciés fuggvény stacionarius ARMA(2) folyamatra
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Az X(t) = X(t) = 0,7- X(t—1)+0,3-X(t—2)+0,7-2(t)+ 0,2 e(t —
1) + 0,2 - ¢(t — 2) egyenletii ARMA(2,2) stacioniarius folyamat autokorrelaciés
fliggvényének becslése



Példa id8&sorra

Magyarorszag népessége 2001-t6l 2018-ig (forras: Kozponti Statisztikai Hivatal)
ev<-2001:2018

nep<-c(10200298, 10174853, 10142362, 10116742, 10097549, 10076581, 10066158,
10045401, 10030975, 10014324, 9985722, 9931925, 9908798, 9877365, 9855571,
0830485, 9797561, 9778371)

summary(Im(nep~ev))

Estimate  Std. Error tvalue  Pr(>[t])
(Intercept) 59315833.4 13200913 44.90 <2e-16 ***
ev -24543.3 657.4 -37.34  <2e-16 *¥**

plot(nep~ev, lwd="5", col="blue", main="Magyarorszag népessége", xlab="év",
ylab="népesség")

lines(abline(b=-24543.3, a=59315833.4, lwd="3", col="red"), xlim=c(2000, 2020))



Példa id8&sorra

Magyarorszag népessége
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Magyarorszag népessége 2001-t6l 2018-ig (forras: Koézponti Statisztikai Hivatal) és
a regressziGs egyenes



A linearis trend eltavolitasa

Az id6sor nem stacionarius, de lehet, hogy egy linearis fiiggvény és egy stacionarius
folyamat Osszege. Ezért a linerais regresszidval kapott fiiggvényt kivonjuk:

ahol N(t) a népesség a t id6pontban, a regresszids egyenes pedig dx + b egyenletd.
ev<-2001:2018

nep<-c(10200298, 10174853, 10142362, 10116742, 10097549, 10076581, 10066158,
10045401, 10030975, 10014324, 9985722, 9931925, 9908798, 9877365, 9855571,
9830485, 9797561, 9778371)

x<-nep+24543.3*%ev-59315833 .4

plot(x~ev, lwd="5", col="blue", main="Médositott adatok", xlab="év", ylab="ért



Példa id8&sorra

Modositott adatok
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Magyarorszag népessége 2001-t5l 2018-ig a linearis trend eltavolitasa utén



Példa id8&sorra

ev<-2001:2018

nep<-c(10200298, 10174853, 10142362, 10116742, 10097549, 10076581, 10066158,
10045401, 10030975, 10014324, 9985722, 9931925, 9908798, 9877365, 9855571,
9830485, 9797561, 9778371)

x<-nep+24543.3%ev-59315833.4

> ar(x) # autoregressziés modellt illesztiink
Call: ar(x = x)

Coefficients:

1 2
1.0115 -0.3336

Order selected 2 sigma”2 estimated as 84281456
Tehat:

X(t) =1,01-X(t—1)—0,33- X(t —2) + 9180 - £(t),

ahol (t) korrelalatlan, 0 varhaté értékii 1 szérasa valdsziniiségi valtozok.



Példa idGsorra: elérejelzés

A becsiilt egyenlet (a rend kivalasztasa az Akaike informaciés kritérium alapjan
tortént, ami a log-likelihood-fliggvényen alapszik):

X(t) =1,01-X(t—1)—0,33- X(t —2) +9180 - £(t),
ahol (t) korrelalatlan, 0 varhaté értékii 1 szérasa valdsziniiségi valtozok.

El6rejelzés 2019-re a médositott idésorban az X(2019) varhat6 értéke (predict(ar(x),

n.ahead=1):

X(2019) = 1,01 - X(2018) — 0,33 - X(2017) = 1,01 - (—9083) — 0,33 - (—14436) =
= —4409.95

Ahhoz, hogy az eredeti idésorra vonatkozé el6rejelzést megkapjuk, hozza kell adni
a regresszids egyenesbdl kapott értéket:

N(2019) = 4-2019 4+ b+ X(2019) = —24543,3 - 2019 + 59315833, 4 — 4409, 95 =
= 9758501.



Hazi feladat majus 15-ig, megoldas

A hiszelem(i mintaban osszuk fel a megfigyeléseket hdrom csoportra aszerint, hogy
az egyes emberek cipémeérete legfeljebb 39, 40 és 43 k6z6tt van, vagy legalabb 44
(lehet mas csoportokat is valasztani).

Készitsiink széraselemzést: allithatjuk-e o« = 0,05 szignifikanciaszinten, hogy a
cipéméret mint faktor szignifikans hatdssal van a testmagassagra? Mennyi a p-
érték ebben a hipotézisvizsgalati feladatban?

magassag (cm) <39 40-—-42 >43
160 173 182
158 177 195
162 172 198
168 174 181

168 172
158 172
166
164
168

167



Hazi feladat majus 15-ig, megoldas

> magassag<-c(160, 158, 173, 162, 177, 168, 168, 182, 172, 174, 158, 172, 172,
195, 166, 164, 198, 181, 168, 167)

> cipo<-c(36, 35, 41, 38, 42, 39, 39, 43, 42, 42, 35, 40, 40, 44, 38, 37, 46, 43,
38, 39)

> csoport<-c(cipo)

> for(i in 1:20){if(cipo[i]<=39){csoport[i]=1}}

> for(i in 1:20){if((cipo[i]>=40)&&(cipo[i]<=42)){csoport[i]=2}}
> for(i in 1:20){if(cipo[i]>=43){csoport[i]=3}}

> csoport

[1]11212113221223113311



Hazi feladat majus 15-ig, megoldas

A haszelem(i mintdban osszuk fel a megfigyeléseket harom csoportra aszerint, hogy
az egyes emberek cipémeérete legfeljebb 39, 40 és 43 k6z6tt van, vagy legalabb 44
(lehet mas csoportokat is valasztani).

Keészitsiink széraselemzést: &llithatjuk-e @ = 0,05 szignifikanciaszinten, hogy a
cipéméret mint faktor szignifikans hatdssal van a testmagassagra? Mennyi a p-
érték ebben a hipotézisvizsgalati feladatban?

> summary(aov(magassag~csoport))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
csoport 1 17833 1783.3 72.88  9.6e-08 ***
Residuals 18  440.5 245

Signif. codes: 0 “***' 0.001 **' 0.01 **" 0.05 "' 0.1"'"'1
Hp: a testmagassag varhato értéke ugyanannyi az egyes csoportokban
Hy: a testmagassag varhaté értéke nem ugyanannyi az egyes csoportokban

Mivel p =9,6-1078 < 0,05, elutasitjuk a nullhipotézist, szignifikans eltérés van
a varhato értékek kozott legalabb két csoport esetében



