Linearis modell (11. eléadas)

Definicié (Linearis modell)

Legyenek X1, X5, ..., Xy, Y1,..., Y, valGszintiségi valtozok, és tegyiik fel, hogy va-
lamely a, b valés szamokra
Y; = aX;+ b+ ¢,

ahol ey, ..., e, fiiggetlen N(0,0?) normalis eloszlast valészintiségi valtozok. Az igy
kapott (X;, Y;) pérok egyiittes eloszlasat linedris modellnek nevezziik.

v

Az X; valésziniiségi valtozdkat magyarazé valtozéknak, az ¢; valésziniiségi valtozo-
kat hibanak szoktak nevezni.



Becslések a linearis modellben

Allitas
A linedris modellben az a, b egyiitthatok maximumlikelihood-becslése a kévetkezé-
képpen irhato:

S (X =X)(Yi = Y).
ZZ:l(Xk - Y)2

Tovabba, ezek a becslések torzitatlan becslései az a és b paramétereknek. A hiba
szérasanak becslése:

b=Y - aX.

>
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A2_ LAY, 2
6 = — Ei_lj(y, aX; — b)2.

A becslések szérasa:




Konfidenciaintervallumok

1 — o megbizhat6sagi szintii konfidenciaintervallum a-ra:

o o
é - tn_ —7’ § + tn_ O —— 5
( 2O (X = X)? BT (X — X)2>

ahol t,_5, az f = n — 2 szabadsagi foku « szignifikanciaszinti kétoldali t-proba
kritikus értéke.



Konfidenciaintervallumok

1 — o megbizhat6sagi szintii konfidenciaintervallum a-ra:

& &
A= thsaer—o——=—2dF thraer—o——= |
< YL (X = X)? (X - X)2>

ahol t,_5, az f = n — 2 szabadsagi foku « szignifikanciaszinti kétoldali t-proba
kritikus értéke.

Az x* pontban az elérejelzett érték becslése 4 - x* + b.

1 — o megbizhatdsagi szintii konfidenciaintervallum ax* 4 b-re, azaz az x*-ban
felvett érték varhato értékére:

e . 1 (x*—7)2
x*+bttyhon 6 + == |.
no Y (Xi = X)?



Az a = 0 hipotézis ellenérzése

Linearis modell: Y; = aX; + b+ ¢;. Allithatjuk-e, hogy az egyenes meredeksége
szignifikansan eltér 0-t6l?

Hoza:0 H1:a7é0



Az a = 0 hipotézis ellenérzése

Linearis modell: Y; = aX; + b+ ¢;. Allithatjuk-e, hogy az egyenes meredeksége
szignifikansan eltér 0-t6l?

Hoi a=>0 Hli a 75 0

Kétoldali t-probat végezhetiink az aldbbi probastatisztikaval és f = n—2 szabadsagi
fokkal:

V-2 S0 X2
V(Y — 4% — by

t=34

Ha |t| > tp_2., azaz p < «, akkor elutasitjuk Hp-t, az egyenes meredeksége
szignifikansan eltér 0-tdl (itt t,_2 , az « szignifikanciaszinti f = n — 2 szabadsagi
fokd kétoldali t-préba kritikus értéke).

Ha |t| < t,—2., azaz p > «, akkor elfogadjuk Ho-t, az egyenes meredeksége nem
tér el szignifikansan 0-t6l.



Lineéris regresszié

CFC12
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A CFC-12 (freon) gaz koncentraciéja az Antarktiszon és az adatokra illesztett egye-
nes (forras: ESRL, USA)



Az a = 0 hipotézis ellenérzése

Linearis modell: Y; = aX; + b+ ¢;
Hy: a=0 Hi:a#0



Az a = 0 hipotézis ellenérzése

Linearis modell: Y; = aX; + b+ ¢;
Hy: a=0 Hi:a#0

Kétoldali t-probat végezhetiink az alabbi probastatisztikaval:

V=220 (X - X)?
VXY - aX - by

t=a

A példaban

t=-33,19;, a=0,05 n=14, f=n—-2=12;

Ckrit = 2, 19.



Az a = 0 hipotézis ellenérzése

Linearis modell: Y; = aX; + b+ ¢;
Hy: a=0 Hi:a#0

Kétoldali t-probat végezhetiink az alabbi probastatisztikaval:

V=220 (X - X)?
VXY - aX - by

t=a

A példaban

t=-33,19; a=0,05 n=14, f=n—-2=12; aui = 2,19.

Mivel |t| = 33,19 > it = 2,19, elutasitjuk a nullhipotézist, az egyenes meredek-
sége szignifikinsan eltér 0-t6l. A p-érték: p=3,6-1071% < 0,05 = a.



Az a < 0 hipotézis ellenérzése

Linearis modell: Y; = aX; + b+ ¢;. Allithatjuk-e, hogy az egyenes meredeksége
szignifikdnsan nagyobb 0-nal?

Hy: a<0 Hi: a>0



Az a < 0 hipotézis ellenérzése

Linearis modell: Y; = aX; + b+ ¢;. Allithatjuk-e, hogy az egyenes meredeksége
szignifikdnsan nagyobb 0-nal?

Hy: a<0 Hi: a>0

Egyoldali t-prébat végezhetiink az alabbi probastatisztikival és f = n—2 szabadsagi
fokkal:

V(-2 S 06 - X
V(Y - 8% — b?

t=34

Ha t > t,_2,, azaz p < «, akkor elutasitjuk Hp-t, az egyenes meredeksége
szignifikansan tobb 0-nal (itt ,_>, az « terjedelmi f = n — 2 szabadsagi foka
egyoldali t-préba kritikus értéke « szignifikanciaszint mellett).

Ha t <%, 5, azaz p > «, akkor elfogadjuk Ho-t, az egyenes meredeksége nem
szignifikansan pozitiv.



Linedris modell: példa R-ben

> cfc12<-c(540, 538, 537, 534, 533, 530, 527, 523, 522, 519, 515, 5
511, 506)

> ev<-c(seq(from=2005, to=2018, by=1))
> summary (lm(cfcl2 ev))
Call: 1lm(formula = cfcl2 ev)

Min 1Q Median 3Q Max

Residuals: 4 o079 _0.8736 0.2088 0.8709 1.6483



Linearis modell: példa R-ben (folytatas)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 5807.73626 159.19290 36.48 1.15e-13 **x*
ev -2.62637 0.07914 -33.19 3.55e-13 *xx*

Signif. codes: 0 “*x*’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘x’> 0.05 ¢.> 0.1 ¢’ 1
Residual standard error: 1.194 on 12 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9892, Adjusted R-squared: 0.9883

F-statistic: 1101 on 1 and 12 DF, p-value: 3.554e-13

Adjusted R?: nem csak a reziduélisokat veszi figyelembe, hanem azt is, hogy hany
paramétert hasznaltunk (ennek t6bbvaltozoés esetben van nagyobb jelent8sége).



Tobbvaltozés linearis regresszié (multiple linear regression)

Az Y valtozot fejezziik ki az X, ..., X, valosziniiségi valtozok linearis fliggvénye-
ként, de az egyiitthatdkat ismeretlennek tekintjiik (X , = b lehet a konstans tag):

Y = 31X,-71 + 32X,'72 + ...+ apX,-7p +&i,
ahol ¢; fiiggetlen N(0,0?) normalis eloszlast valésziniiségi valtozok.

Xi1 az év, X;o a CFC-12 kibocsatas, Y a koncentracié. Ekkor a linearis
modell:

Yi=a1Xi1+ ax X2 + ¢

Vektoros formaban: Y = X5 +¢, ahol X az X; ; megfigyelésekbdl készitett matrix,
és B = (a1, a2,...,a,) az egyiitthatok oszlopvektora.



Tobbvaltozés linearis regresszié (multiple linear regression)
Az Y valtozot fejezziik ki az X, ..., X, valosziniiségi valtozok linearis fliggvénye-
ként, de az egyiitthatdkat ismeretlennek tekintjiik (X , = b lehet a konstans tag):

Yi=a X1+ axXio+ ...+ aXip+ei,

ahol ¢; fiiggetlen N(0,0?) normalis eloszlast valésziniiségi valtozok.

Xi1 az év, X;o a CFC-12 kibocsatas, Y a koncentracié. Ekkor a linearis
modell:
Yi=a1Xi1+ ax X2 + ¢

Vektoros formaban: Y = X5 +¢, ahol X az X; ; megfigyelésekbdl készitett matrix,
és B = (a1, a2,...,a,) az egyiitthatok oszlopvektora.

Ezutan az ay, .. ., a,, egyiitthatdk becslése (torzitatlan, és ugyanaz a legkisebb négy-
zetek modszerével és maximumlikelihood-médszerrel):

B=(XTX)"*XTy

Ekkor is megfelels probastatisztikaval t-prébaval tesztelheték az a; = 0 hipotézisek,
vagyis ellenérizhet8, hogy az Y mely mennyiségektél fiigg szignifikansan.



Hipotézisvizsgalat a linedris modellben

Tobbvaltozés linearis modell:
Yi=a1 X1 +aXo+...+aXip+ei, azaz Y = XF3 +¢.

Legyen H olyan r x p méretli matrix, aminek a rangja r (itt r < p). Ekkor a
nullhipotézis: Hy : HB = 0, és H, : HB # 0. (Példaul: ha H egy sora a j.
egységvektor, az a; = 0-t jelenti.)

A valésziniiséghanyados préba prébastatisztikaja:

(Y = XB*)T(Y = XB*) = (Y = XB)T(Y — X})

F= ~ .
(Y = XB)T (Y.~ XB)

ahol 8* a 3 becslése a Hj3 = 0 feltétel mellett a redukalt linaris modellben (példaul:
bizonyos X-ek egyiitthatdja 0, ezeket nem hasznalhatjuk).

Ha Hy igaz, akkor F-(n—p)/r eloszlasa F-eloszlas (r, n—p) szabadsagi fokkal. Ezért
Ho-t elutasitjuk, ha F értéke nagyobb ennek az F probanak a kritikus értékénél.



Szérasanalizis

Budapest Debrecen Szeged Szombathely

10,8 8,8 111 8,9
10,1 9,9 10,8 9,4
114 10,0 10,1 8,9
11,3 10,2 10,0 9,3
11,0 10,4 10,4 9,7
10,1 10,8 10,3
10,3
atlag (X) 10,8 10,1 10,5 9.2
szoras (s;) 0,57 0,63 0,42 0,34

Néhany évi kbzéphémérséklet (forrds: Orszagos Meteoroldgiai Szolgalat), kiilonbo-
28 évekbdl



Szérasanalizis

Budapest Debrecen Szeged Szombathely

10,8 8,8 111 8,9
10,1 9,9 10,8 9,4
114 10,0 10,1 8,9
11,3 10,2 10,0 9,3
11,0 10,4 10,4 9,7
10,1 10,8 10,3
10,3
atlag (X) 10,8 10,1 10,5 9.2
szoras (s;) 0,57 0,63 0,42 0,34

Néhany évi kbzéphémérséklet (forrds: Orszagos Meteoroldgiai Szolgalat), kiilonbo-
28 évekbdl

Igaz-e, hogy az egyes varosokban az évi kozéphSémérséklet varhaté értéke megegye-
zik, vagy szignifikans kiilonbség lathat6?



Szérasanalizis

Evi kozéphdmérséklet
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A vérosok évi kdzéphémérséklet adatai kiilonbdzé évekbdl. Van-e szignifikans elté-
rés a varhaté értékek kdzott?



Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

Legyenek Xj; fiiggetlen normalis eloszlast valdszintségi valtozok, i = 1,...,k és
Jj=1,...,n;. Az Xj; valészinliségi valtozé varhaté értéke p;, szérasa o.

XUNN(MI'70-) UZ].,Z,...,H,‘).
Vagyis: k csoport van, és a k. csoportban p; a varhaté érték. Masképpen: egy

faktor kiilonb6z6 szintjein torténik mérés, az i. csoportban a faktor /. szintjének
hatasa p;.

H0:N1:M2:~~-:/Jk-
H1 M1 = U2 = ... = Uk Nem teljesijl.
Masképpen:

Hp: a faktornak nincs szignifikans hatasa

Hi: a faktornak szignifikans hatasa van.



Szérasanalizis (ANOVA)

Legyenek Xj; fliggetlen normalis eloszlast valdsziniségi valtozok, i = 1,...,k és
Jj=1,...,n;. Az Xj valészinliségi valtozé varhaté értéke u;, szérasa o.

XUNN(MHJ) 021727"'7ni)‘

Ho :py = p2 = ... = .

Hy @ pp = pa = ... = e nem teljesiil.

@ normalis eloszlasok varhaté értékére vonatkozé préba

@ a kétmintas parositatlan Student-féle t-préba altalanositasanak is tekint-
het6, most nem ketts, hanem tébb csoport van, a szérasok mindenhol meg-
egyeznek

@ a linearis regresszi6 specialis esete 3 = (1, pto, - - - , fk)-val, ahol a magyarazé
valtozdk értéke 0 vagy 1, mert ezt 5-val megszorozva kapjuk valamelyik p-t,
és ehhez adédik hozza a hiba.

@ a nullhipotézis HB = 0 alakd, ezért F-probat végezhetiink.



Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

Xjj valésziniiségi valtozék, i =1,...,k, j=1,...,n;. Vagyis k csoport van, és az
i.-ben n; darab megfigyelés van. Jeldlések:

Csoporton beliili atlagok: X;. = =+ "7, Xj.
Az Gsszes megfigyelés szdma: n=ny + ... + ng.
. . ) Eva 1 k n;
Teljes atlag: X =731 >0 Xj.
Csoportokon beliili szor6das (hiba): S, = S, S (X = Xi)?

Csoportok kozotti szérédas: S, = fo:l ni(X;. — ?)2

Teljes szorédas: S = S°F S (X — X)2 =S, +S,.



Szérasanalizis

Budapest Debrecen Szeged Szombathely — Gsszesen

10,8 8,8 11,1 8.9

10,1 9,9 10,8 94

11,4 10,0 10,1 8.9

11,3 10,2 10,0 9,3

11,0 10,4 10,4 9,7

10,1 10,8 10,3

10,3

atlag (X;.) 10,8 10,1 10,5 9.2 X = 10,17
hiba 1,62 2,36 0,89 0,47 Sg =5,34

Teljes sz6r6das = csoportokon beliili + csoportok kozotti:

S5=5.+5=5,43+7,15 =12,49.



Szérasanalizis

A probastatisztika:

o St(n — k)

~ Se(k—1)’

ahol n a megfigyelések széma, k a csoportok szama, és a csoportokon beliili
szorodas (hiba): S, = YOk, i (X — Xi)?, a csoportok kdzbtti szérodas:
St = Zf:l n,-(Y,-. — Y)Q

F

Legyen ciiy az i = k — 1 és f, = n— k szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
terjedelem mellett.

Ha F > ¢, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhaté értékek kozott szigni-
fikans eltérés van.

Ha F < qqit, akkor elfogadjuk a nullhipotézist, a varhat6 értékek kozoétt nincs
szignifikans eltérés.



Szérasanalizis

Az el6z6 példaban: n = 24 a megfigyelések szdma, k = 4 az osztalyok szama.
A probastatisztika:

F -
Se(k—1) 5,433

=8,77,

ahol n a megfigyelések szama, k a csoportok szdma, és a csoportokon beliili sz6r6dds
(hiba): S. = Zf.;l ZJ":l(XU — X;.)? = 5,43, a csoportok kdzdtti szérédas: S; =

Sk mi(Xi = X)2 =17,15,

Az fy = k—1=3¢és f, = n— k = 20 szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
a = 0,05 terjedelem mellett: ¢4 = 3, 86.



Szérasanalizis

Az el6z6 példaban: n = 24 a megfigyelések szdma, k = 4 az osztalyok szama.
A probastatisztika:

~ Se(k—1) 5,43-3

F = 8,77,

ahol n a megfigyelések szama, k a csoportok szdma, és a csoportokon beliili sz6r6dds
(hiba): S. = Zf.(:l Zj"zl(XU — X;.)? = 5,43, a csoportok kdzdtti szérédas: S; =

Sk mi(Xi = X)2 =17,15,

Az fy = k—1=3¢és f, = n— k = 20 szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
a = 0,05 terjedelem mellett: ¢4 = 3, 86.

Mivel F = 7,15 > ¢y, = 3,86, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhaté
értékek kozott szignifikans eltérés van,

Vagyis a helynek mint faktornak (tényezének) szignifikans hatasa van az évi ko-
zéphSmérsékletre.



|d8sorok elemzése

Definicié
Az
X07X17X23X3,' 00 7Xt7‘ 0o

valdsziniiségi valtozok sorozata id6sor, ha az indexparaméter (sorszam) idépontként
is értelmezhetd.

Az idGsorok altaldban nem fiiggetlen valdsziniiségi valtozokbdl allnak. Az Gssze-
fliggbségeket jellemzi példaul az autokovariancia-fiiggvény.

Definicié
Az Xq, Xo, . .. id6sor autokovariancia-fiiggvénye:

R(s, t) = cov(Xs, X;) = E(XsX,) — E(X:)E(X,).




Stacionarius idésor

Stacionarius idésor

érték
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Példa stacionarius idésorra



Nem stacionarius id&sor

Nem stacionarius idésor

15 20
1

érték
10

0 200 400 600 800 1000

idd

Példa nem stacionarius idGsorra (egy linearis tag, egy periodikus tag és egy stacio-
narius idésor Gsszege)



Hazi feladat majus 15., 9:00-ig

A haszelem(i mintdban osszuk fel a megfigyeléseket harom csoportra aszerint, hogy
az egyes emberek cipémeérete legfeljebb 39, 40 és 43 k6z6tt van, vagy legalabb 44
(lehet mas csoportokat is vélasztani).

Keészitsiink széraselemzést: &llithatjuk-e @ = 0,05 szignifikanciaszinten, hogy a
cipéméret mint faktor szignifikans hatdssal van a testmagassagra? Mennyi a p-
érték ebben a hipotézisvizsgalati feladatban?



Hazi feladat majus 8-ig, megoldas

Tekintsiik a hiszelemi mintaban a cipéméreteket (Y;) a testmagassag (X;) fiigg-
vényében.

© Hatarozzuk meg a regresszids egyenes egyenletét és a megmagyarazott inga-
dozas részaranyat.

@ Abrazoljuk a cipéméretet a testmagassag fiiggvényében a regresszids egyenes-
sel egyiitt.

> magassag<-c(160, 158, 173, 162, 177, 168, 168, 182, 172, 174, 158
172, 172, 195, 166, 164, 198, 181, 168, 167)

> cipo<-c(36, 35, 41, 38, 42, 39, 39, 43, 42, 42, 35, 40, 40, 44, 3
37, 46, 43, 38, 39)

> plot(cipo magassag, lwd="5", col="blue", main="Cipdméret a testma
fiiggvényében", xlab="testmagassag (cm)", ylab="cipdméret")

> lines(abline(b=0.2627, a=-5.274, lwd="3", col="red"), xlim=c(155,



Hazi feladat majus 8-ig, megoldas

Cipémeéret a testmagassag fiiggvényében

cipéméret

T T T T
160 170 180 190

testmagasség (cm)

A cip8meéret a testmagassag fliggvényében és a regresszids egyenes:

y = 0,2627x — 5,274 (itt R?> =0, 88)



Hazi feladat majus 8-ig, megoldas

> summary(Im(cipo magassag))
Call: Im(formula = cipo magassag) Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.9585 -0.7756 0.1098 0.7137 2.0843

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -5.27420  3.75379  -1.405 0.177
magassag  0.26273 0.02182  12.044 4.76e-10 ***

Signif. codes: 0 “*** (0.001 **' 0.01 **" 0.05 "' 0.1"'"'1
Residual standard error: 1.029 on 18 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8896, Adjusted R-squared: 0.8835
F-statistic: 145 on 1 and 18 DF, p-value: 4.76e-10

Az egyenes meredeksége szignifikinsan pozitiv, p = 2,38 - 10710,



