Nemparaméteres probak (10. el6adas)

llleszkedésvizsgalat: a minta egy adott, folytonos eloszlasbdl szarmazik-e?
Homogenitasvizsgalat: két minta ugyanabbdl az eloszlasbél szarmazik-e?

Egy lehetSség: diszkretizaljuk a megfigyeléseket, vagyis kdzel azonos hossziisagi
intervallumokba osztjuk be Gket, és az igy kapott diszkrét eloszlasra y2-prébat
végziink. Ha sziikséges, a paramétereket maximumlikelihood-médszerrel becsiiljiik.

Tapasztalati eloszlasfiiggvények tavolsagat hasznalé probak:

@ Kolmogorov—Szmirnov-préba
@ Anderson-Darling-préba (az eltéréseket masképp silyozzuk)

@ Cramér—von Mises préba (az eltéréseket masképp salyozzuk)
Specidlisan annak ellenérzésére, hogy egy eloszlas normalis eloszlasi-e:

o Lilliefors-préba (a Kolmogorov—Szmirnov-préban alapul)

@ Shapiro—-Wilk-préba (a rendezett minta varhaté értékét és kovarianciaméatrixat
hasznalja)



Testmagassag és normalis eloszlas
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A testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl, a siriiségfiiggvény becslése
Gauss-magfliggvénnyel, és az X = 174, 3 varhaté értéki és si = 11,5 szérasu
normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye.
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A Duna vizallasa

Vizallas hisztogramja
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atlag: 392
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A Duna havi legnagyobb vizillasanak hisztogramja (2002-2009, n = 96, forras:
Orszagos Vizjelz8 Szolgalat), a becsiilt siiriiségfiiggvény, és az X = 392 varhaté
értékii és sy = 157,4 szérast normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye — itt a fiigget-

lenség nem teljesen érvényes - L
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A Duna vizallasa

Vizallas logaritmusanak hisztogramja

12

n 96
atlag: 5,89
szoras: 0,41
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A Duna havi legnagyobb vizallasanak logaritmusanak hisztogramja (2002-2009,
n = 96, forras: Orszagos Vizjelzd Szolgélat), a becsiilt stirdségfiiggvény, és az
X = 392 varhaté értékii és si = 157, 4 sz6rast normalis eloszlas stirliségfiiggvénye
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Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Az X val6sziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye az F : R — [0, 1] fiiggvény, melyre
F(t)=P(X <t)

minden t € R-re.

Definicié (Tapasztalati eloszlasfiiggvény)

Az Xy, Xo, ..., X, minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye az F, : R — [0, 1] fiiggvény,
melyre

A t-nél nem nagyobb mintaelemek szama
Fa(t) = - .

(empirical cumulative distribution function)



Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Testmagassag tapasztalati eloszlasfiggvénye
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A testmagassag tapasztalati eloszlasfiiggvénye n = 96 elemii mintabél, és az X =
174,3 vérhat6 értéki és s; = 11,5 szérast normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.



Kolmogorov—Szmirnov-préba: illeszkedésvizsgalat

Ho : a minta val6di eloszlasfiiggvénye F (ami folytonos)
H; : a minta valodi eloszlasfiiggvénye F-t6l kiilonb6z6

Prébastatisztika:

D, = sup |Fo(t) — F(t)],
teR

ahol F, a minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye.

Ha D, > Dyt (vagy p < «), akkor elutasitjuk Hp-t, a minta eloszlasfiiggvénye
szignifikansan eltér D-t8l (itt Dy,i, a megfelel6 Kolmogorov—Szmirnov-préba kriti-
kus értéke).

Ha D, < Dyit, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés F-t6l.

Ha n > 35, akkor a kritikus értékre az alabbi kozelités adhat6 (« szignifikanciaszint

mellett):
by~ VoE)
" N



A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba

Ho : a testmagassag normalis eloszlasa (valamilyen m, o paraméterekkel)

Hy : a testmagassag eloszlasa nem normalis eloszlas



A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba
Ho : a testmagassag normalis eloszlasa (valamilyen m, o paraméterekkel)
Hy : a testmagassag eloszlasa nem normalis eloszlas

Legyen X a mintatlag, s, a tapasztalati széras, F pedig az m vérhat6 értéki és
o szérast normalis eloszlas eloszlasfiggvénye: F(t) = &((t — X)/s,). Ekkor a
prébastatisztika (ugyanaz, mint a Kolmogorov—Szmirnov-prébanal):

D = sup |F,(t) — F(t)| = 0,068
teR

Ha D, > Dyt (vagy p < «), akkor elutasitjuk Hp-t, a minta eloszlasfiiggvénye
szignifikansan eltér D-t6l (itt Dy, a megfelel§ Lilliefors-préba kritikus értéke).

Ha D, < Dyt (vagy p > a) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés F-t4l.

A példaban o = 0, 05 szignifikanciaszinttel a kritikus érték: 0,09, a p-érték: 0,367



A normalitas tesztelése: Lilliefors-préba
Ho : a testmagassag normalis eloszlasa (valamilyen m, o paraméterekkel)
Hy : a testmagassag eloszlasa nem normalis eloszlas

Legyen X a mintatlag, s, a tapasztalati széras, F pedig az m vérhat6 értéki és
o szérast normalis eloszlas eloszlasfiggvénye: F(t) = &((t — X)/s,). Ekkor a
prébastatisztika (ugyanaz, mint a Kolmogorov—Szmirnov-prébanal):

D = sup |F,(t) — F(t)| = 0,068
teR

Ha D, > Dyt (vagy p < «), akkor elutasitjuk Hp-t, a minta eloszlasfiiggvénye
szignifikansan eltér D-t6l (itt Dy, a megfelel§ Lilliefors-préba kritikus értéke).

Ha D, < Dyt (vagy p > a) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés F-t4l.

A példaban o = 0, 05 szignifikanciaszinttel a kritikus érték: 0,09, a p-érték: 0,367

Mivel 0,068 = D < Dy = 0,09, illetve p = 0,367 > 0,05 = «, a szignifi-
kanciaszintet a = 0,05-nek valasztva elfogadhatd, hogy a testmagassag normalis
eloszlast a megadott paraméterekkel, nincs szignifikans eltérés.



Normalis eloszlasra vonatkozé prébak: példa

A tablazat a p-értékeket mutatja az egyes mintak és prébak esetén.

Szignifikanciaszint: « = 0,05

minta Lilliefors (Kolmogorov-Szmirnov)  Shapiro-Wilk
testmagassag 0,367 0,066
max. vizallas 0,014 0,002
max. vizallas logaritmusa 0,22 0,629

Tehat a testmagassadg és Duna havi legnagyobb vizallasanak logaritmusardl elfo-
gadhatd, hogy normalis eloszlasi, a havi legnagyobb vizallas eloszlasa viszont szig-
nifikinsan eltér a normalis eloszlastdl.

eloszlasa, vagyis lognormalis eloszlasi.



Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat

Férfiak és nok testmagassaga
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A férfiak (n = 38 megfigyelés) és n6k (m = 42 megfigyelés) testmagassaganak
tapasztalati eloszlasfiiggvénye



Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat
Hy :az Xq,..., X, és Yi,..., Yy, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbél szarmaznak
H; : a mintak kiilonb6z6 eloszlasbdl szarmaznak.
Prébastatisztika: . )
D n = sup |F,,(t) — G,,,(t)|7
teR

ahol £, az X, a G, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye.

Ha Dy, > Digie (vagy p < «), akkor elutasitjuk Hop-t, a mintak eloszlasa szig-
nifikdnsan kiilonb6z6 (itt Dyt a megfelel6 Kolmogorov—Szmirnov-préba kritikus
értéke).

Ha D < Dyit, (vagy p > «) akkor elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés a mintak eloszlasa kozott.

A kritikus értékek az alabbi Osszefiiggés alapjan kozelithetsk:
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Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat

Hy :az Xq,..., X, és Y1,..., Yy, mintdk ugyanabbdl az eloszlasbél szarmaznak
H; : a mintak kiilonb6z6 eloszlasbol szarmaznak.
Prébastatisztika:
D n = sup |F,,(t) - G,,,(t)|7
teR

ahol £, az X, a Gy, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipo-
tézist elutasitjuk, ha D nagyobb a kritikus értéknél.

> ks.test(ferfi, no, alternative="two.sided")
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D = 0.6754, p-value = 2.486e-08

alternative hypothesis: two-sided

A férfiak (n = 38 megfigyelés) és a n6k (m = 42 megfigyelés) testmagassaganak
eloszlasa szignifikansan kiilonb6z6.



Kolmogorov—Szmirnov-préba: homogenitasvizsgalat
Hp : az X és Y valésziniiségi valtozék ugyanabbdl az eloszlasbdl szarmaznak

Hy : minden t valés szamra F(t) = P(X <t) < G(t) =P(Y < t),azaz X > Y
sztochasztikusan, ahol F az X, a G pedig az Y eloszlasfiiggvénye.

Probastatisztika:

D, » = sup Gy(t) — Fu(t),
teR
ahol F, az X, a Gy, pedig az Y minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye. A nullhipo-
tézist elutasitjuk, ha D nagyobb a kritikus értéknél.

> ks.test(ferfi, no, alternative="less")
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: ferfi and no

D~ = 0.6754, p-value = 1.243e-08

alternative hypothesis: the CDF of x lies below that of y

A férfiak (n = 38 megfigyelés) testmagassaga szignifikdnsan nagyobb ngkénél (m =
42 megfigyelés) .



ElGjelpréba

Legyen (X1, Y1), (Xz, Y2),...,(Xs, Y,) olyan minta, melyben a felsorolt parok fiig-
getlenek egymastdl (de a parok két eleme nem fiiggetlen), folytonos eloszlasaak.

Ho : P(X > Y) =P(X < Y). Hy:P(X > Y) £ P(X < Y).

Legyen W az olyan parok szama, amikre Y; > X;. A Hy nullhipotézis teljesiilése
esetén ez binomialis eloszlasi, n renddel és p = 0,5 paraméterrel. Ezt az eloszlast
normalis eloszldssal kozelitjik. Igy:

W —n/2
n/4
Elutasitjuk a nullhipotézist, ha |z| > ®~1(1 — /2).
Az egyoldali esetben: Hy : P(X > Y)>P(X <VY). Hi :P(X > Y) <P(X <Y).

Elutasitjuk a nullhipotézist, ha z > ®~1(1 — «).



Wilcoxon-préba
Legyen (X1, Y1), (X2, Y2),...,(Xn, Y,) olyan minta, melyben a felsorolt parok fiig-
getlenek egymastdl (de a parok két eleme nem fiiggetlen), folytonos eloszlasaak.

Ho : P(X > Y) =P(X < Y). Hy i P(X > Y) £ P(X < Y).

Hagyjuk el azokat a parokat, ahol X; = Y;. Marad k par.
A megmaradt k part allitsuk az |Y; — Xj| szerint ndvekvé sorrendbe.

Minden parra szamitsuk ki, hogy hanyadik ebben a sorrendben, legyen ez R;.

Az 1 a legkisebb, k a legnagyobb. Ha egyenl6k vannak, mindegyik azonos

sorszamot kapjon, a megfelel6 sorszamok atlagat.

Ezt az R; rangot szorozzunk meg Y; — X el6jelével, majd ezeket adjuk &ssze:
k

W= Zj:l sgn(Y; — Xj) - R;.

A W-t a Wilcoxon-préba kritikus értékeihez hasonlithatjuk. Ha a mintaelem-
szam elég nagy, a
w
z2= —
k(k+1)(2k+1)
6

mennyiségre kétoldali z-prébat alkalmazhatunk, a kritikus érték ebben az eset-
ben 1 — ®~1(1 — a/2), ahol « a szignifikanciaszint.



Kvantilisek

Az X valdsziniiségi valtozé z-kvantilise a legkisebb olyan g szdm, melyre teljesiil,
hogy P(X < q) > z.

A tapasztalati z-kvantilis a legkisebb olyan g szam, melyre F,(g) > z teljesiil, vagy
egy masik lehetdség (ezen kiviil is t6bb definiciét szoktak hasznalni):

Definicié (Tapasztalati kvantilis)

Legyen X;" < X5 < ... < X rendezett minta, és z € [0, 1] adott szdm. Ekkor a
minta tapasztalati z-kvantilise:

Gz = Xy(np)) + (2(n+1) = [2(n+ 1)) - (Xpins1)j+1 = Xio(or1)))-

Els6 kvartilis: z = 1/4-kvantilis, harmadik kvartilis: z = 3/4-kvantilis, a median
pedig a z = 1/2-hez tartoz6 tapasztalati kvantilis.



QQ-plot

@ a QQ-plot két minta eloszlasanak az Ssszehasonlitasara szolgal, a kvantilisek
Ssszehasonlitasaval

@ ha a tapasztalati z-kvantilis az els6 mintaban g;, a masodikban g», akkor a
(g1, g2) pontba keriil egy pont

@ minél inkabb egyezik a két minta eloszlasa, annal kozelebb lesz a QQ-plot az
¥ = x egyeneshez



A testmagassag és a becsiilt normélis eloszlas QQ-plotja

Testmagassag és normadlis eloszlas QQ-plotja
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A testmagassag adatok és egy szintén 96 elemi, X = 174,3 varhat6 értékii és
sk = 11,5 sz6érdst normélis eloszlasa minta QQ-plotja



A vizallas és a becsiilt normalis eloszlas QQ-plotja

Vizéllas és normalis eloszlas QQ-plotja

normalis eloszlas
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A havi legnagyobb vizallas adatok és egy szintén 96 elemi, X = 352 varhaté értékii
és s = 157, 4 szérast normalis eloszlasi minta QQ-plotja (ez szignifikdnsan eltért
a normalis eloszlastol)



A vizallas logaritmusanak és a becsiilt normalis eloszlas

QQ-plotja

Vizallas logaritmusa és normalis eloszlas QQ-plotja

normalis eloszlas
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A havi legnagyobb vizallas adatok és egy szintén 96 elem(i, X = 5,89 varhaté
értékii és s; = 0,41 sz6rast normalis eloszlasi minta QQ-plotja (ez nem tért el
szignifikdnsan a normalis eloszlastdl)



Lineéris regresszié
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A CFC-12 (freon) gaz koncentraciéja az Antarktiszon és az adatokra illesztett egye-
nes (forras: ESRL, USA)



Lineéris regresszié

Egyenes illesztése a legkisebb négyzetek modszerével:
Allitas (Linearis regresszio)

Legyenek (x1,y1), (x2,¥2), - -, (Xn, ¥n) adott szamparok. Azokat az a és b egyiitt-
hatékat keressiik, melyre a

1 n
W ==> lyi—(axi + b)I?
7 2o~ (@ + 0]
mennyiség minimalis. Ennek megoldasa:

S =X — 7). h—v_ 5%
Siak-we T

L

A példaban: 4= —2,63; b=5807,7 (a b egyiitthat6 neve: intercept)




Linedris modell: példa R-ben

> cfc12<-c(540, 538, 537, 534, 533, 530, 527, 523, 522, 519, 515, 5
511, 506)

> ev<-c(seq(from=2005, to=2018, by=1))
> summary (lm(cfcl2 ev))
Call: 1lm(formula = cfcl2 ev)

Min 1Q Median 3Q Max

Residuals: 4 o079 _0.8736 0.2088 0.8709 1.6483



Linearis modell: példa R-ben (folytatas)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>1tl)
(Intercept) 5807.73626 159.19290 36.48 1.15e-13 **x*
ev -2.62637 0.07914 -33.19 3.55e-13 *x*x
Signif. codes: 0 “*x*’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘x> 0.05 “.> 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 1.194 on 12 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9892, Adjusted R-squared: 0.9883

F-statistic: 1101 on 1 and 12 DF, p-value: 3.554e-13



Linearis modell

Definicié (Linearis modell)

Legyenek X1, X5, ..., Xy, Y1,..., Y, valGszintiségi valtozok, és tegyiik fel, hogy va-
lamely a, b valés szamokra
Y; = aX;+ b+ ¢,

ahol ey, ..., e, fiiggetlen N(0,0?) normalis eloszlast valészintiségi valtozok. Az igy
kapott (X;, Y;) pérok egyiittes eloszlasat linedris modellnek nevezziik.

v

Az X; valésziniiségi valtozdkat magyarazé valtozéknak, az ¢; valésziniiségi valtozo-
kat hibanak szoktak nevezni.



Becslések a linearis modellben

Allitas
A linedris modellben az a, b egyiitthatok maximumlikelihood-becslése a kévetkezé-
képpen irhato:

S (X =X)(Yi = Y).
ZZ:l(Xk - Y)2

Tovabba, ezek a becslések torzitatlan becslései az a és b paramétereknek. A hiba
szérasanak becslése:

b=Y - aX.

>

1 « R
A2_ LAY, 2
6 = — Ei_lj(y, aX; — b)2.

A becslések szérasa:




El6rejelzés a linearis modellben

Allitas
Legyen x* adott szam. A linedris modellbdl kapott elérejelzés az Y véletlen folya-
mat x* pontban felvett értékére:

ax* + b.

Az el6rejelzés szérasa:

A _ =X
D(ax* + b) = a\/ Zj 1(X X2

Az elbrejelzés szérdsanak becslésekor a o értéket gyakran 5-val helyettesitik.

A példaban: el6rejelzés x* = 2019-re:

5-x*+ b= —2,63-2019 + 5807,7 = 497, 7.




El6rejelzés a linearis modellben
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A CFC-11 és CFC-12 (freon) gaz koncentracidja (forras: elte.promt.hu)



Rezidualisok

Rezidualisok: Y; — 4X; — b (ezeknek a négyzetdsszege minimalis)
A teljes ingadozas (total sum of squares): Y7, (Y; — Y)?.
Definicié

A megmagyarazott ingadozés részardnya (coefficient of determination):

R2 — [27:1()("_?)(%_7)]27 |

[ZZ:l(Xk - Y)z] [Zzzl(yk - Y)z]

Az R? értéke 0 és 1 kdzé esik.

Ertelmezés: minél kozelebb van 1-hez, annal inkabb j6 kozelitést ad a lineéris mo-
dell. Ugyanakkor R érzékeny a kiugré értékekre, néhany kiugré esetén R? lecsdkken.

A példaban: R? = 0,98, vagyis jol illeszkedik a linearis modell.



Hazi feladat majus 8., 9:00-ig

Tekintsiik a hiszelemi mintaban a cipéméreteket (Y;) a testmagassag (X;) fiigg-
vényében.

© Hatarozzuk meg a regresszids egyenes egyenletét és a megmagyarazott inga-
dozas részaranyat.

@ Abrazoljuk a cipéméretet a testmagassag fiiggvényében a regresszids egyenes-
sel egyiitt.



Hazi feladat aprilis 24., 9:00-ig

@ A hiszelemii minta alapjan allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett,
hogy szignifikans pozitiv korrelacié van akdzétt, hogy valakinek legalabb 175
cm a testmagassaga, és legalabb 40-es a cipémérete? Hatarozzuk meg a
p-értéket is.

A 175 és 40 helyett valaszthatunk mas, tetszéleges hatarokat, viszont, ha
lehetséges, minden osztélyba essen legalabb 3 megfigyelés (a kevés adat miatt
a legalabb 6 most nem lenne megvaldsithato).

@ A huszelemii minta alapjan allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett,
hogy a nem és a cipéméret szignifikdnsan Gsszefiliggé szempontok?



Hazi feladat aprilis 24., 9:00-ig

A haszelemii minta alapjan allithatjuk-e oo = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy
szignifikans pozitiv korrelacié van akdzott, hogy valakinek legalabb 175 c¢cm a test-
magassaga, és legaldbb 42-es a cipémérete? Hatarozzuk meg a p-értéket is.

> 42 < 41 | Osszesen
> 175 16 8 24
< 175 6 30 36
Osszesen 22 38 60

Hp: nincs pozitiv korrelacié; H: pozitiv korreldcié van

vV Ni.No.N.1N V24-36-22-38

=3,94 > ¢71(0,95) = 1, 65.

A p-érték: p=1—®(3,94) = 4,1-10°. Elutasitjuk a nullhipotézist, szignifikans
pozitiv korrelacié van a legaldbb 175 cm-es testmagassag és a legalabb 42-es
cip6méret kozott.



Hazi feladat aprilis 24., 9:00-ig

A hiszelem(i minta alapjan allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy
a nem és a cip6meéret szignifikdnsan Gsszefiiggs szempontok?

Ho: a nem és a cip6meéret fiiggetlen szempontok; H;: nem fliggetlenek

cip6méret 35—39 40 —41 42— 48 | Osszesen
ferfi 6 7 16 29
né 16 8 4 28
0sszesen 22 15 20 57

_ (6/29—16/28)> (7/29—8/28)>  (16/29 — 4/28)>
B 22 * 15 * 20

=0,014.

Az f = r—1 = 2 szabadsagi fok x2-préba kritikus értéke av = 0, 05 szignifikancia-
szinten: 5,99, a p-érték: p = 0,99. Elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
Osszefiiggés a férfiak és n6k cip6meérete kozott (vagy nincs Osszefiiggés, vagy kevés
az adat kimutatni).



