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Bevezetés

A statisztika céljai

@ mérési eredmények, megfigyelések elemzése (leiré statisztika)
@ ismeretlen paraméterek becslése (matematikai statisztika, becsléselmélet)
@ hipotézisek ellenérzése vagy cafolata (matematikai statisztika, hipotézisvizsgalat)

@ véletlen folyamatok el6rejelzése (regresszio, idGsorelemzés)

Alkalmazasi teriiletek

@ tarsadalomtudoményok: szocioldgia, pszicholégia
@ él6— és élettelen természettudomanyok, pl. geoldgia, meteorolégia

@ pénziigyi matematika, biztositas, kbzgazdasagtan



A kurzus célja és ajanlott irodalom

A kurzus célja a matematikai statisztika f6bb médszereinek (példaul becsléselméle-
ti, hipotézisvizsgalati médszerek) és azok matematikai hatterének bemutatasa, az
alkalmazasi készség elsajatitasa.

@ Bolla—Kramli: Statisztikai kdvetkeztetések elmélete.

@ Johnson—Bhattacharyya: Statistics.

@ Moéri—Szeidl-Zempléni: Matematikai statisztika példatar.

@ Prohle—Zempléni: Statistical problem solving in R.

@ John C. Davis: Statistics and data analysis in geology. Wiley, 2009.

@ E. H. Isaaks and R. M. Srivastava: Applied geostatistics. Oxford University
Press, 1989.

Gyakorlé feladatok, tematika, diasor, jegyzet, képletgyijtemény: moodle.elte.hu

Kovetelmények (Id. neptun targytematika): 100 pontos irasbeli vizsga, 30, 49,
68, 86 ponthatarokkal. Minden hazi feladat 3 pont. Ezekkel legalabb elégséges
gyakorlati jegy esetén egy jegyet lehet javitani legfeljebb (a vizsga és a hazi feladat
pontok dsszeadédnak).



Statisztikai elemzés
@ populacié: azon egyedek Gsszessége, akikrdl informaciét szeretnénk gyfijteni
példaul: budapesti lakosok, egy teriileten taldlhaté kézetek

@ a teljes populacio felmérése a gyakorlatban nehezen megvalésithaté, véletlen-
szer(ien valasztott mintakkal dolgozunk



Statisztikai elemzés

populacié: azon egyedek Gsszessége, akikrél informéaciot szeretnénk gydijteni
példaul: budapesti lakosok, egy teriileten taldlhaté kézetek

a teljes populacié felmérése a gyakorlatban nehezen megvalésithaté, véletlen-
szer(ien valasztott mintakkal dolgozunk

minta: az Osszegy(ijtott adatok Gsszessége
példaul: ezer megkérdezett budapesti lakos adatai, 6tven kézetminta adatai

A statisztikai elemzés lépései

tervezés: adatgyiijtés, mérés megtervezése
adatgyiijtés, mérés
kédolas: az adatok csoportokba sorolasa, ha sziikséges

hibajavitas: olyan kiugré adatok korrekcidja vagy elhagyasa, amelyek feltehe-
t6en mérési hibabdl keletkeztek

leiré statisztika: ellendrzés, f6bb jellemz6k meghatarozasa, dbrazolas

matematikai statisztikai elemzés, kovetkeztetések levonasa



Statisztikai adatok

Adat: valamely sokasag jellemz&jére vonatkozé mért vagy szamitott eredmény

o alapadatok: méréssel vagy leszamlalassal kdzvetleniil kapott eredmény
egy ember testmagassaga, jovedelme, egy haztartasban él6k szama

@ szarmaztatott adatok: az alapadatokbdl miiveletek eredményeként kapjuk

emberek testmagassaganak atlaga, a jovedelmek medianja, az egy
haztartasban él6k szamanak szérasa



Statisztikai adatok

Adat: valamely sokasag jellemz&jére vonatkozé mért vagy szamitott eredmény

o alapadatok: méréssel vagy leszamlalassal kdzvetleniil kapott eredmény

egy ember testmagassaga, jovedelme, egy haztartasban él6k szama

@ szarmaztatott adatok: az alapadatokbdl miiveletek eredményeként kapjuk

emberek testmagassaganak atlaga, a jovedelmek medianja, az egy
haztartasban él6k szamanak szérasa

Az adatok pontossaga altalaban korlatozott (mérési hiba, kerekités, tévedés, . Ha
¥ a valds érték, és X a mérés eredménye:

@ abszolat hiba: a val6s érték és a mérés eredményének kiilonbségének abszolat
értéke: [ X — ).
@ relativ hiba: az abszolat hiba és a mért érték hanyadosa: ‘XX;M.

egy mérleg 60 dkg lisztet 57 dkg-nak mér. Az abszolat hiba dkg-ban 3, a
relativ hiba 3/57 = 5, 3%.



Ismérvek, az adatok tipusai

Statisztikai ismérv: a populacié egyedeit jellemz§ tulajdonsag. Lehetséges kime-
netelei az ismérvvaltozatok.

csaladi allapot (hazas, Ozvegy stb.), kézet szine (sarga, sziirke stb.),
csapadékmennyiség egy-egy nap alatt (0,1,2,... mm).



Ismérvek, az adatok tipusai

Statisztikai ismérv: a populacié egyedeit jellemz§ tulajdonsag. Lehetséges kime-
netelei az ismérvvaltozatok.

csaladi allapot (hazas, Ozvegy stb.), kézet szine (sarga, sziirke stb.),
csapadékmennyiség egy-egy nap alatt (0,1,2,... mm).

Az adatok tipusai (skala)

@ nominalis: min&ségi ismérv, csak az egyes ismérvvaltozatok gyakorisagat tud-
juk megszamolni (pl. nem, foglalkozas, nemzetiség)

@ ordinalis: egyértelmii sorrendbe rendezhet$ valtozatokkal rendelkezé ismérv
(pl. j6—kozepes—rossz); kvantiliseket lehet szamolni

o intervallum: az adatok kiilonbsége egyértelmd, de a hanyadosuk nem (pl.
hémérséklet)

@ arany: az ismérv egy valds szammal jellemezhetd, melyek kiilonbsége és ha-
nyadosa is egyértelmii (pl. jovedelem, témeg, szemcseméret, csapadékmennyi-
ség)



Matematikai statisztika

matematikai statisztikai kérdésre

@ Egy adott helyen hisz éven keresztiil feljegyezték, hogy hanyszor volt hurrikan.
Ezek alapjan varhat6éan hany hurrikan lesz 2020-ban? Mennyi a becslésiink
bizonytalansaga? Mennyi a val6sziniisége, hogy 6tnél tobb hurrikan lesz?

@ Egy kozvéleménykutatds soran 1000 ember koziil 63 valasztana egy adott
partot. Ez alapjan allithatjuk-e, hogy a part tdmogatottsidga szignifikinsan
magasabb 5%-nal? Mennyi a tévedésiink valészintisége?

@ Megmérték 100 férfi és 60 n6 testmagassagat. Allithatjuk-e az adatok alapjan,
hogy a férfiak szignifikansan magasabbak a n&knél? Mennyi a tévedésiink
valésziniisége?

@ 100 ember koziil 27 télen, 22 tavasszal, 34 nyaron, a tobbiek &sszel sziilettek.
Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy a sziiletések eloszlasa szignifikansan eltér
az egyenletes eloszlastol (amikor minden évszaknak 1/4 a valésziniisége)?



Matematikai statisztika

A mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek: véletlenszer(ien valasztjuk
a megkérdezetteket, mérési hibat kdvetiink el stb. A kisérlet megismétlésénél mas
eredményeket kapnank.

Statisztikai minta: (X3, X, ..

., Xp) valosziniiségi valtozok (azaz: valdsziniiségi
vektorvaltozd).

Mintaelemszam: n



Matematikai statisztika

A mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek: véletlenszer(ien valasztjuk
a megkérdezetteket, mérési hibat kdvetiink el stb. A kisérlet megismétlésénél mas
eredményeket kapnank.

Statisztikai minta: (Xi, Xz, ..., X,) valoszinidségi valtozok (azaz: valdsziniségi
vektorvaltozd).

Mintaelemszam: n

A minta fiiggetlen, ha az (X1, X5, ..., X,,) val6sziniiségi valtozok fiiggetlenek (pél-
daul a megkérdezetteket fliggetleniil valasztottuk, a mérések nem befolyasoljak
egymast), azaz

P(Xy <t1,X%<t,....Xpg<t,)=P(Xy <t1) P(Xo <) ....-P(X, < t,)

teljesiil tetszéleges t1, to, ..., t, valés szamok esetén.



Matematikai statisztika

A mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek: véletlenszer(ien valasztjuk
a megkérdezetteket, mérési hibat kdvetiink el stb. A kisérlet megismétlésénél mas
eredményeket kapnank.

Statisztikai minta: (Xi, Xz, ..., X,) valoszinidségi valtozok (azaz: valdsziniségi
vektorvaltozd).

Mintaelemszam: n

A minta fiiggetlen, ha az (X1, X5, ..., X,,) val6sziniiségi valtozok fiiggetlenek (pél-
daul a megkérdezetteket fliggetleniil valasztottuk, a mérések nem befolyasoljak
egymast), azaz

P(Xy <t1,X%<t,....Xpg<t,)=P(Xy <t1) P(Xo <) ....-P(X, < t,)

teljesiil tetszéleges t1, to, ..., t, valés szamok esetén.

Az (X1, Xz, ..., X,) valosziniiségi valtozok eloszlasa nem ismert. A cél ezeknek a
valészinliségi valtozok eloszlasanak a becslése, ra vonatkozé hipotézisek eldontése
a megfigyelések, vagyis az adatok alapjan.



Példa: statisztikai minta

A Duna vizallasa hasz napon keresztiil (2016. januar):

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186



Példa: statisztikai minta

A Duna vizallasa hasz napon keresztiil (2016. januar):

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186

X; valésziniiségi valtozé: a vizallas az i. napon (i = 1,2,...,20). Vagyis ennél a
megfigyelésnél X; = 106, Xo = 133,..., Xp0 = 186.

Fiiggetlen-e ez a minta?



Példa: statisztikai minta

A Duna vizallasa hasz napon keresztiil (2016. januar):

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186

X; valésziniiségi valtozé: a vizallas az i. napon (i = 1,2,...,20). Vagyis ennél a
megfigyelésnél X; = 106, Xo = 133,..., Xp0 = 186.
Fiiggetlen-e ez a minta?

Nem fiiggetlen, nagyobb vizallas utdn varhatéan masnap is magasabb lesz a Duna
szintje.



Leird statisztika

Nem a véletlen hatasdnak megértése és valoszinliségszamitasi mddszereken alapu-
16 kovetkeztetések levonasa a célja, hanem a megfigyelt adatok megjelenitése,
jellemzéinek kiszamitasa. lde tartozhat:

@ diagramok: koérdiagram, oszlopdiagram, hisztogram

@ tablazatok, kontingenciatablak

@ kozépértekek, szérasok kiszamitasa

@ kvantilisek szamitasa, boxplot abra

@ indexek szamitasa



Indexek szamitasa

Cél: egyetlen értéket rendelni egy olyan jellemz&h6z, ami tobb komponensbél all
Ossze, példaul: intelligencia, gazdasagi allapot, tézsde

@ a komponensek kivalasztasa
@ a komponensek egyiittes viselkedésének megértése (példaul a korrelacié segit-
ségével)

@ a sulyok és szorzék meghatarozasa: a komponensek lehetséges értékei alap-
jan annak meghatarozésa, hogy melyiket milyen szorzéval vegyiik figyelembe,
hogy végiil is megfelels sallyal szerepelhessenek

@ tesztelés: egy meglévs adathalmazon annak kiprobalasa, hogy az index alapjan
el6rejelezhetSk-e olyan jellemz8k, amik az indexbe nincsenek beépitve



Példa: az adatok abrazolasa

Duna
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Példa: hisztogram

gyakorisag

A Duna vizéllasdnak hisztogramja

Duna
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Példa: hisztogram

Duna

gyakorisag
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Vélasztunk egy intervallumot, mely magaban foglalja a mérési adatokat. Az in-
tervallumot egyenlé nagysagi részekre osztjuk. Az egyes kis intervallumokba esé
mérési adatok szamat abrazoljuk. Sem a tal hosszi, sem a tal révid intervallumok
nem adnak informativ abrat.
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Példa: tal hossza intervallumok, tal kevés osztaly

Duna

10

gyakorisag

vizéllas (cm)

hist(viz, col="orange", xlab="vizallas (cm)", ylab="gyakorisag",

main="Duna", breaks=4) Oy <3 - -

DA



Példa: tal rovid intervallumok, tal sok osztaly

Duna
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hist(viz, col="orange", xlab="vizallas (cm)", ylab="gyakorisag",

main="Duna", breaks=15) Oy <3 - -

DA



Alapstatisztikak

Minta: Xi,..., X, (a példéban X1 =106,X, =133,..., Xy = 186)

@ minimum: a legkisebb mintaelem, azaz min(Xy, Xz, ..., X,).
@ maximum: a legnagyobb mintaelem, azaz max(Xi, Xa,..., X,).

o terjedelem (range): a legnagyobb és legkisebb mintaelem kiilonbsége, azaz

max(Xl,Xg, . 7Xn) — min(Xl,Xg, e ,Xn).

@ median: a nagysag szerinti kdzépsé mintaelem, vagy a kozépsé kett6 atlaga
(ha n paros).

@ moédusz (mode): a leggyakrabban eléfordulé mintaelem.



Alapstatisztikak

Minta: X1, Xo,. .., X,

o mintaatlag (mean): X = 237 | X; = XatetXs,

@ tapasztalati szorasnégyzet:

1 — 1 < —2 X2 X244+ X2
S-SR =YX = AT B R
Jj=1 j

@ tapasztalati széras: s, = /s2.

o korrigalt tapasztalati szérasnégyzet (variance):

x2 _ N 2 1 w2 _ 1 Ig- 2 32
WA (G X))
Jj=1

Jj=1

o korrigalt tapasztalati széras (standard deviation, sd): s* = /s*2.



Tovabbi statisztikak

o korrigalt tapasztalati szérasnégyzet (variance):
2= 2 ! zn:(X-—Yf S (12”:)(2 —X2)
" n—1 7" n—1j:1 / n—1 n I '
o korrigalt tapasztalati széras (standard deviation, sd): s* = /s*2.
o relativ szdras (relative standard deviation, rsd): 57"

standard hiba (standard error): -

n




Példa: alapstatisztikak

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186

mintaelemszdm: n = 20

minta: X; = 106, X, = 133,..., Xo0 = 186.

atlag: X = 149,9

tapasztalati szérasnégyzet: s> = 1412, 09
tapasztalati széras: s, = 37,58

korrigalt tapasztalati szérasnégyzet: s*? = 1486,411
korrigélt tapasztalati széras: s, = 38,55

relativ szoras: 0,257

standard hiba: 8,62



Kozépértékek: median
Minta: (X1, X2, ..., X,), mintaelemszam: n.
Definicié (median)
Ha n pératlan: a rendezett minta kbzépsé, (n+1)/2. elemét, azaz X1y 2t
a minta medianjanak nevezziik.
Ha n péros: a rendezett minta n/2. és n/2 + 1. elemének &tlagét, azaz a
Xo2 + X241
2

mennyiséget a minta medianjanak nevezziik.

Megjegyzés: péros n esetén a teljes | "2 :/24—1} intervallumot (vagy an-

nak barmely elemét) is a minta medianjanak lehet hivni.

1 1
E(Xl*o + X{1) = 5(135 +148) = 141,5.




Kozépértékek: az atlag és a median Gsszehasonlitasa

Normalis eloszlas
500 elemii fiiggetlen minta: X1, Xy, ..., Xsoo fliggetlenek, eloszlasuk norma-
lis eloszldas m = 1 varhaté értékkel és o = 1 szdrassal

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.9840 0.2847 0.9842 0.9863 1.6930 3.6110

Exponencialis eloszlas

500 elemii fliggetlen minta: Y1, Y, ..., Ysoo fliggetlenek, eloszlasuk expo-
nencialis eloszlas b = 1 paraméterrel. E(Yx) = 1 és D(Yx) = 1 minden
k=1,2,...,500-ra.

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.001326 0.282700 0.637300 0.984900 1.349000 5.895000



A normalis eloszlast minta hisztogramja

relativ gyakorisagok

Normalis eloszlas

értékek

DA



Az exponencialis eloszlasi minta hisztogramja

Exponencialis eloszlas
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Az atlag és a median Gsszehasonlitasa

Az atlag

@ "tobb informéaciét hasznal”

@ érzékenyebb a kiugré adatokra, azaz egy hibas mérés is kénnyen meg-
valtoztathatja

@ nem szimmetrikus esetben eltérhet a leggyakrabban megfigyelt értékek-
tél

A mediant is érdemes hasznalni, ha

@ vannak kiugré (esetleg hibas) adatok;

@ ha az eloszlas nem szimmetrikus, és az atlag és a median jelentGsen
kiilonbdzik (mint a fenti példaban az exponencialis eloszlas esetén).



Példa: hisztogram

A Duna vizallasanak hisztogramja (median: 141,5)

Duna

gyakorisag
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Kozépértékek kozelitése osztalykozos gyakorisagokkal

Tegyiik fel, hogy az adatokat nem ismerjiik pontosan, csak a hisztogramot,
vagyis hogy az egyes osztalyokba, intervallumokba hany megfigyelés esik.
Legyen x; a j. osztalykdzép (az alsé és fels6 hatér atlaga), és f; a j. osztalyba

es6 megfigyelések szama, tovabba n = 1+ +...+ f; az Ssszes megfigyelés
szama. Ekkor

@ az atlag kozelitése:

ﬂX1+fr2X2+...—|—kak_
n 1




Kozépértékek kozelitése osztalykozos gyakorisagokkal

Tegyiik fel, hogy az adatokat nem ismerjiik pontosan, csak a hisztogramot,
vagyis hogy az egyes osztalyokba, intervallumokba hany megfigyelés esik.
Legyen x; a j. osztalykdzép (az alsé és fels6 hatér atlaga), és f; a j. osztalyba

es6 megfigyelések szama, tovabba n = 1+ +...+ f; az Ssszes megfigyelés
szama. Ekkor

@ az atlag kozelitése:

ﬂX1+fr2X2+...—|—kak_
n 1

@ a median kozelitése:

n/2 — F, -1
b+ /fme P,
me
ahol tne a mediant tartalmazé osztaly alsé hatara, Fne_1 a mediant
tartalmazoé osztalyt megel6z6 osztalyok gyakorisagainak &sszege, fine

a mediant tartalmazé osztdly gyakorisiga, hpme a mediant tartalmazé
osztaly szélessége.



Hazi feladat februar 20., 9:00-ig

Kérdezziink meg legalabb hisz feln6tt ismerdst az

@ testmagassagukrol;
@ nemiikrél;

@ cipgjilk méretérdl.
Az adatokra az egész félév soran sziikség lesz a hazi feladatoknal.

Keészitsiink egy abrara boxplotot a testmagassagrdl gy, hogy legyenek kiilon
abrazolva a férfiak és a nék adatai, illetve a teljes adatsor is. Készitsiik el

ugyanezt a cip&mérettel is. Milyen kovetkeztetéseket vonhatunk le a kapott
abrakrol?



	alapstatisztika

