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5. heti feladatsor, (statisztika. gyak.) 2012. marcius 28-29.

., X, fuggetlen minta N (m, 1) eloszlasbol. Adjunk 95%-
os, illetve 98%-0s megbizhat6sagt kétoldali konfidenciaintervallumot m-
re, ha

a)n =10, 37 | X; = 349;

b)n =250, >, X; =48,5;

c¢)n = 10, és a minta a kovetkezé:

1,49 384 316 209 179 1,19 238 285 301 1,74

Valaki azt allitja, hogy a klima valtozik, és ezt azzal véli bizonyitottnak,
hogy az elmilt 10 évben 2-szer is volt jégesd, pedig kordbban ez egyes
évekre a jéges6 val6szintisége a hivatalos adatok alapjan csupan 0, 1 volt.
frjuk fel a hipotéziseket, a probat és éllapitsuk meg az elséfaju hiba
val6szinfiségét, valamint az er6fiiggvényt a p = 0, 2 pontban.

Egy tejgyarban minden széllitas el6tt megvizsgaljak a 25 dkg-os tarék mi-
noségét. Jelolje p annak valdszintiségét, hogy egy csomag tiiré romlott. A
Hjp : p = 0.01 nullhipotézist (ez még elfogadhaté a gyar szdmadra) vizs-
géljdk a Hy : p > 0.01 ellenhipotézissel szemben. A gyar eljardsa a kovet-
kez&: N csomagot bontanak fel és amennyiben legaldbb 2 koztiik romlott,
akkor djrahasznositast rendelnek el.

a) [rjuk le a kisérletet (mintatér, kritikus tartomény, elfogadasi tartomany,
statisztikai préba)!

b) Milyen N-re lesz az els6fajt hiba valészintisége kisebb 5%-nal?

¢) frjuk fel az eréfiiggvényt.

Adott egy 4 elemfi fiiggetlen minta: X1, X2, X3, X4. Két hipotézistink
van:

Ho:P(X;=2)=1/4,P(X; =3)=1/2,P(X; =10) = 1/4
Hy:P(X;=2)=1/4,P(X; =3)=1/4,P(X; =10) = 1/2
Hatdrozzuk meg a valoszintiséghanyados-prébat 5 %-os els6faji
hibavaldszintiség mellett.

Az aldbbi minta 5 év dprilis 18-4n Budapesten mért napi kozéphdmérsék-
leteit tartalmazza. Ellendrizziik a Hgp : m = 17 hipotézist « = 0,05
els6faji hibavalészintiség mellett a Hy : m < 17 alternativdval szemben,
dgy, hogy

a) a kordbbi tapasztalatok alapjan tekintsiik az értékek szérdsat 2-nek.

b) Ne hasznaljunk a szérdsra vonatkozoéan el6zetes informéciét.

kozéphomérséklet (°C): 14,8 122 168 171 161

Egy tejgydrban minden széllitas el6tt megvizsgdljdk a 25 dkg-os tardk
6lomtartalmat. Egy alkalommal a még megengedett szint %-dban a méré-
sek a kovetkez6k voltak: 98,5; 101,4; 99,5; 100,9; 99,7. A korébbi tapasz-
talatok alapjn az ellendr feltételezi, hogy 1 szérasuiak. Elfogadhaté-e a
Hp : m = 100 nullhipotézis? Hogyan valasszuk meg a H; hipotézist?
Mennyi lesz a p-érték (szignifikancia-szint)? Mennyi a préba eréfiiggvé-
nyének értéke az m = 102 pontban? Hany elemfi mintdra van sziikség,
ha azt szeretnénk, hogy ez legaldbb 0,99 legyen?

Az alébbi két minta 10 - egyforma képességiinek feltételezett - sportold
stilylokésben elért eredményeit tartalmazza. A sportolok két 6tfés cso-
portban késziiltek az edz6tdborban. Edzésterviik ugyanaz volt, csak az
étrendjiik kiilonbozott. 2 hét felkésziilés utan értékelték az eredményeket.
Tételezziik fel, hogy a mintdk normaélis eloszldsb6l szarmaznak.

1. diéta ‘ 148 122 168 171 16,1
2. diéta ‘ 180 121 172 17,7 17,0

a) Melyik diéta volt jobb, ha a dobadsok szérasat 2-nek tekintjiik?

b) Melyik diéta okozott nagyobb valtozékonysdgot az eredményekben?
¢) Ha nem ismerjiik a szorést, akkor tekinthetjiik-e valamelyik diétat jobb-
nak?

2012. aprilis 19-ig beadhat6 hazi feladatok

Egy HOK-elnok szdmara az elfogadhat6, ha a hallgaték legfeljebb 72 sza-
zaléka utdlja (ez a Ho hipotézis). Az ennél nagyobb ardny esetén (H hi-
potézis) lemond posztjarél. Minden negyedév végén 10 hallgatét kérdez
meg, és akkor mond le, ha a tizb&l legalabb 8 didk utédlja. Mekkora a préba
terjedelme? Varhatéan hany negyedévet fog tevékenykedni az elnok, ha
minden félévben a didkok 65 szdzaléka utalja?

8 fit és 8 ldny testmagassagara tekintsiik a kovetkez6 adatokat (centimé-
terben mérve).

Fitk: 185 193 185 184 188 176
Lanyok: 163 169 163 170 156 160
A sajét testmagassagot a megfelel6 adatsorhoz hozzétéve a = 0.01 el-
s6faji hibaval6szintiség mellett milyen kovetkeztetés vonhat6 le az ada-
tokbodl: bizonyithaté-e, hogy a fitk magassdganak vérhat6 értéke tobb a
lanyokénal? Mennyi a p-érték?

4. heti feladatsor, (statisztika. gyak.) 2012. marcius 7-8.

Legyen Z1, Zs, ..., Zy, fliggetlen minta a kovetkezd diszkrét eloszlasbol:

P(Zi=1)=c, P(Z;=2)=3¢, P(Zi=3)=1—4c,i=1,...,n,

@

ahol c az ismeretlen paraméter.

a) Hatdrozzuk meg ¢ maximum likelihood becslését!

b) Hatdrozzuk meg ¢ momentum-madszerrel kaphaté becslését!

c) frjunk fel egydimenziés elégséges statisztikét az ismeretlen paramé-
terre!

d) Adjunk torzitatlan becslést c-re Z; segitségével!

e) Az el6z6ben megadottnal konstrualjunk jobb becslést a Rao-Blackwell-
Kolmogorov-tétel segitségével.

Legyena Z1, Za, . .., Zn fliggetlen minta N(2m + 5, 1/d?) eloszl4st. Be-
csiiljiik meg az ismeretlen paramétereket momentum-modszerrel!
Megoldas.

A momentummodszerben az els6 két momentumot hasznaljuk. A becslés
tehdt az az m, d par lesz, amely mellett az els6 két momentum megegyezik

a tapasztalati eloszlds els6 két momentuméval. Ezek a mintakozép, illetve
LS | Z2. Tehat:

Z1+ ...+ 27 Z2 4 ...+ 272
Em,a(Z1) = = Erm,a (Z%) ==t~
n n
_ 1 Z2 4 ...+ 22
om+5=7 =+ (@mt5P= At T
d? n
Z-5 1 Z24 ...+ 22 _ 1
m=—; —:71+ + n*Z2=Si$d2f~
2 d? n Sn

A maximumlikelihood-médszerhez a likelihoodfiiggvény:

n

f(m,d)=1]

i=1

4 (Z-Emes)”

Nor exp e
d \" d? [

= (E) exp <—2 <ZX; (Zi — (2m + 5))2>>

(A négyzetet kibontva lehet l4tni, hogy (37, Z;, > 1 | Z2) elégséges
statisztika.) A loglikelihood-fliggvény maximumbhelyét keressiik, ez meg-
engedhetd a logaritmusfiiggvény szigort monoton névekesése miatt.

n 2 n
L(m, d) = log f (m, d) = — log(2m)+nlog df% <Z (Zi — (2m + 5))2> )

@)

=1

Rogzitett d mellett ez akkor maximélis, ha >-7 ; (Z; — (2m + 5))? mini-
malis. Ismert, vagy derivaldssal konnyen ellen&rizhets, hogy ez 2m +5 =
Z esetén érhetd el. Ilyenkor a négyzetdsszeg éppen a tapasztalati szords-
Z-5

Z=5 45 a tovabbiakban

négyzet n-szerese. Vagyis m = <5

2

d
—g log(27) + nlogd — - s2

n

1 (1h,d) =

maximumbhelyét keresstik d-ben. d szerint derivélva:

0

Tipnd="—-d-n-s2.

od d
Ez pontosan akkor nulla, ha d = Si Maésrészt [ folytonosan differencial-
hato, limg_,04 I (7h,d) = limg_, o0 L (1, d) = —oo. Ezekbdl kovetkezik,
hogy d = ﬁ a maximumbhely.
Tehat a maximumlikelihood-becslés: (ﬁz,d) = (E i)

2 Vsp

X1,X2,..., X, figgetlen minta b > 0 paraméterti Poisson-eloszldsbol.
Mi a b paraméter maximum likelihood becslése?

Megoldas.

A Poisson-eloszlds diszkrét eloszlds, méghozza P ({ =k) =
bk

Ke*b (k=0,1...) , ha £ b paraméteri Poisson-eloszldsu val6szi-
nliségi valtoz6. Ha ¢ fliggetlen a mintat6l, akkor segitségével a
likelihood-fiiggvény igy irhato:

n X,
I [5%]-
i=1 X!

n
= (T[] o=t Xiemmo
X;! ’

=1

fo (X1, Xn) = [[ P (6=X3) =
=1

Eszrevehetjiik, hogy a mintaelemek Gsszege elégséges statisztika. Azt
a b-t keressiik, melyre a likelihood-fliggvény maximalis. A likelihood-
fliggvény most mindenképpen pozitiv, és a logaritmusfiiggvény szigo-
riian monoton novo, igy elegendd a log-likelihood fliggvény maximum-
helyét megkeresni:

n

L(b) =log fp (X1,...,Xn) = log <H

i=1

1 n
Xﬂ) +;X,-1ogb—nb.



X; - % — n. Konnyen lathato,
Xl =X sstb < X
esetén a derivalt pozitiv, mig b > X esetén negativ, igy a log-likelihood
fiiggvénynek valéban maximuma van a b = X helyen. Tehdta b = X
becslés a paraméter maximum likelihood becslése.

Ennek b szerinti derivaltja: 9l (b)) = Y14

hogy ez pontosan akkor nulla, ha b =

“

=

Hatadrozzuk meg az ismeretlen paraméter maximum likelihood becslését,
ha a minta

a) Pascal-eloszlasu;

b) binomialis eloszlast (a rend ismert);

¢) (a, 1) intervallumon egyenletes eloszlas.

2012. marcius 22-ig beadhaté hazi feladatok
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Egy ezerf6s kozvélemény-kutatasnal 650-en valaszoltak azt, hogy szeretik
a kutydkat. Becsiiljik meg maximumlikelihood— és momentummodszer-
rel a tényleges aranyt! Hogyan médosul ez a becslés, ha mar tudjuk, hogy
a kutydkat szeret6k 10%-a hazudik, a kutyakat nem szeret6knél pedig 20%
ez az arany?

(6) Legyen X1, X2, ..., Xy, Pascal-eloszldst minta.

a) Adjunk X fliggvényeként torzitatlan becslést p (1 — p)-re!

b) Az a)-ban megadottndl konstrualjunk jobb becslést a Rao-Blackwell-
Kolmogorov-tétel segitségével!

3. heti feladatsor, (statisztika. gyak.) 2012. februar 29-madrcius 1.

a
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Legyen X1, X2, ..., X, fiiggetlen minta valamely véges szordsu eloszlas-
bdl, és tekintsiik az T' (Xl,X2, ey Xn) =a1 X1 ta2Xo+ ... +anXn
alakt linedris becsléseket, ahol a1, ..., a, valés szdmok. Feltéve, hogy
a becsléstink torzitatlan a varhat6 értékre, mely a1, ..., an egytitthatokra
lesz minimélis a T' (X1, X2, ..., X, ) mennyiség szordsnégyzete?
Megoldés. Eﬂ(ale + ...+ aan) = (a1 —+ ...+ an)E,lg(Xl), igy a
becslés pontosan akkor torzitatlan, ha az egytitthatok 6sszege 1.

A fiiggetlenség miatt D3 (a1 X1 +...+anXn) = (a? +...+a2)D3(X1),
igy a szérdsnégyzet akkor minimalis, ha a? + ... + a2 minimalis. Nem-
negativ szdmokra a szdmtani és négyzetes kozepek kozti egyenl6tlenség
szerint ez akkor &ll fenn, ha a; = ... = an = 1/n, azaz T a mintaatlag.
Ennél kisebb szérasnégyzet negativ egytitthatékkal sem érhet6 el: a > 0
esetén a? + b2 > (b —a)?.

2

~

Torzitatlan, illetve konzisztens becslés-e a mintadtlag reciproka geometriai
eloszlds paraméterére?

Megoldas. Nem torzitatlan: E;( TTx ) > = p. Konzisztens:
o Xn

1
Ep(X)
anagy szimok gyenge torvénye szerint (X1 +. ..+ X, )/n sztochasztiku-
san konvegal E;(X1) = 1/p-hez, igy az étlag reciproka sztochasztikusan
konvergal ennek reciprokdhoz, p-hez n — oo esetén minden p-re.
(3) Adjunk meg torzitatlan becslést a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlés
paraméterére a) mintadtlag; b) a maximum; c) a minimum segitségével.
Szamitsuk ki a becslések szordsat is. Melyik hatdsosabb? Melyik konzisz-
tens?

Megoldss. 2X, “ELX* (n + 1)X};. Szérdsnégyzetek: ¥2/3n,

92n
(n+2)°

02
7 n(n+2)’

“
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A paraméter mely fliggvényeit lehet torzitatlanul becstilni a) indikétor b)
geometriai c¢) Poisson-eloszldsbdl szarmaz6 minta esetén a mintadtlag és a
tapasztalati szordsnégyzet segitségével?

Igaz-e, hogy a Poisson-eloszlas esetén X torzitatlan becslése a paraméter
négyzetének?

G

=

Legyen X1,..., X, fliggetlen, b paraméter(i Poisson-eloszlasti minta (b >
0). Szamitsuk ki a Fisher-informdciét! Adjunk elégséges statisztikat! Mi
torténik a > 0 paraméter(i exponencidlis minta esetén?

Megoldas. a) Ha X7, ..
minta, akkor

., Xn fuiggetlen, b paraméter(i Poisson-eloszlast

P(X1=kFi,...,Xn =

I (G

bZ?zl k;
a [Ty ki!e

)

—nb 1

=~ pXitikigmmb,
T !
i=1 R

A faktorizécios tétel alapjan lathat6, hogy a mintaelemek Gsszege elégsé-
ges statisztika.

Tehat a likelihood, majd a loglikelihood-fiiggvény:

bz:b:1 Xi b,

f(b)ZWG ;

®

7

)
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L(b) = log f(b) = <i XZ) log b — log (ﬁ X¢!> — nb.
i=1

i=1

Ennek b szerinti derivéltja:

n
gl (b) — Zi:l Xi _
ob b
Ha X;-k fliggetlen, Poisson(b)-eloszléstak, akkor az 6sszegiik is Poisson-
eloszlast, és paramétere nb. A Poisson-eloszlas varhato értéke és a szoras-
négyzete is a sajat paramétere. Tehdt az 0sszeg varhat6 értéke és széras-
négyzete is nb. Ez alapjan a Fisher-informacio:

=D? (¥7n>+ [E(Z:l;l

Ez tehat a minta Fisher-informaciéja. Vegyiik észre, hogy az n elemii
minta Fisher-informdciéja n-szerese az egyelem@i mintdénak (n = 1
helyettesitéssel).

b)Ha X1, ..., X, fliggetlen, a paraméteri exponencidlis eloszlasti minta,
akkor X; stirtiségfiiggénye a t; helyen a exp(—at;), ha t; > 0, és 0 kiilon-
ben.

Exponencidlis eloszldsbol szdrmazé mintdnal az X, . . . , X;, mintaelemek
pozitivak. Tehét a likelihood, majd a loglikelihood-fiiggvény:

n

f(X,a)= H fa(X3) = H aexp(—aX;) =a” exp(—aZXi);
i=1

i=1 i=1

A faktorizacios tétel alapjan lathat6, hogy a mintaelemek 6sszege elégsé-
ges statisztika.

l(a) =log f(X,a) =nloga —a <ZX1) .

i=1
Ennek a szerinti derivaltja:
8 n

%l(a) =

23

Az exponencidlis eloszlds varhat6 értéke %, szérasnégyzete % Ezért ha
X;-k fliggetlen, exp(a)-eloszlastiak, akkor az dsszegiik védrhato értéke 7,
szordsnégyzete 5. Konstans n/a hozzdaddsdval a szordsnégyzet nem

véltozik. Ezek alapjén a Fisher-informacio:

(a))2 — p? (%z (a)) T [E (%z (a))r _

= D2 <ZXZ> +02 = %
1=1

I(a):E(%l

Ez tehat a minta Fisher-informdacidja. Vegyiik észre, hogy az n elemii

minta Fisher-informaci6ja n-szerese az egyelemti mintdénak (n = 1
helyettesitéssel).

2012. marcius 14-ig beadhat6 hazi feladatok
Legyen X1,..., X, fiiggetlen minta Bin (4,p)-bol, tovdbbd Y7,...,Y,

fliggetlen minta Bin (6, p)-bdl, és tegyiik fel, hogy a két minta egymdstol
is fiiggetlen. Milyen a és b szdmokra lesz aX + bY a p paraméter torzi-
tatlan becslése? Ezen szampdarok koziil melyikre lesz a becslés szérasa
minimalis?

Mutassuk meg, hogy exponenciélis eloszldsti minta esetén

a)n - min(X1, ..., Xn) torzitatlan, de nem konzisztens a varhato értékre.
b) 1/X nem torzitatlan, de konzisztens a paraméterre.



2. heti feladatsor, (statisztika. gyak.) 2012. februar 22-23.

(1) Tegytik fel, hogy februar 17-e kozéphémérséklete Budapesten az elmilt
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10 évben igy alakult (Celsius-fokban):

2,0 8,5 16 -4,5 33 79 0,2 -1,6 2,2 5,6
Szamitsuk ki és abrazoljuk a kozéph&mérséklet stirtiségfliggvényének
Parzen-Rosenblatt-becslését, ha h = 0, 25 és a magfiiggvény:

1/2, halz| <1
k() =
(@) { 0 kiilonben.

Megoldis. f(z) = 2= S0k (Z*hz) = L|{: ilzi — 2| < 0,25}

Mi a mintatér az alabbi esetekben:

a) Harom kockadobas.

b) Oten addig lottéznak hetente egy-egy szelvénnyel, mig legaldbb két
taldlatuk nem lesz. A megfigyelés, hogy kinek hanyadik héten sikertil ez
el6szor.

¢) Hiisz napon ét feljegyezziik egy didk felkelésének id6pontjat.
Megoldas. a) {1,2,3,4,5,6}3;b) {1,2,3,...}% ¢) [0,24)20.

Adjunk torzitatlan becslést a valdszinfiségszdmitds vizsga bukdsi ara-

nydra, ha 300-b6l 100-an buktak meg. Adjunk a becslés széraséra felsd
becslést.

Megoldas. A bukasok relativ gyakorisdga torzitatlan: 1/3.

n elemfi a > 0 paraméter(i exponencidlis minta esetén adjunk torzitatlan
becslést 1/a-ra és exp (—3a)-ra.

Megoldas. X torzitatlan 1/a-ra: Eq(X1) = 1/a. I(X1 > 3) torzitatlan
exp (—3a)-re: Eq(I(X1 > 3)) = Po(X > 3) = exp (—3a).

n elemt b > 0 paraméter(i Poisson-eloszldst minta esetén adjunk torzi-
tatlan becslést b-re, b2-re és exp (—b)-re.

Megoldds. X1, X2 — X1, I1(X1 = 0), mert Ey(X1) = b, By(X2) =
D2(X1) + [Ep(X1)]2 = b+ b2, és Pb(X1 = 0) = exp(—b).

1. heti feladatsor, (statisztika. gyak.) 2012. februar 15.

Legyen X standard normalis eloszldst valdszintiségi valtoz6, mennyi an-
nak val6szintisége, hogy

2X +3<2?

Megoldds. P(2X +3 < 2) = P(2X < —-1) = P(X < —-1/2) =
®(-1/2)=1—-2(1/2) = 1—0,6915 = 0, 3085.

n elemf fliggetlen mintdra hatdrozzuk meg a tapasztalati k6zép és a ta-
pasztalati szérasnégyzet varhat6 értékét!

Megoldas. E(X1), 21 D?(X,)

16 darab fiiggetlen, 10 varhat6 értékii és 25 szérdsnégyzetti normalis el-
oszlas atlaga milyen val6szintiséggel nagyobb 9-nél?

Megoldds. X ~ N(10,22); P(X > 9) = 1-®(—3) = ®(4/5) ~ 0, 7881.

Tekintstink n elem(i exponencidlis mintat, azaz legyenek X1, Xo,..., X
fliggetlen, azonos \ paraméter(i exponencidlis eloszldsti valdszintiségi
valtozok. Hatdrozzuk meg a legkisebb mintaelem eloszlasat!

Megoldas. exp(An)

Hatédrozzuk meg a mintakozepet, tapasztalati szérasnégyzetet és szoérast,
a harmadik tapasztalati momentumot, a szérasi egyiitthatét és a tapasz-
talati eloszlasfliggvényt az aldbbi mintakon:

a)l,3,0,1;
b) négy kockadobads;

c) fogyasztdi drindex:

1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000
122,5 1188 1282 1236 1183 1143 110,0 1098

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

1092 1053 1047 1068 103,6 103,9 1080 106,1
Megoldas. a) X = 1,25, s, = 1,0897,s2 = 1,1875, X3 = 7,25

n

€) X = 112,068, s, = 7,6127,s2 = 57,95, X3 = 1427320

Dobjunk fel hdromszor egy dobékockat.

a) Hatdrozzuk meg az alapstatisztikdkat: mintakozép, korrigalt tapaszta-
lati szérdsnégyzet és szorés, kvartilisek, rendezett minta.

b) Hatdrozzuk meg az F, tapasztalati eloszldsfiiggvényt, és a
sup,, |F (z) — Fp (z)| statisztika értékét, ahol F az {1,2,3,4,5,6} pon-
tokon egyenletes eloszlds eloszlasfiiggvénye.




