Statisztika 1. zarthelyi dolgozat 2011. mércius 21.

1. Legyen X = Xj,..., Xog fiiggetlen minta b paraméterii Poisson-eloszlasbdl (b > 0). Legyen

T, (X) — X1+X21-B6-+X100’ T, (X) — Xid+Xot... 4+ X900

200

a) Milyen a szdmra igaz, hogy T (X) — aT; (X) torzitatlan becslése b-nek? (10 pont)
b) Igaz-e, hogy 3T (X) + 3T5 (X) torzitatlan becslése b-nek? (4 pont)

c) Ty (X) és Ty (X) koziil melyiknek kisebb a szérasa? (4 pont)

2. Exponencidlis eloszlasbdl szarmazo minta esetén igaz-e, hogy a mintaatlag konzisztens becslése
a paraméter reciprokanak? (8 pont)

3. a) p paraméterii geometriai eloszldsi mintabdl adjunk torzitatlan becslést a paraméterre! (8
pont)
b) Az aldbbi minta geometriai eloszlasbdl szarmazik: 2, 1,2, 7, 3, 3,6, 2, 1, 1, 3, 1, 6.

Mennyi az a) feladatban adott becslés értéke a mintan? (4 pont)
4. 50 gyerek magassdgat mérjiik meg centiméterben. Feltételezziik, hogy mindegyikiik magassaga

egymastdl fiiggetlen, N (130,25) eloszlasu valészintiségi véltozé. Jelolje X a mért magassagok
atlagat. a) Milyen eloszlasi X7 (8 pont) b) Mennyi P(X < 125)? (4 pont)

1. a) Tudjuk, hogy fiiggetlen, n elemii Z mintabol

D*(Z,)

n

E(Z)=EZ; D*(Z)=

Ezt n = 100-ra és n = 200-ra alkalmazva, tovabba felhasznélva, hogy X7 eloszlasa b paraméterti
Poisson-eloszlas, azt kapjuk, hogy
EX; b EX; b

Az utébbi két Osszefiiggésbol a szorasnégyzet definicidjat felhasznédlva adodik, hogy

E, (T3) = D* (Tb) + (B4 (T2))” = —= + .

Tehat a megadott becslés varhato értéke:

b b
Eb(TQQ)—aT1=m+b2—ab:b(1+m—a>.

A becslés akkor torzitatlen becslése b-nek, ha varhaté értéke minden b-re b-vel egyezik meg.
Lathato, hogy ez egyetlen a-ra sem teljesiil az Osszes b-vel egyszerre, tehat nincs a feladat
feltételeinek megfelel6 a szam.

b) Az a) feladat eredményeit és a varhat6 érték tulajdonsdgait felhaszndalva:

1 2 1 2 1 2
E, | =T =15 | = = (T —E, (15) = =b+=b=bd
b(31+3g) VB, (1) + 2B, (Th) = 1t

teljestil minden b > 0-ra. Tehdt a megadott becslés torzitatlan becslése b-nek.

c¢) Az a) feladat szerint a Ty (X) becslés szérasa kisebb.



2. A nagy szamok er0s torvénye szerint ha Xy, Xy, ... fliggetlen valdszintiségi valtozok, azonos
eloszldsiak, és varhato értékiik létezik, akkor (X; +...+ X,)/n — EX; 1 valészintiséggel
n — oo esetén. Ha most Xi, X, ... fiiggetlen, exp(a) paraméterli exponencidlis eloszldsi
valészintiségi valtozok, akkor egyrészt a tétel alkalmazhatd, mésrészt E, (X;) = L. Tehét

X+ + X,
Pa( 1+
n

) -

minden a > O-ra teljesiil, és ez definicié szerint azt jelenti, hogy a mintaatlag konzisztens
becslése a paraméter reciprokanak.

3. a) Ha Xy,..., X, p paraméter(i geometriai eloszlast minta, akkor P (X; = 1) = p a geometriai
eloszlas definiciéja szerint. Legyen I; = 1, ha X; = 1, és 0 kiilonben, ¢+ = 1,...,n-re. Ez tehat
annak indikatora, hogy az ¢. mintaelem 1, varhato értéke az X; = 1 esemény valdszintlisége,
azaz p. Legyen most T (X,..., X,,) = % Ekkor

L+...+1, n-
Ep(T(Xl,...,Xn)):Ep( ! ): np:p,

n

Ez teljesiil minden p € (0, 1)-re, azaz a paraméter minden lehetséges értékére. Ez azt jelenti,
hogy T', azaz az 1 mintaelemek relativ gyakorisaga torzitatlan becslés b-re.

b) Most n = 13, és az a) rész jeloléseivel

4
T(Xlu"'7X13) = 1_37

hiszen a mintaelemek kozott 4 egyes van.

4. a) Tudjuk, hogy fiiggetlen, n elemii Z mintabdl

D*(Z,)

n

E(Z)=EZ; D*(Z)=

Ugyanakkor fiiggetlen normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok Gsszege is normaélis eloszlasu,
ezt rogzitett szammal elosztva is normalis eloszlasi valdszinliségi valtozot kapunk. Tehat
ha Zi,...,Z5 az egyes gyerekek testmagassaga, akkor X is normalis eloszlasi valdszintiségi
valtozé. X varhato értéke Z; varhato értéke, azaz 130, szorasnégyzete pedig % = % Tehat
X ~ N (130, 3).

b) Mivel X ~ N (130, 1), ismert &llitds szerint

125 — 130

V12

P(X<125):<I>< )m@(—?.O?)%l—Cb(?.O?)zl.



Statisztika 1. zarthelyi dolgozat 2011. mércius 24.

1. Egy pénzérmével fejet és irdst lehet dobni. A fej dobdsanak valészintiségét, p-t nem ismerjik
(p € (0,1)). Adjunk maximumlikelihood-becslést p-re, ha a minta a kovetkez6: 100 fliggetlen
dobésbdl 62 volt fej. (12 pont)

2. Xyq,...,X, fuggetlen minta N (m, 100) eloszlasbdl.
a) Mennyi a mintakozép varhaté értéke? (4 pont)
b) Adjunk torzitatlan becslést m-re! (8 pont)
c) Mennyi a megadott torzitatlan becslés értéke az alabbi mintan? (4 pont)

162,1 172,9 172,6 168,9 159,1 182,7

3. A (0, a) intervallumon egyenletes eloszlasbdl szarmazé fliggetlen X, Xs, ... minta esetén milyen
¢ rogzitett szamra lesz
a) a tapasztalati szérdsnégyzet c-szerese a’-re torzitatlan becslés, ha n = 10007 (8 pont)

b) <c' (%)2) konzisztens becsléssorozat a®-re? (8 pont)

4. Fiiggetlen, b paraméterti Poisson-eloszlasi mintabdél adjunk momentummaédszeres becslést a
paraméterre! (6 pont)

A megoldésokat indokolni kell, a teljes pontszdmhoz jé végeredmény és helyes indoklds sziikséges.
Osszesen 50 pontot lehet elérni, a varhaté ponthatarok: 40, 61, 72, 83.

Az elégséges hatara 20 pont.

Az eredmények az ETR infosheet rovataban lesznek elérheték, a megoldasok pedig itt:
http://www.cs.elte.hu/~agnes/gyak

Statisztika 1. zarthelyi dolgozat 2011. mércius 24.

1. Egy pénzérmével fejet és irast lehet dobni. A fej dobdsanak valdszintiségét, p-t nem ismerjik
(p € (0,1)). Adjunk maximumlikelihood-becslést p-re, ha a minta a kovetkez6: 100 fiiggetlen
dobdsbdl 62 volt fej. (12 pont)

2. Xy,..., X, fiiggetlen minta N (m, 100) eloszlasbdl.
a) Mennyi a mintakozép varhaté értéke? (4 pont)
b) Adjunk torzitatlan becslést 10m-re! (8 pont)
c) Mennyi a megadott torzitatlan becslés értéke az alabbi mintan? (4 pont)

162,1 172,9 172,6 168.9 159,1 182,7

3. A (0, a) intervallumon egyenletes eloszlasbdl szarmazé fliggetlen X, Xo, . .. minta esetén milyen
¢ rogzitett szamra lesz

a) a tapasztalati szérdsnégyzet c-szerese a’-re torzitatlan becslés, ha n = 10007 (8 pont)

b) (c- (M)2 konzisztens becsléssorozat a®re? (8 pont)
n

4. Fluggetlen, b paraméteri Poisson-eloszlasi mintabol adjunk momentum-modszeres becslést a
paraméterre! (6 pont)

A megolddsokat indokolni kell, a teljes pontszdimhoz j6 végeredmény és helyes indoklds sziikséges.
Osszesen 50 pontot lehet elérni, a varhaté ponthatarok: 40, 61, 72, 83.

Az elégséges hatara 20 pont.

Az eredmények az ETR infosheet rovatdban lesznek elérhetok, a megoldasok pedig itt:
http://www.cs.elte.hu/~agnes/gyak



1. Legyen I; = 1, ha az 1. dobas fej, 0 kiilonben. Iy,..., 1o fliggetlen minta a p paraméterii
indikéatoreloszlasbol.

Maximumlikelihood-modszerrel felirjuk a likelihood-fiiggvényt:

Il = /{;1,, . 71100 — klOO :pzzlg)lkz (1 —p 100— zlook ’
P
f(p) = p=iE0e (1= p) !0t
Azt a p-t kell tehét valasztanunk, amelyre f maximélis. (f-ben csak a mintaelemek Gsszege

szerepel, tehdt a mintaelemek Osszege elégséges statisztika.) A logaritmusfliggvény szigorian
monoton novo, tehat ehelyett a loglikelihood-fiiggvény maximumbhelyét is elég megkeresni:

100 100
L(p) =log f (p) :ZIlwlogp%— (100—2[,-) log (1 —p).

Ennek derivaltja:

p 11—
Ennek nullhelye:

100 100 100 2100 I
! (p) = I 1 I L=1 e~
=0« Z 00 — Z p<:>Z 00p & p= ==t

Ugyanakkor [ folytonosan differencialhaté, lim, ol (p) = limpéll( ) = —oo. Tehéat g-nek
100 7.
globdlis maximuma van a derivaltjanak nullhelyében: p = % = 100 = 0,62, beirva, hogy a

100 dobas koziil 62 volt fej. Ez tehat a maximumlikelihood-becslés.

2. a) A mintakozép véarhaté értéke fiiggetlen minta esetén a mintaelemek koézos varhato értéke,
azaz az N (m, 100) eloszlds varhaté értéke: m.

b) Mivel minden m-re E (10- X) = 10E (X) = 10m az a) feladat szerint, 10 - X torzitatlan
becslés 10m-re.

¢) A megadott mintan 10 - X ~ 1697, 17.
3. a) A kérdés, hogy milyen ¢ szamra lesz
E, (csi) =a* Va>0.

Mivel a minta fliggetlen, U (0, a) eloszldsu:

E., (cs)—CE( ) c-

Tehat ¢ = % = % ~ 12,01 jé6 valasztas.

b) A nagy szamok erds torvénye szerint a mintakozepekbdl &ll6 sorozat 1 valdszintiséggel
konvergdal a varhaté értékhez (fiiggetlen, azonos eloszldsi, véges varhat6 értékd valoszintiségi
valtozokrdl van sz6). Tehat a mintakozepekbdl dll6 sorozat minden a-ra 1 valészintiséggel kon-
vergdl a/2-hoz. Ezért a mintakozepek négyzetébol allé sorozat minden a-ra 1 valdsziniiséggel
konvergal (a/2)%hez. Ebbél kovetkezik, hogy a mintakozepek négyzetének négyszeresébdl allo
sorozat minden a-ra 1 valészintiséggel konvergal a?-hez, azaz konzisztens becslést ad a’-re.
Tehat a 4 jo, és lathatd, hogy mas megoldas nincs.

4. A b paraméteri Poisson-eloszlas varhaté értéke b. Ezért azt a b-t kell valasztanunk, amelyre
a mintakozép (a tapasztalati eloszlas els6 momentuma) megegyezik b-vel: X = b, b momen-
tummodszeres becslése a mintaatlag.



Statisztika 1. zarthelyi dolgozat 2011. mércius 24.

1. Legyen Xj,..., X, fiiggetlen, exp(a) eloszldsbdl szarmaz6 minta. Széamitsuk ki a mintakozép
varhato értékét és szérasat! (8 pont)

2. Xy,...,X, fuggetlen minta N (m, 100) eloszlasbdl.
a) Mennyi a mintakozép varhaté értéke? (4 pont)
b) Adjunk torzitatlan becslést m-re! (8 pont)
c) Mennyi a megadott torzitatlan becslés értéke az alabbi mintan? (4 pont)

162,1 172,9 172,6 168,9 159,1 182,7

3. A (0, a) intervallumon egyenletes eloszlasbdl szarmazé fliggetlen X, Xo, ... minta esetén milyen
¢ rogzitett szamra lesz

a) a tapasztalati szordsnégyzet c-szerese a’-re torzitatlan becslés, ha n = 10007 (8 pont)

b) <c~ (%)2) konzisztens becsléssorozat a®-re? (8 pont)

4. Fiiggetlen, b paraméterti Poisson-eloszlast mintabél adjunk torzitatlan becslést be=’-re! (10
pont)

A megolddsokat indokolni kell, a teljes pontszdimhoz j6 végeredmény és helyes indoklds sziikséges.
Osszesen 50 pontot lehet elérni, a varhaté ponthatarok: 40, 61, 72, 83.

Az elégséges hatara 20 pont.

Az eredmények az ETR infosheet rovatdban lesznek elérhetok, a megoldasok pedig itt:
http://www.cs.elte.hu/~agnes/gyak

Statisztika 1. zarthelyi dolgozat 2011. mércius 24.

1. Legyen Xji,..., X, fiiggetlen, exp(a) eloszlasbdl szarmazé minta. Szamitsuk ki a mintakozép
varhato értékét és szérasat! (8 pont)

2. Xyq,...,X, fuggetlen minta N (m, 100) eloszlasbdl.
a) Mennyi a mintakozép varhaté értéke? (4 pont)
b) Adjunk torzitatlan becslést m-re! (8 pont)
c) Mennyi a megadott torzitatlan becslés értéke az alabbi mintan? (4 pont)

162,1 172,9 172,6 168,9 159,1 182,7

3. A (0, a) intervallumon egyenletes eloszlasbdl szarmazé fliggetlen X, Xo, ... minta esetén milyen
¢ rogzitett szamra lesz

a) a tapasztalati szérdsnégyzet c-szerese a’-re torzitatlan becslés, ha n = 10007 (8 pont)

b) <c- (%)2) konzisztens becsléssorozat a®re? (8 pont)

4. Fiiggetlen, b paraméterti Poisson-eloszldsti mintdbdl adjunk torzitatlan becslést be=-re! (10
pont)

A megoldésokat indokolni kell, a teljes pontszdmhoz jo végeredmény és helyes indoklds sziikséges.
Osszesen 50 pontot lehet elérni, a varhaté ponthatarok: 40, 61, 72, 83.

Az elégséges hatara 20 pont.

Az eredmények az ETR infosheet rovatdban lesznek elérhetok, a megoldasok pedig itt:
http://www.cs.elte.hu/~agnes/gyak



