Statisztika 1. zarthelyi dolgozat 2010. marcius 16.

1. A kovetkez6 minta ismeretlen varhaté értékii, 1 szérasi normélis eloszldsbdl szarmazik:
23 51 38 27 31 39 42 25 34

a) Szamitsuk ki a mintakozepet, a medidnt és a korrigélt tapasztalati szérast! (10 pont)
b) Adjunk 90 %-os megbizhatésdgu konfidenciaintervallumot a varhaté értékre! (10 pont)

2. X1,Xo,..., X, fliggetlen minta b > 0 paraméterii Poisson-eloszlasb6l. Mi a b paraméter
maximum likelihood becslése? (12 pont)

3. Ismeretlen r rendi és p paraméteri binomidlis eloszlasbdl szarmazé fliggetlen minta tapasz-
talati kozepe 10, tapasztalati szérdsa 3. Adjunk a paraméterekre becslést momentum-maédszer-

rel. (8 pont)
4. X1,Xo,..., X, figgetlen minta az (1,a) intervallumon egyenletes eloszldsbdl, ahol a > 1
ismeretlen paraméter. Milyen ¢ valés szdmra lesz T (X1, ..., X,,) = 125*2 +4X + ¢ torzitatlan
becslése az a paraméternek / az a paraméter négyzetének? (10 pont)

Segitség: az [ hosszusagu intervallumon egyenletes eloszlasi valdszinliségi valtozé szérasa:

v

A megoldédsokat indokolni kell, a teljes pontszamhoz j6 végeredmény és helyes indoklés sziikséges.
Osszesen 50 pontot lehet elérni, az egyes feladatokért kaphat6 pontszamok a feladat szévege mellett
szerepelnek. A varhat6 ponthatarok: 40, 61, 72, 83.

Az elégséges hatara 20 pont, aki ezt nem éri el vagy a dolgozatot nem irja meg, szorgalmi idészak
utolsé hetében vagy a vizsgaiddszak elsé hetében pétolhatja a dolgozatot.

Az eredmények az ETR infosheet rovatdban lesznek elérheték, a megoldasokat pedig a
http://www.cs.elte.hu/~agnes/gyak cimen lehet majd megtaldlni.



Statisztika 1. zarthelyi dolgozat — megoldasok 2010. marcius 16.

1. A kovetkez6 minta ismeretlen varhaté értékii, 1 szordsi normalis eloszlasbdl szarmaszik:
23 51 38 27 31 39 42 25 34
a) Szamitsuk ki a mintakézepet, a medidnt és a korrigélt tapasztalati szérast! (10 pont)
b) Adjunk 90 %-os megbizhatésdgu konfidenciaintervallumot a varhaté értékre! (10 pont)
a) Jelolje a mintdt Xi,..., Xo9. A minta elemszdma n = 9. A definicidk alapjan szdmolunk.
A mintakdzép: X = § (X1 +...+ Xg) = 5 - 31 ~ 3,44.
A n =9 elem esetén a medidn a nagysag szerinti sorban a koézéps6 elem, X7 = 3, 4.

A korrigalt tapasztalati szérasnégyzet és szoéras:

9
9 (1 Z =2 9 (113,3

b) Normélis eloszlas, ismert o szdras esetén az eldaddson tanultak szerint 1 —« megbizhatésagi
konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

— g — g
<X - ulfa/Zﬁ;X + Ula/2\/ﬁ> ;

ahol @ (U1—a /2) =1— /2, és ® a standard normalis eloszldsfliiggvény. Most 0,9 megbizhaté-
sagu konfidenciaintervallumot szeretnénk, azaz a = 0,1, tovdbba 1 — /2 = 0,95. A standard
normélis eloszlasfiiggvény tablazata szerint @ (1,64) ~ 0,9495 és @ (1,65) ~ 0,9505, igy
Up_q/2 ~ 1,645. X ~ 3,44 az a) feladat szerint, a feladat szdvege szerint 0 = 1, ésn =9 a
mintaelemek szama. Tehdt a kovetkezd intervallum megfelel6:

1 1
<3,44 — 1,645 333,44+ 1,645 3> = (2,89;3,99).

2. X1,Xo,...,X, figgetlen minta b > 0 paraméteri Poisson-eloszlasb6l. Mi a b paraméter
maximum likelihood becslése? (12 pont)

A Poisson-eloszlas diszkrét eloszlds, méghozza P (§ =k) = %e_b (k=0,1...) , ha &b
paramétert Poisson-eloszlasu valdszintiségi valtozé. Ha £ fliggetlen a mintatél, akkor segitségé-
vel a likelihood-fliggvény igy irhato:

n n X; n .
fb (Xl, o ,Xn) = Hpb (§ = Xz) = H [ﬁ(‘!e—b} — (H ;l) b2¢:1 Xie—nb.

Eszrevehetjiik, hogy a mintaelemek Osszege elégséges statisztika.

Azt a b-t keressiik, melyre a likelihood-fliggvény maximalis. A likelihood-fliggvény most min-
denképpen pozitiv, és a logaritmusfiiggvény szigordan monoton névo, igy elegendd a log-
likelihood fiiggvény maximumbhelyét megkeresni:

n 1 n

i=1 =1

Ennek b szerinti derivaltja: 0l (b) = Y1 X; - 3 — n.

Koénnyen ldthat6, hogy ez pontosan akkor nulla, ha b = > | X; - % =X. S6tb < X
esetén a derivalt pozitiv, mig b > X esetén negativ, igy a log-likelihood fliggvénynek valéban
maximuma van a b = X helyen.

Tehét a b = X becslés a paraméter maximum likelihood becslése.



3. Ismeretlen r rendli és p paraméterii binomidlis eloszlasbdl szarmazoé fiiggetlen Xq,..., X,
minta tapasztalati kdzepe 10, tapasztalati szérdsa 3 (r € N,0 < p < 1). Adjunk a paraméterek-
re becslést momentum-modszerrel. (8 pont)

Az els6 két momentumra irjuk fel, hogy a mintdbdl kapott tapasztalati momentum megegyezik
annak az eloszldsnak a megfelel6 momentuma&val, melyb6l a minta szarmazik. Felhasznaljuk,
hogy az r rendii és p paraméterii binomialis eloszlas varhaté értéke rp, szérasnégyzete pedig
rp (1 — p), majd megoldjuk az egyenletrendszert.

X =E; rp (X1) =D, ZX2 Tp Xl) = D?,p (X1) + Erp (X1) =rp(1—p) + rp%;

— —2
X = rp, EZXE_X =rp(l—p)=ss=rp(l—p);
2
J— S
X =rp, 1—p==2.
P P=5

Ezekbol kapjuk a megoldasokat:

2
n_1 -2 =01 Po= = = 100.
X 10 o " 1—

p=1-

4. X1, Xo,...,X, figgetlen minta az (1,a) intervallumon egyenletes eloszlasbdl, ahol a > 1
ismeretlen paraméter. Milyen c valés szamra lesz T (X1, ..., X,) = 12552 +4X + ¢ torzitatlan
becslése az a’-nek? (10 pont)

Tudjuk, hogy a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslése a szérasnégyzetnek,
vagyis
2
a—1
£, (s2) = D2 (%) =

A mintadtlag pedig torzitatlan becslése a varhaté értéknek, vagyis

a+1

E,(X) =Eq.(Xy) = 5

fgy a varhaté érték linearitdsa miatt (felhaszndlva még, hogy konstans varhaté értéke sajat
maga):

Eq (T (X1,..., X)) = By (1282 +4X 4+ ¢) = 12E, (s?) + 4B, (X) + ¢ =
—(a—1)2+2(a+1)+c=a’+3+c

A T akkor torzitatlan becslése a?-nek, ha minden lehetséges a paraméterre
E, (T (X1,...,X,)) = d%

a fentiek szerint lathatd, hogy ez akkor és csak akkor teljesiil, ha ¢ = —3. Ugyanigy lathato,
hogy egyetlen ¢ valés szamra sem teljestil, hogy T' torzitatlan becslése az a paraméternek.



Statisztika 2. zarthelyi dolgozat 2010. majus 4.

1. Egy étteremben mindségellendrzéskor akkor tekintik a szolgaltatast megfelelének, ha a Hy :
p = 0,8 nullhipotézis elfogadhaté a Hy : p < 0,8 ellenhipotézissel szemben, ahol p annak
val6szintisége, hogy egy vendég elégedett volt (feltételezziik, hogy az egyes vendégek véleménye
egymastol fliggetlen, azonos eloszlast). Prébaként 20 embert kérdeznek meg, és akkor fo-
gadjak el a nullhipotézist, ha koziilikk legalabb 19 elégedett volt. Mennyi az elséfaji hiba
valészintisége? (8 pont)

2. Egy méréillomason az évi csapadékmennyiség sokéves atlaga 751 mm. Az utébbi nyolc évben
a kovetkezo értékek adédtak (szintén mm-ben):

765 728 771 752 748 739 759 737

Nullhipotézisiink az, hogy az utébbi években a csapadékmennyiség varhaté értéke megegyezik
a sokéves atlaggal, ellenhipotézisiink az, hogy eltér téle. Elfogadhatd-e a nullhipotézis 0,05
els6faju hibavaldszintiség mellett, ha a csapadékmennyiséget normalis eloszldsi valdszintiségi
véltozénak tekintjik? (10 pont)

3. Megmértiik 6t fizikus és 6t matematikus testmagassagat, centiméterben a koévetkezd ered-
ményeket kaptuk:

fizikus 176 164 186 178 183
matematikus 173 197 196 181 185

Tekintsiik a testmagassagot mindkét esetben 8 szérast, normalis eloszlast valdszintiségi valto-
zomnak. 0,04 elsofaju hibavaldsziniiség mellett bizonyithato-e, hogy a matematikusok maga-
sabbak a fizikusoknal? (10 pont)

4. Egy dobdkockaval szazszor dobtunk, és feljegyeztiik, hogy melyik szam hanyszor jott ki:

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisdag 19 16 23 15 13 14

0,01 terjedelem mellett elfogadhatd-e, hogy a dobdkocka szabalyos, azaz minden szam egy-
forma valdsziniiséggel jon ki? (10 pont)

5. Egy ujszilott testtomegét mérték életének elsé 6t napjan:

életkor (nap) 1 2 3 4 5
testtomeg (kg) 2,75 2,9 3,01 3,14 3,2

a) Szamistuk ki a regresszids egyenes egyenletét. (5 pont)
b) Szamitsuk ki az egyenes megbizhatésagat, R2-t. (5 pont)
¢) Adjunk eldrejelzést az Gjsziilott tomegére 7 napos kordra. (2 pont)

A megoldésokat indokolni kell, a teljes pontszamhoz j6 végeredmény és helyes indoklés sziiksé-
ges. Osszesen 50 pontot lehet elérni, a varhatd ponthatarok: 40, 61, 72, 83.

Az elégséges hatara 20 pont, aki ezt nem éri el vagy a dolgozatot nem irja meg, majus 11-én 4
6ratol vagy a vizsgaidészak els6 hetében (csiitortok vagy péntek, idépont késébb) pétolhatja
a dolgozatot.

Az eredmények az ETR infosheet rovatdban lesznek elérhetdk, a megolddsokat pedig a
http://www.cs.elte.hu/~agnes/gyak cimen lehet majd megtaldlni. P6tzh-rél és jegybeirdsrol
minden tudnivalé a kurzusférumon lesz olvashato.



Statisztika 2. zarthelyi dolgozat, megoldasok 2010. majus 4.

1. Az els6faju hiba az, amikor a nullhipotézis igaz, de elvetjiik. Vagyis a kérdés, hogy ha mindenki
egymastol fiiggetleniil p = 0, 8 valdszintiséggel elégedett, akkor mennyi annak valdszintiisége,
hogy hiszbdl legaldbb legfeljebb 18-an elégedettek. Tudjuk, hogy ilyenkor az elégedett em-
berek szama, X binomialis eloszlast 20 renddel és p = 0,8 paraméterrel. Fzt felhaszndlva
kapjuk, hogy az elséfaju hiba valdsziniisége:

P(X<18)=1-F(X>19)=1-F (X =20)—-FP (X =19) =
=1-0,8-20-0,8"Y.0,2 ~0,9337.
Megjegyzés: ez nagyon nagy érték, azt mutatja, hogy a proba elég rossz, ami abbdl is latszik,

hogy a nullhiptézis mellett az elégedett emberek szaménak varhato értéke 16, mégis csak
legalabb 19 elégedett ember esetén fogadjuk el a nullhipotézist.

2. Egyetlen normaélis eloszlasbdl szarmazé mintank van: Xi,..., X, ~ N (m, o) fliggetlenek, m
valés, o pozitiv paraméter, mindketto ismeretlen. A hipotézisvizsgalati feladat, milliméterben
szamolva:

H[) m = 751;
Hy :m # 751.

Erre tehat egymintds, kétoldali t-prébat végezhetiink. A prébastatisztika:
X — 749,875 — 751
¢ = UL/ TR V8~ —0,2153.

*
STL

A szabadsagi fok n — 1 = 7, a terjedelem 0,05, igy a kritikus érték a tabldzat alapjin 2,365.
Kétoldali prébanal akkor vetjiik a nullhipotézist, ha |t| > cgrie. Most [t| < cgrit, 1gy a null-
hipotézist elfogadjuk. Az utébbi években a csapadékmennyiség varhaté értéke nem tér el a
sokévi atlagtol, vagy kevés az adat ennek céfolatdhoz.

3. Két normalis eloszlast mintdnk van, vildgos, hogy ezek egymastdl is fiiggetlenek: Xy, ..., X, ~
N (my,8) a fizikusok, Y1,...,Y, ~ N (mg,8) a matematikusok testmagassiga. A feladat
centiméterben szdmolva:

H() M1 = ma;

Hi:mip < mo.

Kétmintas, egyoldali u-probat végezhetiink, hiszen fiiggetlen, normalis eloszldsi mintakrol van
s70, és a szérasok ismertek. A prébastatisztika:

X-Y  177,4—186,4
2 o2 64 , 64
Va5 Vs s

A kritikus érték a standard normalis eloszlasfiiggvény tablazata alapjan:

u= ~ —1,778.

d71(0,04) = =071 (1-0,04) = —®71(0,96) ~ —1,75.

Akkor vetjiik el a nullhipotézist, ha u kisebb a kritikus értéknél. Most ez teljesiil, a null-
hipotézist elvetjiik, az adott terjedelem mellett az adatok statisztikai értelemben bizonyitjak,
hogy a matematikusok magasabbak a fizikusoknal.

Megjegyzés: a prébastatisztika és kritikus érték kozel van egymaéshoz, hasonlé helyzetben
érdemes mas terjedelmet valasztani.

4. Legyen A; az az esemény, hogy a dobdkockaval i-t dobunk (i = 1,...,6). A nullhipotézis az,
hogy a dobdkocka szabdlyos, azaz P (A4;) = p; = 1/6 minden i-re, az ellenhipotézis, hogy ett6l
eltéré az eloszlas. Ez illeszkedésvizsgalati feladat, y2-probéat végezhetiink, minden osztélyba



esik legalabb 6t megfigyelés. Az osztalyok szama: r = 6, a megfigyelések szama: n = 100. A
gyakorisagokat v;-vel jelolve a probastatisztika:

2

T 6
9 (vi —np;) —100/6)
= ~ 4, 16.
R T T

A szabadsagi fok: f = r — 1 = 5, a terjedelem 0,01, a kritikus érték a tébldzat alapjdn
15,1. x2?-prébandl akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha a prébastatisztika a kritikus értéknél
nagyobb. Most tehat a nullhipotézist elfogadjuk, az adott terjedelem mellett elfogadhatd,
hogy a dobdkocka szabdlyos, vagy valéban szabalyos, vagy kevés az adat ennek cafolatdhoz.

. Legyen X; = i, Y; az 0jsziilott tomege i napos kordban, kilogrammban (i =1,2,...). Az
Y; = aX;+b+¢; linedris modellt tekintjiik, ahol e;-k egymaéstdl fiiggetlen, nulla varhato értékii,
azonos szorasu valdszintiségi valtozdk. Az ismert képleteket hasznaljuk a tovabbiakban. Meg-
figyeléseink szdma: n = 5, mindkét mintakdzép 3.

a) A linedris egyiitthaté becslése:

Y (Xi = X) (Vi —Y)
E?:l (Xi - Y)Q

a =

~0,114.

A konstans tag becslése: R
b=Y —aX =3-a-3~2,658.
Tehat a regresszios egyenes egyenlete: y = 0, 114x + 2, 658.
b)
" (X —X) (V- Y))
i (X X)- 2, (Vi Y)

Ez elég kozel van az egyhez, azaz az adatok jol kozelitheték a linearis modellel.

c) Vs =aX;+b~ 0,114-7+2,658 =~ 3,456. Az elbrejelzés szerint az Gjsziilott 7 napos korara
3,46 kg tomegt lesz.




