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10.

. Az X valészintliségi véltozé a [0, c] intervallumon veszi fel értékeit és ott slirliségfliggvénye z°.

2

Hatéarozzuk meg c értékét és annak valdsziniiségét, hogy 1 < X < 3.

Az X valésziniiségi valtozé legyen geometriai eloszlast 0 < p < 1 paraméterrel, az Y val6szinliségi
valtozé pedig exponencialis eloszlasi A > 0 paraméterrel, azaz slirliségfiiggvénye R > = +—
Ae (x> 0).

a) Mennyi P(X >k +1|X > k), ha k,l € N?

b) Mennyi P(Y >t+s|Y >t), ha s, t > 07

c¢) Hatarozzuk meg X feltételes eloszlasit az {X < k} eseményre nézve (k € N).

d) Hatérozzuk meg Y feltételes eloszlasat az {Y < s} eseményre nézve (s > 0).

e) Hatdrozzuk meg 1 — e Y eloszlds— és siirfiségfiiggvényét.

Az X valbszintliségi valtozd az (a,b) intervallumbdl (a végpontok lehetnek végtelenek is) veszi
fel értékeit, és ott eloszlasfiiggvénye F', ami folytonos és szigorian monoton. Milyen eloszlasi
az F(X) valészintiségi valtozé? Hatdrozzuk meg az eloszlasfiiggvényét és stlirtiségfiiggvényét (ha
van).

Szamitégépiinkbe csak egy véletlen fiiggvény van beépitve. Ennek segitségével a [0, 1] interval-
lumbdl tudunk véletlen szamot generalni egyenletes eloszlds szerint. Ezt felhasznalva hogyan lehet
tetszOlegesen elbirt F' eloszlasfliggvényti véletlen szamot el6allitani?

Valasszunk egy pontot taldlomra, egyenletesen az egységnégyzetbél, azaz [0, 1] x [0, 1]- b&l. Jeldlje
¢ a vélasztott pont két koordinatajanak az Gsszegét. Szamitsuk ki € eloszlas— és stirliségfiiggvényét.

Egy részvény arfolyamardl feltételezik, hogy logaritmusa normalis eloszlasi. Vagyis ha X a
részvény arfolyamat leird valdszinliségi valtozd, akkor log X eloszlasfiiggvénye

1 - t—p)?
T J—oo

Hatarozzuk meg X strliségfiiggvényét.

Azt mondjuk, hogy az X valdsziniiségi valtozé (a, ) paraméterii Pareto-eloszlasi (o > 0,8 > 0),
ha eloszlasfiiggvénye
0, ha z < 0;

1-— (B%)a, ha z > 0.

Fx(z) = {
Egy biztosité felelésségi karairdl tudjak, hogy millié forintban szdmolva (1,2) paraméter(i Pareto-
eloszlastak. Ha egy karrdl tudjuk, hogy meghaladta az 1 milli6 forintot, mennyi annak valészini-

sége, hogy nem haladja meg a 3 millié forintot?

. Mutassuk meg, hogy ha az X val6sziniiségi valtoz6 («, ) paraméterii Pareto-eloszlasu, akkor

In(1 4+ X/B) exponencidlis eloszldsi o paraméterrel.
Az X valészinliségi valtozoé eloszlasfiggvénye F', a, b adott szamok. Mi aX + b eloszlasfliggvénye?

A hidrolégidban, tavkozlésben, biolégiaban és més teriileteken az egyik leggyakrabban alkalmazott
eloszlas a gamma eloszlds. Egy valdszintségi valtozo gamma eloszlast, ha striiségfiiggvénye

(@)

A Nege—le=AT - ha g > 0;
flx) = .
0 kiilénben,
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ahol I'(«a) = fooo 2% le=®dx. X\ > 0 az eloszlas paramétere, a > 0 pedig a rendje. Jelolése I'(a, \).
Mutassuk meg, hogy a) I'(a) = al'(a) minden a > 0O-ra; b) az imént definidlt f fliggvény valéban
striiségfiggvény.

X standard normalis eloszldst valészintiségi valtozé. Mi X2 siirtiségfiiggvénye?

Legyenek Ay, ..., A, események. A fiiggetlenség definiciéjaban az alabbi egyenletek koziil 2" —n—1
szerepel: P(A;; N Ay, ... NA;) = P(Ay) - P(Ay) - ... - P(A;;). Ehelyett tekintsiik most az aldbbi
egyenleteket: P(A]NA,...NAL) =P(A))-P(A))-...-P(A,), ahol A, vagy A;, vagy A;. Ilyenbdl
2™ darab van. Ezek koziil is elég 2" —n — 1 darab, hogy méar kovetkezzen az A1, ..., A, események
fliggetlensége? Ha igen, melyek azok, amelyeket el lehet hagyni?

a) Legyen Q = N egy valésziniiségi mez6 alaphalmaza. Vannak-e olyan X, X, ... valészintiségi
valtozok ezen a valdszinliségi mezén, melyek fiiggetlenek, és mindegyiknek az eloszldsa egy szabé-
lyos kockadobds eloszlasa?

b) Van-e olyan valdszintiségi mez6, melyen vannak olyan X1, X, ... fiiggetlen valésziniiségi valto-

z6k, hogy mindegyiknek az eloszldsa egy szabélyos kockadobéas eloszldsa?

Legyenek X és Y fiiggetlen és egyenletes eloszlasu a (0,1) intervallumon, tovabbd legyen Z =
{X + Y}. Mutassuk meg, hogy ekkor X,Y,Z paronként fliggetlenek és azonos eloszldsiak, de
koziiliik barmely kettd mar egyértelmiien meghatarozza a harmadikat.

U és V fiiggetlen valdszintliségi valtozok f és g strliségfiiggvénnyel. Hatarozzuk meg U — V
stirtiségfliiggvényét.

Valasszunk egy pontot egyenletes eloszlds szerint a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzetbol. Jeldlje (X,Y)
a kivélasztott pont koordinatait. Szamitsuk ki Z = —In(XY) siiriiségfliggvényét.

Legyenek U és V flggetlen standard normaélis eloszlast valdsziniiségi valtozok. a) Hatérozzuk
meg (U 4+ V,U — V) egyiittes eloszlasét. b) Milyen eloszldsi U + V7 Milyen eloszlasa U — V7

Legyenek X és Y fiiggetlen standard normaélis eloszlasi valdszintiségi valtozdk. Szamitsuk ki a
(2X 4 3Y, —X +Y) val6szintiségi vektorvaltozd egytittes stiriiségfliggvényét.

Azt mondjuk, hogy az (X,Y") valészintiségi vektorvaltozé normalis eloszlast p varhaté értékkel
és ¥ kovarianciamétrixszal, ha (X,Y") egyiittes stiriiségfiiggvénye

f(s) ieXp ( - ;(S—M)Tﬁ‘l(s—u))

- 27
Itt s, p € R? vektorok, ¥ € R?*? szimmetrikus pozitiv definit matrix.
Bizonyitsuk be, hogy ha ¥19 = ¥9; = 0, akkor X és Y fiiggetlenek.
(Megjegyzés: ilyenkor X159 = Y91 = cov(X,Y).)

X és Y legyenek fliggetlen standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtozok. Mennyi annak
valésziniisége, hogy a) Y < |X|? b) 2 < | X| + Y] < 37

A standard Cauchy-eloszlés stirtiségfiiggvénye f(x) = H%
a) Legyen U a [0, 7] intervallumban egyenletes eloszlasi. Mutassuk meg, hogy ekkor X = tg U
eloszldsa Cauchy. Mennyi C' értéke?

b) Legyen X Cauchy-eloszlasi. Hatérozzuk meg log | X | stirtiségfiiggvényét.

c) Legyenek X és Y fiiggetlen standard normalis eloszlasu valdsziniiségi véltozdk. Bizonyitsuk
be, hogy X/Y Cauchy-eloszldsu.
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Legyenek Uj és Uy a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasi, fliggetlen valdszintiségi véaltozok.

Legyen
X1 = /—2log Uy cos(2nU3), X9 = +/—2log U sin(27U3).

Mutassuk meg, hogy X és X fiiggetlen standard normaélis eloszldsu valdsziniiségi valtozok.

X+YZ
V1422

X és Y figgetlenek, eloszlasuk rendre Gamma(a, ) és Gamma/(b, A). Bizonyitsuk be, hogy X +Y
és X/(X +Y) figgetlenek, és hatdrozzuk meg az eloszlasukat.

eloszldsat.

() Legyen X, Y és Z fiiggetlen és standard normalis eloszlési. Hatérozzuk meg

A ¢ szabadségi foki y2-eloszlas ¢ darab fiiggetlen standard normélis eloszlast valészintiségi valtozé
négyzetosszegének eloszldsa. Hatdrozzuk meg a siirtiségfiiggvényét.

X1,...,X, fuggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozdk. Sorbaren-
dezve az X] < X5 < ... < X sorozatot kapjuk beldliik.

a) Hatarozzuk meg X; eloszlds— és stirtiségfiiggvényét.

b) Hatérozzuk meg (X7,..., X}) egylittes eloszlasat, és mutassuk meg, hogy ez megegyezik
( Y Yi+Ys Y1—|—...+Yn>
Yi+... +Y, i+ +Y, Y+ + Y,

egylittes eloszldsdval, ahol Yi,..., Y, 1 fliggetlen, azonos exponencidlis eloszlast valészintiségi
valtozok. Igaz-e, hogy a fenti, Y;-k részletosszegeibdl képzett valoszintliségi vektorvaltozé fliggetlen
az Y1 + ...+ Y41 Osszegtol?

Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozok. Hatarozzuk
meg | X — Y| eloszldsét.

Legyen X exponenciélis eloszldsi valdsziniiségi véltozé. Mutassuk meg, hogy ekkor [X] és {X}
fliggetlen. Milyen eloszlasiak?

Az X valészintiségi valtozé koncentrdacidfigguénye Qx(t) = supP(x < X <z +1t), t > 0. Mutas-
x
suk meg, hogy ha X és Y fiiggetlen, akkor Qx 1y (t) < Qx(1).

() X1, Xs, ... legyenek fiiggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast valdszintiségi valto-
zok. Legyen
N =min{n: X;+Xo+ ...+ X, > 1}.

a) Szamitsuk ki az N valdszintiségi valtozé varhaté értékét.
b) Szamitsuk ki az Sy valdszintliségi véltozé varhaté értékét.

(t) X1, Xy, ... legyenek fiiggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valdszintiségi valto-
z0k. Legyen
N =min{n: X -Xo-...- X, <1/2}.

Szamitsuk ki az N valdszintiségi valtozé varhaté értékét.

Legyen X standard normalis eloszlasi. Mutassuk meg, hogy ¢, > 0 esetén
IP(Y >t+ %’Y > t) <e ‘.

Mi a hatarértéke a bal oldalnak, ha t — c0?

33.

202

N2
Szamoljuk ki az f(z) = \/2;? exp(— (@=p) ) stirliségfiiggvényti N (u, 0?) normalis eloszlas varhaté
értékét és szérasnégyzetét.
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Szamoljuk ki a standard normalis eloszlas pozitiv egész rendii momentumait.

Legyen X és Y fiiggetlen és standard normélis eloszldsi. Szamoljuk ki
1
(14+X24+v%) 3 2exp (2(){2 + YQ))
varhato értékét.
Szamitsuk ki a gamma-eloszlas varhato értékét, szorasat és tetszoleges rendii momentumait.

Pozitiv a és b eseten a B(a,b) fo 1(1—2)~! dz mennyiséget teljes bétaintegralnak nevezziik,
az f(x) = B(a ) ¢ (1 — :L‘)b 10 < o < 1 stirtiségfiiggvényti eloszldst pedig (a,b) paraméterti
béta-eloszlasnak. Szdmitsuk ki a béta-eloszlads varhato értékét, szérasat és tetszdleges rendi
momentumait.

Legyenek X,...,X,, figgetlen, 1 varhaté értékii, exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozdk.
a) Milyen eloszlasti min(Xq, ..., X,)?

b) Mennyi min(Xy, ..., X,) varhaté értéke és szorasa?

¢) () Hatdrozzuk meg max(X1, ..., X,) varhaté értékét és szérasat.

Legyen X egységnyi paraméterii exponencidlis eloszldst valdszintiségi véltozé. Adjuk meg | X — 2|

eloszlasfiiggvényét, sirliségfiiggvényét és varhato értékét.

Legyen X egyenletes eloszlasti a (0,2) intervallumon. Szamitsuk ki az R(X?, X?3) korrelaciés
egylutthatét.

Legyen X stirfiségfiiggvénye f(z) = 322/7, ha 1 < x < 2, mashol pedig 0. Szamitsuk ki X és 1/X
korreldciés egyutthatdjat.

Legyenek az X és az Y valdszintiségi valtozdk fiiggetlenek és azonos eloszlasuak, a stirtiségfiiggvé-
nyik f(z) = %sinx, ha 0 < z < 7, és 0 mashol. Szdmitsuk ki az R(X, X — 2Y) korreldcids
egyutthatét.

Legyenek X és Y fliggetlen, exponencidlis eloszlasi valdszinliségi véaltozok, rendre A\ és u pa-
raméterrel. Szamitsuk ki min{X,Y} és max{X,Y} korrelacids egyiitthatdjat.

Legyenek X7, Xo,... a (0,1) intervallumban egyenletes eloszlasu fiiggetlen valdszintiségi véltozok,
tovabba legyen S, = X1 + -+ + X,,.

a) Mutassuk meg, hogy n > 1-re az S,, egészrészének és tortrészének a kovariancidgja —1/12.

b) Szamitsuk ki a korrelaciés egyiitthatdjukat.

) A [0, 1] intervallumban vélasztunk egy pontot egyenletes eloszlds szerint, ez X. Az igy kelet-
kezett két intervallumban is vélasztunk egy-egy pontot egyenletes eloszlas szerint, ezek Y és Z
(igy Y < X < Z). Milyen eloszlasu (X —Y)/(Z -Y)?

Legyen P és Q (ugyanazon a mérhetd téren értelmezett) két valoszintiségeloszlas. Ekkor P és @
informdcids divergencidja a
dP

D(PIQ) = [ 1oz G5 P

mennyiség, ha P < @, illetve 400, ha nem. Mutassuk meg, hogy D(P||@Q) > 0, és egyenliség
pontosan akkor teljestil, ha P = Q.

sy

— [ f(z)log f(z)dz (ahol 0 -log0 = 0) mennyiséget nevezziik. Abszolit folytonos eloszlasu X
valésziniiségi valtozo esetén jelolje H(X) az eloszlas metrikus entrépidjat. Bizonyitsuk be, hogy



2) H(X +c) = H(X), H(cX) = H(X) — log|c],
b) ha D*(X) = o2, akkor H(X) < 3(1 + log2mo?), és egyenl6ség csak normalis eloszlés esetén
teljesiil,

c)ha P(X >0) =1¢és EX = p, akkor H(X) < 1+logp, és egyenléség csak exponencidlis eloszlds
esetén teljestil,

d) ha P(a < X <b) =1, akkor H(f) < log(b—a), és egyenléség csak az egyenletes eloszlds esetén
teljestil.
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Legyen az X, : Q — R valdszintliségi valtozd eloszlasa a kovetkezo:
P(X, =n?) =P(X, = —n?) =1/vn; P(X,=1/n*)=P(X, = —1/n%) =1/2—1/vn.
Konvergens-e az (X,,) sorozat eloszldsban, illetve sztochasztikusan? Ha igen, mi a limesz?

Az (Y,) valészintliségi valtozo legyen egyenletes eloszlasu az {0,1/n,2/n, ..., 1} halmazon (vagyis
Y,, a halmaz minden elemét azonos valésziniiséggel veszi fel). Konvergens-e (Y,,) eloszldsban?

Mutassuk meg, hogy ha ¢ € R rogzitett szdm, és a (&,,) valésziniliségi valtozdk sorozata eloszlasban
konvergal c-hez, akkor &, — ¢ sztochasztikusan is.

Mutassuk meg, hogy ha &,, £ azonos valdsziniiségi mezon értelmezett valdszinliségi valtozok, &, —
¢ eloszldsban és n, — 0 sztochasztikusan, akkor a) &, + n, — & eloszldsban; b) &mp — 0
sztochasztikusan.

& — € eloszlasban. Kovetkezik-e ebbdl, hogy &, — & — 0 eloszlasban?

Mutassunk arra példat, hogy &,, € azonos valdszinliségi mezén értelmezett valdsziniiségi valtozok
és &, — & eloszlasban, de nem sztochasztikusan.

Bizonyitsuk be, hogy az (X,,) val6szintiségi valtozdk sorozata pontosan akkor konvergél sztochasz-
tikusan az X valdszintiségi véltoz6hoz, ha minden (X, ) részsorozatnak van olyan részsorozata,
mely 1 valdszintiséggel konvergdl X-hez.

Mutassunk meg példakkal, hogy az L'-beli konvergencia és az 1 valésziniiségi konvergencia koziil
egyikbdl sem kovetkezik a masik.

Legyenek (X,,) és X valdsziniiségi valtozok nemnegativak és véges varhaté értékiiek. Mutassuk
meg, hogy X,, — X pontosan akkor teljesiil L'-ben, ha X,, — X sztochasztikusan és E(X,) —
E(X).

Mutassuk meg, hogy &, — & majdnem mindeniitt akkor és csak akkor, ha minden £ > O-ra
teljesiil, hogy P (|§, — &| > € végtelen sok n-re ) = 0.
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Van-e olyan valdszintiségi valtoz6, amelynek karakterisztikus fiiggvénye a) cost; b) Si?t; c) cos?t?
_ i in(t/2

d) e 1t7 e) ity f) Sl

Legyen p(t) =t+ 1, ha =1 <t <0, ¢(t) =1—1¢ ha 0 <t <1, és 0 killénben. Van-e olyan

valészintliségi valtozd, aminek a karakterisztikus fiiggvénye 7

Legyen ® az X valdszinliségi valtozd karakterisztikus fliggvénye. Van-e olyan valdszinliségi
véaltozé, aminek karakterisztikus fiiggvénye |®(t)[>?

Mutassuk meg, hogy ha létezik tg # 0 : |® (t9)] = 1, akkor a megfelel6 eloszlds racsos.

Az X val6sziniiségi valtozé karakterisztikus fiiggvénye e=t/2, Milyen eloszlast X?
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a) Legyenek X és Y fiiggetlen, standard normalis eloszldsi valésziniiségi valtozdk. Hatdrozzuk
meg X + Y karakterisztikus fiiggvényét és eloszldsdt. b) Legyenek X ~ N(my,0%) és Y ~
N(mg,03) fiiggetlen valészintiségi valtozék. Hatdrozzuk meg X + Y eloszlasét.

a) Legyenek XY fliggetlen 1/6 paraméterti geometriai eloszldsi valdszintiségi valtozdk. Szamit-
suk ki X — Y karakterisztikus fiiggvényét. b) Az X,..., X, valészintiségi valtozdk fiiggetlenek,
azonos eloszlasuak. X1 + ...+ X, karakterisztikus fliggvénye e Milyen eloszlasu X717

a) Legyen X \ paraméterii Poisson-eloszldsu valdszintiségi valtozd. Szamitsuk ki a karakterisztikus
fiiggvényét. b) Bizonyitsuk be, hogy fliggetlen Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozok Osszege is
Poisson-eloszlési, és a paraméterek 6sszeadddnak.

Legyenek X és Y fiiggetlen Cauchy-eloszldsu valdsziniiségi véltozok. Bizonyitsuk be, hogy (X +
Y')/2 is Cauchy-eloszlas.

(+) Azt mondjuk, hogy az X valdszinfiségi véltozé korlatlanul oszthatd, ha minden n > 1 egészhez
van olyan Y, valdszinliségi valtozd, hogy n darab fliggetlen, Y,-nel azonos eloszldsi valdszinii-
ségi valtoz6 Osszegének eloszlasa éppen X eloszldsa. Bizonyitsuk be, hogy korladtlanul oszthaté
valészintiségi valtozd karakterisztikus fliggvénye sehol sem 0.
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Legyen X, geometriai eloszldst valoszintiségi valtozé p paraméterrel. Hatarozzuk meg p X, hatar-
eloszlasat, amint p — 0.

Legalabb hany embert kell megkérdezniink egy kozvéleménykutatasnal, ha azt szeretnénk, hogy ez
alapjan egy part tdmogatottsagat legaldbb 0,98 valészintiséggel 0,05-nél kisebb hibaval becsiiljiik
meg?

A &, valészintiségi valtozé Gamma(n, \) eloszlasi. Mennyi

. )‘gn_n
lim P —— < 1,96 )7
i 2 (Pt < 1)

Legyen X, Poisson-eloszldsi valészinliségi valtozd, melynek varhato értéke A\. Hatarozzuk meg
(X\ — A\)/V/\ hatéreloszlasat, amint A — oo.

Legyen az X, valdszintiségi véaltozé n rendl és p paraméterti negativ binomidlis valészintliségi
valtozo. Szamitsuk ki % hatdreloszlasat, amint n — oo.
1,89, . .. fiiggetlen valésziniiségi valtozdk, eloszldsuk: P(&, = 1) = 1/n, P(§ =0) =1—1/n.
Mihez tart eloszlasban n — oo esetén

S+ & —EG+... &)

Det.. 16

Minden pozitiv egész n-re a &,1,&n.2, - . ., &n,n valoszinliségi valtozdk fiiggetlenek, azonos eloszla-
suak, gy, hogy

P& =vVn) =P(&r = —vn) =1/2n, P& =0) = (n—1)/n.
Mihez tart eloszlasban n — oo esetén

én,l + €n72 +...+ fn,n7
VnD(&n,1) '

Legyenek Xi,..., X, fliggetlen, azonos, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi valdszintiségi
valtozék. Mutassuk meg, hogy minden x-re n — oo esetén

n 2
(kb ) g ().

n3/2 2
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Az X1, Xo, ... valdsziniiségi valtozok legyenek fliggetlen kockadobédsok eredményei. Szamitsuk ki
az alabbiakat:

a) E(Xl —I-XQ);
b) E(X1|X1 + X9 = 4);

Legyenek X és Y fliggetlen, azonos paraméterii geometriai eloszlasi valdsziniiségi valtozok. Szé-
mitsuk ki az aldbbiakat: P(X =k|X =Y), P(X =kl X +Y), E(X|X +Y).

Az XY valdszintliségi valtozdk legyenek fiiggetlen A\ paraméter(i exponencidlis eloszlasuak. a)
Hatéarozzuk meg E(X|X +Y)-t. b) Hatdrozzuk meg X-nek X +Y-ra vonatkozé feltételes stirtiség-
fliggvényét.

X1, Xo,... figgetlen azonos eloszlastu valdsziniiségi véaltozok. F,, = o (Sy, Snt1,...) minden n
egészre, ahol S, = X7 + ...+ X,,. Milesz E (X1|F,)?

Szazszor dobunk egy olyan pénzérmével, mellyel p a fej dobasdnak valészintisége. A dobéasok
egymastol fliggetlenek. Jeldlje X, hogy az elsé huszonot dobasbdl hany fej lett, Y pedig, hogy
hany fejet dobtunk Gsszesen. a) Hatarozzuk meg E(Y|X)-t. b) Hatdrozzuk meg E(X|Y)-t.

(X,Y) egytittes stirtiségfiiggvénye h (z,y) = e ¥, ha 0 < x < y, és 0 kiilonben. Hatdrozzuk meg
E(X|Y)-t és E(Y]|X)-t.

(X,Y) egyiittes stirtiségfiiggvénye h (x,y) = %(az +y),ha0 <3 <y <1- 37,46 0 kiilénben.
Hatéarozzuk meg E (Y| X)-t.

Legyen S,, bolyongés: 0-bdl indulva minden 1épésben a korabbiaktdl fiiggetleniil p valdszintiséggel
felfelé, ¢ = 1 — p valdszintliséggel lefelé 1épiink egyet. S,, azt jeloli, hogy hova érkeziink n 1épés
utan.

a) Milyen c-re igaz, hogy S,, — nc martingal?
b) Bizonyitsuk be, hogy (%)S" martingdl.

c) Legyen 7 az els6 olyan idépont, amikor a bolyongas elér 10-be vagy —5-be. Bizonyitsuk be,
hogy 7 megallasi id6.

d) Mennyi annak valdsziniisége, hogy S; = 10, vagyis a bolyongds hamarabb ér 10-be, mint
—5-be?

e) Hatdrozzuk meg 7 varhat6 értékét.
Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi folyamatok mindegyike martingal.

Sn,
a) Sn,S2 —n,Y, =" (1+7 th_ﬂ) y Fn = 0(S1,...,5,), 0 < t < 1 rogzitett, (S,) egyszeri
szimmetrikus bolyongés.

b) Z, = 2"[[7, Xi, Fn = o(X1,...,X,), ahol X;, Xy, ... fiiggetlen, a (0,1) intervallumon
egyenletes eloszlasu valészintliségi valtozok.
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c) Zy = exp (x\ S X — ”)‘2), Fn=0(X1,...,X,), ahol A > 0 rogzitett, X, Xo,... fliggetlen,
standard normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozok. Mutassuk meg azt is, hogy

<1I£1]?§n (ZX - ) > B) <e ™ (a,8>0).

d) Z, = (A", (X2i- 1+X21)) , Fn = o(X1,...,X,), ahol Xj, Xo,... fiiggetlen, A\ pa-

raméteri exponenc1ahs eloszlasu valdszintliségi valtozdk.

Mutassuk meg, hogy (I (v >n), F,) szupermartingél és (I (v <n), F,) szubmartingdl, ha v
megallasi id6.

Legyenek az X7,..., X, valészintiségi valtozék fiiggetlenek, E(X,) = 0, D*(X,) = o2, S, =
X1+ ...+ X,, B2 =0?+03+...+02. Mutassuk meg, hogy S2 — B2 martingdl.

Egy részeg ember bolyong a sikon a lampaoszloptdl indulva. Minden 1épése egységnyi hossziisagu,
az iranya viszont véletlenszeri. Jelolje X, a tavolsagat az oszloptol n 1épés utan. Mutassuk meg,
hogy X2 — n martingal.

Egy urnaban a piros és b kék goly6 van. Minden huzasnal kivesziink egy darabot véletlenszeriien
egyenletesen, és c olyan szinli golydt tesziink az urnaba, amilyen szintit hiztunk. Bizonyitsuk be,
hogy a piros golydk aranya 1 valdszinliséggel konvergal, amint a hizasok szama végtelenhez tart.
Mi a limesz eloszlasa?

Mihez tart n szabdalyos kockadobas mértani kozepe? Pontosabban legyenek X1, X, ... fliggetlen,
szabalyos kockadobdsok. Mihez tart az /X7 ... X, sorozat 1 valészintiséggel, amint n — co?

(+) Legyen X, a kovetkez6 tulajdonsagi, [0, 1]-beli értékeket felvevd valészintiségivaltozé-sorozat:
Xn

X1 = a valamely 0 < a < 1-re és

Xp+1
Fn>:1_Xn; P<Xn+1:n+
Mutassuk meg, hogy X, Li-ben konvergens martingal. Adjuk meg X, eloszlasat.

2

Mutassuk meg, hogy ha az X, szubmartingélra F(X,) = F(X;) minden n-re, akkor X,, martingal.

Legyenek X7, Xs... valészintliségi valtozok, S, = X7 + ...+ X,, (n > 1). Tegyiik fel, hogy S,
martingdl az F,, filtraciéra nézve. Mennyi E(X;X), ha i # j7

Tekintsiik a kovetkezd bolyongast: P(X; =1) = P(X; = —1) =1/2, az X; is az 1, —1 értékeket
veszi fel, de P(X; = Xl 1) =pés P(X; = —X;_1) = 1—p. Legyen S,, = X7 +...4+ X,,. Mutassuk
meg, hogy S,_1 + 2(1 ) martingal.

Legyen a,b > 0, tegyiik fel, hogy (X,,, Fn) és (Yn, Fn) szubmartingdl. Ekkor (aX,, + bY,,,F,) és
(max(Xy, Yy), Fr) is szubmartingdl. Fogalmazzuk meg az analég allitdsokat szupermartingalokral

Legyen X, fliggetlen valésziniiségi valtozok sorozata a kovetkezd eloszlassal: P(X,, = 1/2) =
P(X, =3/2)=1/2. Legyen Y,, = X; -...- X,,. Mutassuk meg, hogy martingal. Hova konvergél?

Legyenek X1, Xo, ... fliggetlen valdsziniiségi valtozok az alabbi eloszldssal:
1 n? 1
— 2y . — —
P& =—n7) = 753 P<Xn—n2_1> L=z

Mutassuk meg, hogy S,, = X1+...4+X,, martingal a természetes o-algebrasorozatra nézve. Mihez
tart?
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(+) Tekintsitk az {1,...,n} halmaz egy véletlen permutaciéjit, gy, hogy minden permutécié
egyformdan valdszini. Mennyi annak valdsziniisége, hogy a permutdcié minden ciklusa belemetsz
az {1,...,k} halmazba?

(+) A Galton-Watson eldgazé folyamatot a kovetkezéképpen definidljuk. Kezdetben Zy = 1 egyed
él, 6 a nulladik nemzedék. Az egyes egyedek egymastdl fliiggetlentil véletlen szamu utédot hoznak
létre egy rogzitett, nemnegativ egész értékil eloszlas szerint. Az n. nemzedék utddai alkotjdk az
n+ 1. nemzedéket. Legyen Z,, az n. nemzedék 1étszama. Jelolje u az utédeloszlas varhato értékét,
o? pedig a szérasnégyzetét, és tegyiik fel, hogy u > 1 (szuperkritikus eset).

a) Mutassuk meg, hogy W,, = p "Z, martingédl, amely 1 valdsziniiséggel konvergens, és ha
0% < 00, akkor L?-ben is. Jelole a hatrértéket W.

b) Jelolje p annak valdsziniiségét, hogy a folyamat kihal, vagyis van olyan n, melyre Z, = 0.
Igazoljuk, hogy (p#") martingal.

¢) Mutassuk meg, hogy P(W = 0) = p, tehdt ha a folyamat nem hal ki, akkor exponencidlis
gyorsasaggal novekszik.

99.

100.
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Tovabbi feladatok

n golydt helyeziink el r urnaban véletlenszeriien, egyenletesen, fliggetlentil. Jelolje U az iiresen
maradt celldk szdmat. Szamitsuk ki U varhaté értékét és szordsnégyzetét.

n golydt osztunk szét n urnaba gy, hogy mind az n'™ lehetéség egyforman valészint. Jelolje X
az tiresen maradt celldk szamat. Hogyan vélasszuk meg k(n), hogy a lehet legkisebb legyen, de
P(X > k) teljestiljon?

(+) Legyenek X,Y fiiggetlen szentpétervari valészintiségi véltozok, melyek tehdt minden k =
1,2,... esetén a 2F értéket 1/2F valészintiséggel veszik fel. Mutassuk meg, hogy X és Y megad-
hatok egy olyan, elég b6 valdszinliségi mezén is, amelyen értelmezheto fliggetlen szentpétervari
valdszinliségi valtozoknak egy mésik, (X', Y’) parja ugy, hogy X +Y = 2X' + YV'I(YV' < X')
teljesiil 1 valdészintiséggel.

(=) X és Y fiiggetlen Poisson-eloszlést valészintiségi valtozok, A, illetve p paraméterekkel. Hatd-
rozzuk meg az E(eX 1Y) varhaté értéket.
Eloszlasfiiggvény, striségfiiggvény
(=) Legyenek X és Y fiiggetlen valészintiségi valtozék, P(X =0) = P(X =1) =1/2, és Y egyen-

letes eloszldsi a (0,1) intervallumon. Hatdrozzuk meg a kovetkezd valtozok eloszlasfiiggvényét:
X+Y,5X+Y, XY.

(=) Legyen F folytonos eloszlasfiiggvény, amire F(0) = 0. Mutassuk meg, hogy G(z) = 0 (ha z <
1), G(z) = F(x) — F(1/x) (ha x > 1) is eloszlasfiiggvény.

(=) Az X valészinfiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

0, ha t < —1,5;

2t+4)/10, ha —1,5<t<0;

(
(2t +5)/10, ha0<t<1,5;
1, ha 1,5 < t.

Fx(t) =

Abrézoljuk X eloszlasfiiggvényét és hatarozzuk meg a kovetkezo valdszintiségeket.

P(X <0); PB(X<0) P(Xe(L,3/2) P(X|e(1,3/2)
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(=) Az X valészintiségi valtozé eloszldsfiiggvénye

ha t < —1,5;
)%, ha —1,5<t<0;
)2, ha 0 <t <1,5;
ha 1,5 < t.

0,
(244
Fx(t) = 234?5
(*%°
1

)

Abrézoljuk X eloszlasfiiggvényét és hatarozzuk meg a kovetkezo valdszintiségeket.

P(X <0); P(X<0) P(Xe(L,3/2)  P(X|e(1,3/2)

(=) Az X valészintiségi valtozé az értékeit a (0,2) intervallumban veszi fel, ott a siirfiségfiiggvénye
f(t) = Ct?. Szamitsuk ki

(a) a C pozitiv konstans értékét;
(b) X varhat6 értékét;
(c) aP(X < 1|X > 0,5) feltételes valdsziniiséget.

(=) Az X valészinfiségi vektorvaltozé legyen egyenletes eloszldsi

a) az {(z,y) : 0 < x,y < 1} egységnégyzeten;

b) az {(z,y) : 0 <z <y < 1} hdromszogon.

Mindkét esetben szamitsuk ki X eloszlds— és striiségfliiggvényét, valamint a peremeloszlasok el-
oszlas— és slirtiségfiiggvényét.

Legyen F egydimenzids eloszlasfliggvény. Bizonyitsuk be, hogy

<1 1
lim x/ ;dF(z) =0; lim :U/ ;dF(z) =0;

T—00 T——00 oo

: >1 . 1
lim CL‘/ —dF(z) = 0; lim m/ —dF(z) = 0.
z Z

r—0+ r—0— —o0

=) frjuk fel két esemény indikatorainak egytittes eloszlasfiiggvényét.

(=) Legyen az X k dimenziés valésziniiségi vektorvaltozé eloszldsfiiggvénye F(x), stiriségfligg-
vénye f(z). Hatdrozzuk meg a kovetkezd valdsziniiségi vektorvéltozok eloszlas— és stirtiségfiiggvé-
nyét: —X; aX + b, ahol a > 0 valés, b € R¥; AX, ahol A invertalhaté k x k-as matrix; | X|, ha
k=1; X2 hak=1; {X} (tortrész), ha k = 1.

(=) Legyen az X valészintiségi valtozé sfirtiségfiiggvénye f. Mutassuk meg, hogy ekkor az f(X)
valdszintliségi valtozd 1 valdsziniiséggel pozitiv.

Legyen X egyenletes eloszlasu a [0, Y] intervallumon, ahol Y véletlen szam a [0, 1] intervallumon.
Adjuk meg X stirtiségfiiggvényét.

Legyenek X1, Xo, ..., X, fuggetlen, azonos abszolut folytonos eloszldsu valdszintliségi valtozok, és
jelolje X7 < X5 < ... < X a nagysag szerint sorba rendezett értékeket. Hatarozzuk meg ezek
egylittes siirliségfiiggvényét.
Legyen X és Y egyiittes stirtiségfiiggvénye h(z,y). Mutassuk meg, hogy ekkor

(a) X +Y stiriségfiiggvénye [*_ h(t,x — t)dt;

(b) XY stirliségfiiggvénye [ ﬁh(t, ) dt;

s . , e.@)
(c) X/Y stirtiségfiiggvénye [ [t|h(tx, t)dt.
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Legyenek X és Y fiiggetlen valdszinliségi valtozok, eloszlasfiiggvényiik rendre F', illetve G. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor X +Y closzlasfiiggvénye [*° F(x —t)dG(t).

Egyenletes eloszlas

Legyen X = (X7, X2) a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlasbdl szdrmazd két fiiggetlen meg-
figyelés és Y| = %, Yy = (X3)2. Szamitsuk ki Y = (Y1,Y5) egyiittes stirtiségfiiggvényét. Itt
X{ = min(X;, X2) és X5 = max(Xy, X2).

Legyenek X1, Xo,...a (0,1) intervallumban egyenletes eloszldst fiiggetlen valdszintiségi valtozdok.
Hatarozzuk meg N eloszlasat és varhaté értékét, ha

(a) N=max{n>0:][, X; >e*},A>0.
(b) N=min{fn>1:>7" X; >t},0<t <Ll
(¢) N=min{n >2:X; < Xy <...< X,—1 > X,,}. Itt hatdrozzuk meg Xy eloszlasit is.

Exponencidlis eloszlas

(=) Legyen X exponencidlis eloszlast valészintiségi valtozé A = 1 paraméterrel. Szamitsuk ki e=¥
eloszlas— és slirtiségfiiggvényét.

Legyen X n rendi, egységnyi paraméterii gamma-eloszlasi, Y pedig A\ paraméterti Poisson-
eloszldsu val6szintiségi valtozé. Mutassuk meg, hogy P(X < A) =P(Y > n).

Legyenek X ésY fiiggetlen 1 paraméterti exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozok. Hatéroz-
zuk meg X — Y surliségfiiggvényét.

() Egy X > 0 val6szintiségi valtozét 6rokifji tulajdonsiginak neveziink, ha P(X > 0) > 0 és
P(X >t+s]X >1t)=P(X >s)

teljesiil minden s,¢ > O-ra. (a) Mutassuk meg, hogy az orokifju tulajdonsdg karakterizdlja az
exponencidlis eloszlast (vagyis ezek és csak ezek az 6rokifju eloszlasok). (b) Tegyiik fel, hogy az
X valdszintliségi valtozora

aP(X > 5) SP(X > t+s|X > 1) < coP(X > 5)

teljesiil minden pozitiv s,t-re, ahol 0 < ¢; < 1 < ¢y. Mutassuk meg, hogy ekkor 1étezik olyan

A > 0, amivel minden ¢ > O-ra
6—>\t G—At
<P(X >t) < )

C2 C1

azaz az (a)-beli karakterizaci6 stabilis.

Legyenek X1, Xo,..., X, fliggetlen azonos exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozdk. Mu-
tassuk meg, hogy max{Xi,...,X,} és >, % azonos eloszlast. (Utmutatds. Jelolje XF <
X5 < ... < X a nagysag szerint novekvd sorba rendezett értékeket, és legyen Y7 = nXj,
Yo=mn-1)(X5—-X7),....Y1 =2(X} | — X} 5), Y, =X — X! ,. Ekkor Y1,Y5,...,Y,
eloszldsa megegyezik X1, Xo,..., X, eloszlasaval.)

Normalis eloszlas
Legyen X = (X1, ..., X,) normalis eloszlasi val6szintiségi vektorvaltozd, m € R™ varhaté értékkel
és ¥ kovarianciamétrixszal, tovdbba A egy n X n-es métrix.

(a) [rjuk fel X és AX sfiriségfiigevényét, ha ¥ és A is teljes rangt.

(b) Mit kapunk AX egylittes stirliségfiiggvényének, ha A ortogondlis métrix, m = 0 és A az
identitas?
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(¢) Mutassuk meg, hogy ha Xi,..., X, fiiggetlen normalis eloszldsi valészintiségi valtozok,
E(X;) = p, D*(X;) = 02, akkor

Xi+...+ X,
n

_ 1 _
X = b s2 = - > (X - X)?
k

fiiggetlenek, és ez utébbi y2_;-eloszlasi (azaz eloszldsa megegyezik n — 1 darab fiiggetlen
standard normélis valésziniiségi véaltozé négyzetosszegének eloszlasaval).

Szamitsuk ki a Student-féle n szabadsagfoku t-eloszlds stlirliségfiiggvényét. Ez az
Xo

[ X34 +X2
n

valészintliségi valtozd eloszlasa, ahol X, ..., X, fliggetlen standard normalis eloszlasu valdszini-
ségi valtozok. Mit kapunk, ha n =17

Yy —

Legyenek X,Y, Z fliggetlen, 0 varhato értékii normalis eloszlasi valdszintiségi valtozdk. Jeldlje
med{X,Y, Z} a nagysig szerinti kozéps6t. Hatdrozzuk meg a kovetkezd mennyiségeket:

(a) P(X <Y); P(med{X,Y, Z} = X);

(b) E(max(X,Y)); E(max(X, Y, 2));

(c) D*(med(X,Y,Z)).
Legyen X eloszldsa N(0,02), Y-é N(0,0?), és tegyiik fel, hogy fiiggetlenek. Jeldlje h(z,y) az
egyiittes stirliségfiiggvényiiket, és legyen D()) a sikon a {(x, ) : h(x,y) = A2} gorbe altal hatérolt
alakzat. Mennyi P((X,Y") € D(X))?

_C_
1422°

A (standard) Cauchy-eloszlas siirtiségfiiggvénye f(z) =
(a) Legyen X Cauchy-eloszldsi. Hatdrozzuk meg log | X | stirtiségfiiggvényét.
(b) Legyen X Cauchy-eloszldsi. Mutassuk meg, hogy ekkor 1/X és 2X/(1 — X?) is az.
(c) Legyen X Cauchy-eloszldst, Y pedig tetszoleges, X-t6l fiiggetlen. Mutassuk meg, ekkor
(X +Y)/(1 — XY) is Cauchy-eloszlasu.
_ V2 1

(d) Legyenek X és Y fiiggetlenek és azonos eloszlastak, stirliségfiiggvényiik f(x) = %= - ¢ T
Mutassuk meg, hogy X/Y Cauchy-eloszldst.

Az egységkor belsejében két pontot vesziink fel egymastdl fliiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint.
Mennyi annak valészintisége, hogy az altaluk meghatarozott szakasz, mint &tméré folé irt kor nem
metszi az egységkorvonalat?

Borel-Cantelli-lemma

Legyen A, fiiggetlen események olyan sorozata, melyre P(A,) < 1 és P(U,A,) = 1. Mutassuk
meg, hogy az A, események koziil 1 valdszintliséggel végtelen sok kovetkezik be.

(A mdsodik Borel-Cantelli-lemma Erdés—Rényi-féle dltaldnositdsa.) Legyenek Aj, A, ... tetszole-
ges események, amelyekre ) P(A,) = co. Vezessiik be a

2z 21 P(Ai N 4))
(O2iz P(49))?

by, =
jelolést. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

1
P(li A)>——
(Hmsup An) 2 o
/- . )2 - i ]IA]'
(Utmutatés. (1 —¢)® < b,P(Z, > ¢), ahol Z,, = 722;11?(&))'

Varhato érték
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Legyen az A esemény fliggetlen az X valdszinliségi valtozotél. Mutassuk meg, hogy ekkor
E(X|A) = E(X).

Legyen az X nemnegativ valésziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F'. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
E(min(X,c)) = [ 1 — F(t)dt teljesiil.

(+) Legyen X és Y vérhat6 értéke véges, eloszlasfiiggvényiiket jelolje rendre F' illetve G, ezek
altalanositott inverzét pedig F~! illetve G~!. Mutassuk meg, hogy ekkor

(a) E(X —Y) = [J(F' —G™Y);
(b) min{E(|X —~Y|): F=Fx é G=F}= [ |[F -G

X eloszlasfliggvényét jelolje F, Y-ét G, az egylittes eloszlasfliggvénytliket pedig H. Mutassuk
meg, hogy
max{F(z) + G(y) — 1,0} < H(z,y) < min{F(z),G(y)}.

Legyen X varhato értéke véges. Mutassuk meg, hogy az f(m) = E(|X —m|) mennyiség pontosan
akkor minimélis, ha m az X medidnja. (Utmutatés: 2Fx(m) — 1 < % < 2Fx(m') — 1,
ha m <m'.)

Legyen X és Y a (0,1) intervallumban egyenletes eloszldst és fiiggetlen, tovdbba legyen Z olyan
valészintiségi véltozd, melyre P(Z = X) = P(Z = Y) = 1/2. Mekkora Z medidnjanak lehetd
legkisebb, illetve legnagyobb értéke?

Egy telefonkézpontban az egymads utani hivasok kozott eltelt idotartamok A\ paraméteri expo-
nencialis eloszlast, fliggetlen valészintiségi valtozok. Atlagosan hany hivas fut be egy T hosszisagu
id6intervallumban?

Kovariancia, korrelacié, momentumok
Mutassuk meg, hogy ha X, Y kovariancidja véges (azaz E(XY), E(X) és E(Y) mindegyike véges),
akkor

con(X.Y) = [ (o) = Fx(a)Fy (5)dedy

Legyen X k-dimenziés, Y pedig [-dimenziés vektorvaltoz. Ekkor a (kereszt)kovariancidjuk
cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY)T), ami egy k x l-es métrix. Mutassuk meg, hogy a kova-
riancia bilinedris, azaz ha X;,Y;(1 < i < n,1 < j < m) vektorvéaltozok, X; dimenziéja k;, Y;-é
pedig [, tovdbbd A; € RFxki Bj e R4 | akkor

n m n m
COV<Z AiXi, ) Bjyj) =Y ) Ajcov(X;,Y;)B] .
i=1 j=1

i=1 j=1

Legyen az X valdszinliségi vektorvaltozd kovarianciamatrixa ». Mutassuk meg, hogy ha . rangja
r, akkor
(a) létezik egy r dimenziés S hipersik, melyre P(X € S) = 1. (Utmutatéds: S = E(X) + imX.)
(b) X-nek létezik r olyan koordinétéja, hogy az Gsszes tobbi koordinata ezek lineéris fliggvénye.
Legyenek X1, Xo,..., X, fliggetlen azonos eloszlasu pozitiv valésziniiségi valtozok. Szamitsuk ki
az Yy = % val6szintiségi valtozé varhaté értékét és az R(Y},Y}) korreldciés egyiitthatot.

Tegylik fel, hogy az X valdszintiségi valtozé k. momentuma véges. Mutassuk meg, hogy ekkor
lim, o0 2F(1 — F(x) + F(x —0)) = 0.
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Tegyiik fel, hogy a p, = E(X™) momentum véges minden n = 0,1,... esetén. Mutassuk meg,
hogy a momentumok sorozata pozitiv szemidefinit, azaz tetszbleges n € N és x1,x2,...,2, € R
mellett Y2, D70 ) piiyjaiz; > 0.

Egyenl6tlenségek

(Egyoldali Csebisev-egyenlétienség.) Tegyiik fel, hogy u = E(X) és 02 = D?(X) véges. Legyen

t > 0. Bizonyitsuk be, hogy P(X —p > ot) < HLt? (Utmutatés. standardizdljunk, és alkalmazzuk

a Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenséget a t < E((t — X)I(X < t)) egyenlétlenség jobb oldalan.)

Legyen az X valdszintliségi valtozé unimodalis eloszlast, azaz a slirtiségfiiggvénye paros és monoton
fogyé a pozitiv féltengelyen. Tegyiik fel, hogy D?(X) = 02 < oo és t > 0. Ekkor P(|X| > ot) <
% : t% (Utmutatds. f(t) = [~ dX, ahol X alkalmas mérték.)

Legyen g folytonosan differencialhaté fliggvény, X pedig standard normalis eloszlast valészintiségi
valtozé. Bizonyitsuk be, hogy D?(g(X)) < E(¢'(X)?), ha a bal oldal véges. Mikor teljesiil
egyenlGség?

Legyen A pozitiv valdszinliségili esemény, X véges szorasu valészinliségi valtozd. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor |E(X|A) — E(X)| < D(X)y/P(A)/P(A).
(Teljes varidcid.) Az (M,F) mérhet6 téren definidlt A el6jeles mérték teljes varidciéja
|\l = sup { Z IA(Ap)] : {A1, Ag, ...} az M mérhetd particidja}.
n

Legyenek P, és P valOszinliségi mértékek egy mérhetd téren, amelyek abszoliat folytonosak egy
o-véges X mértékre. Jeldlje f,, illetve f a stirliségfliggvényeket. Mutassuk meg, hogy

(@) [Po =Pl = [1fn— fldA;
(b) fn — f A-majdnem mindeniitt pontosan akkor, ha |P, — P| — 0 (Scheffé tétele).

Mutassuk meg, hogy |P—Q| < 21/1 — exp(—D(P||Q)) teljesiil, ha P és Q valésziniiségi mértékek.
Mutassuk meg, hogy

x 1—z
1—2)log —m——
x+d+( x)Ogl—x—d

min{D(P||Q) : |P—Q]:2d}:min{xlog 0<z < 1—d}.

Konvergenciafajtak

Mutassuk meg, hogy a majdnem mindeniitt konvergencia nem topologizalhato. (Utmutatés.
Topologikus térben z,, — x pontosan akkor teljesiil, ha (x,,) minden részsorozatédbdl kivalaszthatd
x-hez konvergdlé tovabbi részsorozat.)

Tegyiik fel, hogy a k dimenzids X,, vektorvaltozok sztochasztikusan konvergalnak X-hez, amint
n — oo. Legyen h : R¥ — Rl tetsz6leges fiiggvény. Jelolje C(h) ennek folytonossagi pontjainak
halmazdt. Mutassuk meg, hogy ha P(X € C(h)) = 1, akkor h(X,,) = h(X) sztochasztikusan.

Tegylik fel, hogy a k dimenzids X,, vektorvaltozok eloszlasban konvergalnak X-hez, amint n — oo.
Legyenek Aj, Ao, ... 1 X k méretii véletlen matrixok, amelyek sztochasztikusan konvergalnak az
A konstans matrixhoz. Legyenek tovabba by, bs,... a b konstans vektorhoz sztochasztikusan
konvergal6 | dimenzids véletlen vektorok. Mutassuk meg, hogy ekkor A, X,, + b, eloszlasban tart
AX + b-hez.

(Lévy-metrika.) Legyen L(F,G) =inf{e > 0: F(x —¢) —e < G(x) < F(x +¢) 4+ ¢ minden x-re},
ahol F' és G eloszlasfiiggvények. Mutassuk meg, hogy ez metrika, tovabba a valészintiségeloszlasok
ezzel a metrikaval teljes szeparabilis metrikus teret alkotnak, melyben a konvergencia a mértékek
gyenge konvergencidja.
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Legyenek Py, P>, ..., P, és Q1,Q2,...,Q, valészinliségi mértékek a szamegyenes Borel-halmazain.
Bizonyitsuk be, hogy

(a) tetszbleges R valészinliségi mérték esetén |Pp x R — Q1 % R| < |P1 — 1], és minden € > 0
szamhoz taldlhat6 olyan R, hogy |P; * R — Q1 * R| < e.
(b) [PrsPys...x Py —Qu*Qax...xQn| < [P1— Q1+ P2 — Qo] +... 4 [Pn — Qnl.
(c) Bizonyitsuk be ugyanezt variaciés tavolsig helyett Lévy-metrikara is.
Legyen X és Y eloszlasfiggvénye Fy, illetve Fy. A feladatban £ a Lévy-metrikdt, o pedig

a sztochasztikus konvergencidt metrizalé inf{e > 0 : P(|X — Y| > ¢) < e} tavolsdgot jeloli.
Mutassuk meg, hogy

(a) ha Fy abszolut folytonos fy siirtiségfiiggvénnyel, akkor
L(Fx,Fy) <sup|Fx — Fy| < (1 +sup fy)L(Fx, Fy).

(b) ha P(|X — Y| > ¢) <e, akkor L(Fx, Fy) <e¢, azaz L(Fx,Fy) < o(X,Y).
(¢) L(Fx,Fy) <E(|X —Y[P)Y/®*tD ahol p > 0.
—1 —1p) /D et
(d) L(Fx,Fy) < (f |Fx™ — Fy |p> , ahol p > 0, és altaldnositott inverzek szerepelnek a
jobb oldalon.
(e) L(Fx,Fy) < ([IF -G
(f) ha E(X) = E(Y), akkor £(Fx, Fy) < (D*(X) + D*(Y))Y/3.

Bizonyitsuk be, hogy X,, pontosan akkor tart X-hez sztochasztikusan, ha X, feltételes eloszldsa
gyengén konvergal X feltételes eloszlasahoz, barmilyen pozitiv valdszintiségi feltétel esetén.

Legyenek X1, Xo, ... tetsz6leges valészintiségi valtozok, amelyekre E(X;) = 0 és az (X?) sorozat
egyenletesen integralhaté. Mutassuk meg, hogy S, = %Z;;l X,; pontosan akkor tart 0-hoz
sztochasztikusan, ha limy, . maxi<;<y |[E(X;S,)| = 0.

Karakterisztikus fiiggvény

(=) Szamitsuk ki a A paraméter(i exponencialis eloszlds karakterisztikus fliiggvényét, azaz a o(t) =
E(exp(itX)) varhaté értéket minden t € R-re, ahol X exponencialis eloszlasu.

Szamitsuk ki az a rendii és A paraméterti gamma-eloszlas karakterisztikus fiiggvényét.

Legyen £ n rendli p paraméterli negativ binomialis eloszlast valésziniiségi valtozo. Tegyitik fel,
hogy & = n + (, ahol n és ( fiiggetlen negativ binomidlis eloszlasi. Mit mondhatunk 7 és (
rendjérdl és paraméterérol?

Hatarozzuk meg a kovetkezo6 eloszlasok karakterisztikus fliggvényét.

(a) N(p,0%);
(b) U(=1,1);

)
)
(c) tetszOleges gamma-eloszlas;
)
)

(d) stirliségfliggvénye: f(x) = %(Si‘tlt)Q, ha t # 0;

(e) Cauchy-eloszlas.
(Bernstein-tétel) Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos eloszldst és véges szdérasi valésziniiségi

valtozok. Mutassuk meg, hogy X +Y és X —Y pontosan akkor fiiggetlenek, ha X és Y normalis
eloszlas.
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Legyenek X,Y, Z fuggetlenek. Tegyiik fel, hogy X és Y varhaté értéke véges, tovabba X + Z
ugyanolyan eloszlasi, mint Y + Z. Bizonyitsuk be, hogy E(X) = E(Y).

Hatareloszlasok

() Legyenck X1, Xo, . .. fliggetlen azonos eloszldst, véges p varhaté értékii valdszintiségi valtozok.
Jelolje m(n) az X; + ...+ X,, 6sszeg medidanjat. Mutassuk meg, hogy lim,,_,oo m(n)/n = p.

Legyenek X1, Xo,... egész értékli valdszintiségi valtozok, a, — oo pozitiv szamok. Tegyiik fel,
hogy majdnem minden valds t-re lim,, o a,P(X,, = [ant]) = f(t), ahol f siiriiségfliiggvény. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor X,,/a, hatdreloszldsa éppen az f slirtiségfiiggvényi eloszlés.

(+) Egy mozi elsé széksordban N hely taldlhaté. A nézék egymés utdn foglaljak el helyiiket gy,
hogy mindegyik néz6 azonos valdszintiséggel valaszt a még iires székek kozott. Legyen 7(INV) az els6
olyan nézo sorszama, aki elsoként foglal el olyan helyet, amelyiknek a sor kézepére nézve szimmet-

rikus parja mar foglalt. Hatarozzuk meg a kovetkezd hatareloszlast: G(t) = limy_o ]P’(T\(/]]XV) < t).

() Egy szabslyos pénzérmével addig dobunk, amig mind fejekbél, mind pedig irasokbél legaldbb
k szamu nem lesz a dobédsok kozott. v jeloli a sziikséges dobasszamot. Szamitsuk ki vy, eloszlasét
és a (v — 2k)/V/ 2k sorozat hatédreloszlasat, amint k — oo.

Legyenek X7, Xo, ... fliggetlen azonos eloszlast, p > 0 varhaté értékii és o szordsi nemnegativ
valésziniiségi véltozok. Legyen S, = Xy + ...+ X, és t > 0 esetén N(t) = max{k > 0: Sy < t}.

Szamitsuk ki
N(t) -

Vit

hatareloszlasat, amint ¢t — oc.
Legyen X,, na rendii és A paraméterti gamma-eloszlasi valészintiségi valtozo.

(a) Mi a hatareloszlasa az n~'/2(\X,, — an) mennyiségnek n — oo esetén?

(b) Szamitsuk ki n~/2|X,, —n| varhaté értékét, ahol X, eloszldsa n rendii 1 paraméterti gamma-
eloszlas. Mi ennek a hatarértéke n — oo esetén? Vezessiik le ebbol a Stirling-formulat.

Legyenek X1, Xo,..., X, fliggetlen standard normalis eloszlasi valdszinliségi valtozok, és jelolje
Y, a maximumukat. Mutassuk meg, hogy ekkor

lim P(a, (Y, — an) < t) = exp(—exp(—t)),

n—oo
ahol az a,, értéket v(a,) =1 — 1/n definiélja.

Legyenek X1,..., X, a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlasu fiiggetlen valdsziniiségi véltozok,
és jelolje Y,, a maximumukat. Mutassuk meg, hogy ekkor

lim P(n(1-Y,) >t)=e".

n—oo

Feltételes varhato érték

(5) X és Y egyiittes stirliségfiiggvénye h(z,y) = %sin(:c +y), ha z,y € (0,7/2), és 0 mashol.
Szamitsuk ki az E(X|Y") feltételes varhaté értéket.

(5) X és Y egyiittes siirfiségfiiggvénye h(z,y) = %(1 + xTer) az egységkorben, azon kiviil pedig 0.
Szamitsuk ki az E(X|Y) feltételes varhaté értéket.

Legyenek X és Y fiiggetlen A illetve p paraméterti exponencidlis eloszlast valdszintiségi valtozok.
Szémitsuk ki az (max(X,Y)| min(X,Y)) feltételes varhaté értéket.
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Legyenek X1, Xo,..., X, a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlasu fiiggetlen valdsziniiségi valto-
z0k, és jelolje X7 < X3 < ... < X anagysdag szerint novekvd sorba rendezett értékeket (rendezett
minta). Szamitsuk ki a kdvetkez6 mennyiségeket.

(a) E(X1]X5);

(b) E(X;IXS) é E(X;IX0):

(¢) B(X{|Xi,) 6 B(Xi | X0, k=1.2,...,n— L.

E
E
(Teljes szordsnégyzet tétele) Legyen X valészintiségi vektorvaltozd, F pedig o-algebra. Mutassuk
meg a teljes szérasnégyzet tételének alabbi valtozatat.

Y(X) =EXE(X|F)) + Z(E(X|F)).
Itt 2(X) = E[(X — E(X))(X — E(X))?] az X kovarianciamétrixa, és
S(X|F) = E[(X — E(X|F))(X — E(X|F))"|F)]

a feltételes kovariancia.

Legyen X integralhat6 valdszintiségi véltozo, F és G o-algebrak. Tegyiik fel, hogy G fliggetlen
o(F, X)-t6l. Mutassuk meg, hogy E(X|FUG) = E(X|F).

Legyenek XY integralhaté valdsziniiségi véaltozdk, F és G o-algebrék. Tegyiik fel, hogy o(F, X)
fiiggetlen o(G,Y)-tél. Mutassuk meg, hogy E(XY|FUG) = E(X|F)E(Y|G).



