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. Az X valdsziniiségi véltozé a [0, c| intervallumon veszi fel értékeit és ott stirliségfiiggvénye z=.

2
Hatéarozzuk meg c értékét és annak valdsziniiségét, hogy 1 < X < 3.
Az X valészinliségi valtozo legyen geometriai eloszlasi 0 < p < 1 paraméterrel, az Y valdszintiségi

valtozé pedig exponencidlis eloszldsi A > 0 paraméterrel, azaz stirliségfiiggvénye R > = —
Ae (2 > 0).

a) Mennyi P(X > k+1|X > k), ha k,l € N?

b) Mennyi P(Y >t + s|Y >t), ha s,t > 07

c) Hatdrozzuk meg X feltételes eloszlasat az {X < k} eseményre nézve (k € N).

d) Hatérozzuk meg Y feltételes eloszlasat az {Y < s} eseményre nézve (s > 0).

e) Hatarozzuk meg 1 — e Y eloszlds— és siirfiségfiiggvényét.

X az (a,b) intervallumbdl (a végpontok lehetnek végtelenek is) veszi fel értékeit, és ott el-

oszlasfiiggvénye F', ami folytonos és szigorian monoton. Milyen eloszldsi az F'(X) valészintiségi
valtoz6? Hatarozzuk meg az eloszlasfiiggvényét és siirliségfiiggvényét (ha van).

Szamitégépiinkbe csak egy véletlen fiiggvény van beépitve. Ennek segitségével a [0, 1] interval-
lumbdl tudunk véletlen szamot generalni egyenletes eloszlds szerint. Ezt felhasznalva hogyan lehet
tetszolegesen eldirt F' eloszlasfliggvényt véletlen szamot eloallitani?

Vaélasszunk egy pontot taldlomra, egyenletesen az egységnégyzetbdl, azaz [0, 1] x [0, 1]- b6l. Jelolje
& avalasztott pont két koordindtajanak az Gsszegét. Szamitsuk ki € eloszlas— és stirtiségfiiggvényét.

Legyen X és Y fuggetlen, P(X = 0) = P(X = 1) = 1/2, és Y egyenletes eloszlasi a (0,1)
intervallumban. Hatarozzuk meg a kovetkez6 valtozok eloszlasfiiggvényét: X +Y, %X +Y, XY.

Nagyon gyakori, hogy egy részvény arfolyamardl feltételezik, hogy logaritmusa normalis eloszlasu.
Vagyis ha X a részvény arfolyamét leir6 valdszinliségi valtozd, akkor log X eloszlasfiiggvénye

1 T t— 2
\/27/ exp(—(2a'§)>dt (LeR, o>0).
70 J—oo

Hatarozzuk meg X strliségfiiggvényét.

Azt mondjuk, hogy az X valdsziniiségi valtozo (a, §) paraméter(i Pareto-eloszlast (o > 0, 5 > 0),
0, ha z < 0;
1-— (ﬂ’%)a, ha = > 0.
tudjak, hogy millié forintban szdmolva (1,2) paraméterti Pareto-eloszlasiuak. Ha egy karrdl tud-
juk, hogy meghaladta az 1 milli6 forintot, mennyi annak valésziniisége, hogy nem haladja meg a

3 milli6 forintot?

ha eloszlésfiiggvénye Fx(z) = A Piroska Biztosité felelésségi kdrairol

Mutassuk meg, hogy ha az X valészinliségi valtozé («, 5) paraméterii Pareto-eloszldsd, akkor
In(1 4+ X/B) exponencidlis eloszlasi o paraméterrel.

Legyen F' folytonos eloszlasfliggvény, amire F'(0) = 0. Mutassuk meg, hogy G(z) = 0 (ha z <
1), G(z) = F(z) — F(1/x) (ha = > 1) is eloszldsfliggvény.

A hidrolégidban, tavkozlésben, bioldégidban és mas teriileteken az egyik leggyakrabban alkalmazott
eloszlas a gamma eloszlas. Egy valdsziniiségi valtozé gamma eloszldsi, ha strtiségfliggvénye

flz) = ﬁ)\o‘mo‘_le_)“, ha = > 0;
0 kiilonben,
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ahol I'(«a) = fooo 2% le=®dx. X\ > 0 az eloszlas paramétere, a > 0 pedig a rendje. Jelolése I'(a, \).
Mutassuk meg, hogy az imént definialt f fliggvény valéban siiriiségfiiggvény.

X egyenletes eloszlasu valdszintiségi véltozé a (0, 7) intervallumon. Mi tg(X) stirtiségfiiggvénye?
Az X valdszintiségi valtozo eloszlasfliiggvénye F', a, b adott szamok. Mi aX + b eloszlasfiiggvénye?
X standard normalis eloszldst valészintiségi valtozé. Mi X2 stirtiségfiiggvénye?

U és V fiiggetlen valdszintliségi valtozok f és g strliségfiiggvénnyel. Hatarozzuk meg U — V
stirtiségfiiggvényét.

Legyenek U és V fliggetlen standard normaélis eloszlasi valészintiségi valtozdk. Milyen eloszlasi
U+Vv?

A ¢ szabadsigi foku y?-eloszlas g darab fiiggetlen standard normaélis eloszlasi valészintiségi valtozé
négyzetosszegének eloszlasa. Hatarozzuk meg a striiségfliggvényét.

X ésY fiiggetlen standard normaélis eloszlasi val6szintiségi valtozok. Hatdrozzuk meg a) az (X,Y)
b) a (2X + 3Y,—X +Y) valdsziniiségi vektorvaltozoé egyiittes slirtiségfiiggvényét.

X ésY fiiggetlenek, eloszlasuk rendre I'(a, \) és I'(b, A). Bizonyitsuk be, hogy X +Y és X/(X+Y)
fliggetlenek, és hatarozzuk meg az eloszlasukat.

Legyenek Uj és Uy a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu, fliggetlen val6szintiségi véaltozok.
Legyen

X1 =+/—2log U cos(2nU,), X9 = +/—2log U sin(27U3).
Mutassuk meg, hogy X és X fiiggetlen standard normaélis eloszldsu valdsziniiségi valtozok.

X és Y legyenek fliggetlen standard normaélis eloszlasi valészintiségi valtozdk. Mennyi annak
valdszintisége, hogy a) Y < |X|? b) 2 < | X| +|Y| < 37

¢ es n legyenek fiiggetlen standard normalis eloszlasu valészintiségi valtozok. Hatérozzuk meg &/n
eloszlasat.

X1,..., X, figgetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valdszintliségi véltozok. Sorbaren-
dezve az X] < X5 < ... < X sorozatot kapjuk beldliik.
a) Hatarozzuk meg X eloszlds— és siirtiségfiiggvényét.

b) Hatarozzuk meg (X7,..., X)) egylittes eloszldsat, és mutassuk meg, hogy ez megegyezik

Yi Y1+ Y, Yi+...4+Y,
Y1+...+Yn+17Y1+...+Yn+1’...7}ﬁ+...+Yn+1

egyiittes eloszlasaval, ahol Y7,...,Y, 1 fliggetlen, azonos exponencialis eloszlasi valdszinliségi
valtozok.

c

A standard Cauchy-eloszlds slirtiségfiiggvénye f(z) = 5.

a) Legyen U a [0, 27| intervallumban egyenletes eloszlasi. Mutassuk meg, hogy ekkor X = tg U
eloszlasa Cauchy. Mennyi C' értéke?

b) Legyen X Cauchy-eloszlasi. Hatérozzuk meg log | X | stirtiségfiiggvényét.

c) Legyenek X és Y filiggetlen és Cauchy-eloszlasi. Bizonyitsuk be, hogy ekkor (X + Y')/2 is
Cauchy-eloszlast.

d) Legyenek X és Y fiiggetlen standard normaélis eloszldsi valészintiségi véltozok. Bizonyitsuk
be, hogy X/Y Cauchy-eloszlasu.
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a) Legyen Q = N egy valésziniiségi mez6 alaphalmaza. Vannak-e olyan X, Xo, ... valszintiségi
valtozok ezen a valdszinliségi mezén, melyek fiiggetlenek, és mindegyiknek az eloszldsa egy szaba-
lyos kockadobas eloszlasa?

b) Van-e olyan val6szintiségi mez6, melyen vannak olyan X1, X, ... fiiggetlen valésziniiségi valto-
z0k, hogy mindegyiknek az eloszldsa egy szabdlyos kockadobas eloszlasa?

c¢) Van-e olyan valdsziniiségi mez6, melyen vannak olyan Y7, Ys, ... valdsziniliségi véltozok, hogy
az (Y1,Y2),(Ys,Yy),... parok fliggetlenek, minden Y; eloszlasa standard normalis, és (Ya2;—1, Y2;)
kovariancidja 2 minden i > 1 egészre?

Legyen X exponencidlis eloszldsu valdszintiségi valtozé. Mutassuk meg, hogy ekkor [X] és {X}
fliggetlen. Milyen eloszldsiak?

Az X valdszinliségi valtozé koncentrdcidfiggvénye Qx(t) = supP(z < X < xz +1t), t > 0.
€T
Mutassuk meg, hogy ha X és Y fiiggetlen, akkor Qx 4y () < Qx(t).

Legyen X és Y fliggetlen és egyenletes eloszlasi a (0,1) intervallumban, tovabbd legyen Z =
{X + Y}. Mutassuk meg, hogy ekkor X,Y,Z paronként fiiggetlenek és azonos eloszlasuak, de
koziiliikk barmely ketté mar egyértelmiien meghatarozza a harmadikat.

Szamoljuk ki a standard normalis eloszlds pozitiv egész rendii momentumait.

Legyen X standard normalis eloszlasi. Mutassuk meg, hogy c,t > 0 esetén P(Y >t+$|Y >
t) < e~ ¢ Mi a hatarértéke a bal oldalnak, ha t — oco?

Ry
Szamoljuk ki az f(z) = \/2;7 exp (—%) stirliségfiiggvényti N (u, 0?) normélis eloszlas varhaté
értékét és szorasnégyzetét.

Legyen X és Y filiggetlen és standard normélis eloszldsi. Szamoljuk ki
1
(14+X24+Y%)32exp (2()(2 + Y2)>

varhaté értékét.

, . , e . . , X+YZ .
Legyen X, Y és Z fiiggetlen és standard normélis eloszlasi. Hatarozzuk meg Ny eloszlasat.
Definialjuk a gamma-fliggvényt a pozitiv valés szamokon a I'(a fo “le=% dx képlettel. Az

a > 0 rendii és A > 0 paraméterti gamma-eloszlas surusegfuggvenye f(z) = AGF“T(ZT e hax > 0.
a) I'(a+ 1) = al'(a), specidlisan I'(n) = (n — 1)! .
b) I'(1/2) = /7.

¢) Szamitsuk ki a gamma-eloszlas varhaté értékét, szérdsat és tetszéleges rendli momentumait.

Pozitiv a és b esetén a B(a, b) fo 1(1—2)"~! dz mennyiséget teljes bétaintegralnak nevezziik,
az f(z) = B(;b) N1 - x)b 10 < 2 < 1 stirfiségfiiggvényti eloszlast pedig (a,b) paraméterti
béta-eloszlasnak. Legyenek X és Y flggetlen, rendre a, ill. b rendi, és egyforma A paraméterii
gamma-eloszlasi valészintiségi valtozok.

a) Hatarozzuk meg U = XLH, és V = X +Y egyiittes siirtiségfliggvényét. Mutassuk meg, hogy U
(a,b) paraméterli béta-eloszlasu, V pedig a + b rendi és A paraméter(i gamma-eloszlasi, tovabba
U és V fiiggetlenek.

b) Hatérozzuk meg (szdmolds nélkiil) a teljes bétaintegrél értékét.

c¢) Szamitsuk ki a béta-eloszlds varhaté értékét, szérasat és tetszéleges rendii momentumait.
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Legyen X egységnyi paraméterii exponencidlis eloszldst valdszintiségi véltozé. Adjuk meg | X — 2|
eloszlasfiiggvényét, siriliségfiiggvényét és varhatd értékét.

Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozok. Hatarozzuk
meg | X — Y| eloszldsét.

Legyen X egyenletes eloszldst a (0,2) intervallumon. Szamitsuk ki az R(X?, X3) korreldcids
egyutthatoét.

Legyen X stirtiségfiiggvénye f(z) = 322/7, ha 1 < x < 2, mashol pedig 0. Szamitsuk ki X és 1/X
korreléciés egytitthatdjat.

Legyenek az X és az Y valdszintiségi valtozok fiiggetlenek és azonos eloszlasuak, a siirtiségfiiggvé-
nyitk f(z) = 4sinz, ha 0 < 2 < 7, és 0 méshol. Szdmitsuk ki az R(X,X — 2Y) korreldciés
egyutthatoét.

Legyenek X és Y filiggetlen, exponencidlis eloszlast valészinliségi véltozok, rendre A\ és p pa-
raméterrel. Szamitsuk ki min{X,Y} és max{X,Y} korreldcids egytitthatdjat.

Legyenek X7, Xo,... a (0,1) intervallumban egyenletes eloszlasu fiiggetlen valszintiségi véaltozok,
tovabbd legyen S, = X1 4+ --- + X,,.
a) Mutassuk meg, hogy n > 1-re az S,, egészrészének és tortrészének a kovariancidja —1/12.

b) Szamitsuk ki a korrelacids egyiitthatéjukat.

* A [0, 1] intervallumban vélasztunk egy pontot egyenletes eloszlas szerint, ez X. Az igy keletkezett
két intervallumban is valasztunk egy-egy pontot egyenletes eloszlds szerint, ezek Y és Z (igy
Y < X < Z). Milyen eloszlast (X —Y)/(Z -Y)?

Legyen P és @ (ugyanazon a mérhetd téren értelmezett) két valészintliségeloszlas. Ekkor P és @
informdcids divergencidja a

D(PIQ) = [ 1og G5 P

mennyiség, ha P < @, illetve 400, ha nem. Mutassuk meg, hogy D(P||Q) > 0, és egyenléség
pontosan akkor teljesiil, ha P = Q.

45. Az f slrtiségfiiggvényti eloszlds metrikus entrépidjinak a H(f) = — [ f(z)log f(z)dz (ahol O -
log0 = 0) mennyiséget nevezziik. Abszolit folytonos eloszlasi X valésziniiségi valtozé esetén
jelolje H(X) az eloszlas metrikus entrépidjat. Bizonyitsuk be, hogy
a) HX +c¢)=H(X), H(cX)=H(X) —log|c|,

b) ha D*(X) = o2, akkor H(X) < 3(1 + log2mo?), és egyenl6ség csak normalis eloszlds esetén
teljesiil,

c)ha P(X >0)=1és EX = p, akkor H(X) < 1+log u, és egyenldség csak exponencidlis eloszlas
esetén teljestil,

d) ha P(a < X <b) =1, akkor H(f) <log(b—a), és egyenléség csak az egyenletes eloszlds esetén
teljestil.

46. Mutassuk meg, hogy ha ¢ € R rogzitett szam, és a (§,,) valdsziniiségi valtozdk sorozata eloszlasban
konvergal c-hez, akkor &, — ¢ sztochasztikusan is.

47. Mutassuk meg, hogy ha &,, £ azonos valészintiségi mezoén értelmezett valdszintiségi valtozok, &, —
¢ eloszlasban és n, — 0 sztochasztikusan, akkor a) &, + n, — & eloszlasban; b) &, — 0
sztochasztikusan.

48. &, — & eloszlasban. Kovetkezik-e ebbdl, hogy &, — & — 0 eloszlasban?
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Mutassunk arra példat, hogy &,, £ azonos valdszinliségi mezén értelmezett valdsziniiségi valtozok
és &, — & eloszlasban, de nem sztochasztikusan.

Mutassunk meg példakkal, hogy az L'-beli konvergencia és az 1 valésziniiségi konvergencia koziil
egyikbdl sem kovetkezik a masik.

Bizonyitsuk be, hogy az (X,,) valdszintiségi valtozdk sorozata pontosan akkor konvergél sztochasz-
tikusan az X valdszintiségi véltozéhoz, ha minden (X, ) részsorozatnak van olyan részsorozata,
mely 1 valdszintiséggel konvergal X-hez.

Mutassuk meg, hogy &, — & majdnem mindeniitt akkor és csak akkor, ha minden ¢ > O-ra
teljesiil, hogy P (|{, — &| > € végtelen sok n-re ) = 0.
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Van-e olyan valészintliségi valtozd, amelynek karakterisztikus fiiggvénye cost? Van-e olyan, amely-

nek karakterisztikus fiiggvénye a) cost; b) S2L: ¢) cos?t? d) e 11?7 ¢) i f) Sia%f)?

Legyen p(t) =t+ 1, ha =1 <t <0, ¢(t) =1 —1¢, ha 0 <t <1, és 0 killénben. Van-e olyan
valészintiségi valtozd, aminek a karakterisztikus fiiggvénye 7

Legyen ® az X valdszintiségi valtozo karakterisztikus fliggvénye. Van-e olyan valdszintiségi
valtozé, aminek karakterisztikus fiiggvénye |®(t)[%?

Mutassuk meg, hogy ha létezik ¢ty # 0 : |® (t9)| = 1, akkor a megfelel$ eloszlds réacsos.

—t2/2

Az X valészintiségi valtozé karakterisztikus fliggvénye e . Milyen eloszlasa X7

a) Legyenek X és Y fiiggetlen, standard normaélis eloszlasi valdsziniiségi valtozok. Hatéarozzuk
meg X + Y karakterisztikus fiiggvényét és eloszlasat. b) Legyenek X ~ N(my,0%) és Y ~
N(mg,o3) fiiggetlen valészintiségi valtozék. Hatdrozzuk meg X + Y eloszlasét.

a) Legyenek XY fliggetlen 1/6 paraméterti geometriai eloszldsi valészintiségi valtozdk. Szamit-
suk ki X — Y karakterisztikus fiiggvényét. b) Az Xi,..., X, valészintiségi valtozdk fiiggetlenek,
azonos eloszlasiak. X + ...+ X, karakterisztikus fiiggvénye e /2, Milyen eloszlasu X17?7

a) Legyen X \ paraméterii Poisson-eloszldsu valdszintiségi valtozé. Szamitsuk ki a karakterisztikus
fiiggvényét. b) Bizonyitsuk be, hogy fliggetlen Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozok Osszege is
Poisson-eloszlasi, és a paraméterek Gsszeadddnak.

Azt mondjuk, hogy az X valdszintiségi valtoz6 korlatlanul oszthatd, ha minden n > 1 egészhez
van olyan Y, valdszintiségi valtozé, hogy n darab fliggetlen, Y,-nel azonos eloszlasu valdszini-
ségi valtozo Osszegének eloszlasa éppen X eloszldsa. Bizonyitsuk be, hogy korlatlanul oszthaté
valOszintiségi valtozé karakterisztikus fliggvénye sehol sem 0.
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Legalabb héany embert kell megkérdezniink egy kozvéleménykutatasnal, ha azt szeretnénk, hogy ez
alapjan egy part tdmogatottsagat legalabb 0,98 valészintiséggel 0,05-nél kisebb hibaval becsiiljiik
meg?

A &, valbszintiségi valtozé Gamma(n, \) eloszlasi. Mennyi

lim P <A§"_” < 1,96)?
n—o0 \/ﬁ

&1, &9, . .. fiiggetlen valésziniiségi valtozdk, eloszldsuk: P(&, = 1) = 1/n, P(§& =0)=1—1/n.
Mihez tart eloszlasban n — oo esetén

§1++§n—E(§1+—|—fn>

D(E + ...+ &) ’
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Minden pozitiv egész n-re a ,1,&n.2, - - -, &n,n valészinliségi valtozok fiiggetlenek, azonos eloszla-
suak, ugy, hogy

P&, = Vn) = P& = —v/n) =1/2n, P& =0)=(n—1)/n.
Mihez tart eloszlasban n — oo esetén

gn,l + gn,2 +...+ gn,n?
VnD(&n,1) '

n sofér kozosen haszndl egy autdt gy, hogy minden nap sorsolassal dontik el, hogy ki vezessen

aznap. Jelolje u(n) azt a legkisebb természetes szdmot, amire igaz, hogy egy adott naptdl kezdve

soférok koziil ennyi nap elteltével mindenki vezette az autot legalabb egyszer. Hatarozzuk meg,
. p(n)—nlogn . .

hogy mihez tart === eloszlasban n — oo esetén.

Legyenek Xi,..., X, fliggetlen, azonos, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valdsziniiségi
véltozék. Mutassuk meg, hogy minden x-re n — oo esetén

n 2
(k= L) g (),

n3/2 2

Az X1, Xo, ... valoszinliségi valtozdk legyenek fiiggetlen kockadobasok eredményei. Szamitsuk ki
az alabbiakat:

a) B(X; + Xo);

b) E(X1]X1 + X2 = 4);
c) E(X1| X1+ X2 =7);
) E(X1| X1 + Xo);

) E(X1 X1+ ...+ X5);
f) (X1 + X2 + X3|X1);
g) E(X1X2[X1);

h) E(
i) E(XTX2X3]X>).

o,

¢

Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos paraméteri geometriai eloszlast valdszintiségi valtozok. Sza-
mitsuk ki az aldbbiakat: P(X = kX <Y), P(X =k X =Y), P(X =kl X+Y), E(X|X+Y).

X1, Xo, ... fliggetlen azonos eloszldst valésziniiségi véltozok. F,, = o (S, Sni1,...) minden n
egészre, ahol S, = X1 + ...+ X,,. Mi lesz E (X1| Fp)?

Az X, Y valészinliségi valtozdk legyenek fliggetlen A paraméterii exponencidlis eloszlastiak. Hata-
rozzuk meg E(X|X + Y)-t.

(X,Y) egyiittes stirtiségfiiggvénye h (z,y) = e ¥, ha 0 < z < y, és 0 kiilonben. Hatdrozzuk meg
E(X|Y)-t és E (Y|X)-t.

(X,Y) egyiittes stirtiségfiiggvénye h (x,y) = %(m +y),ha0 <3 <y <1- 3, é 0 kiilonben.
Hatédrozzuk meg E (Y| X)-t.

Legyen S, bolyongas: 0-bdl indulva minden 1épésben a korabbiaktol fiiggetleniil p valdsziniiséggel
felfelé, ¢ = 1 — p valdszinliséggel lefelé 1épiink egyet. S, azt jeloli, hogy hova érkeziink n 1épés
utan.

a) Milyen c-re igaz, hogy S,, — nc martingal?
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b) Bizonyitsuk be, hogy ( )S” martingal.

q
P
c) Legyen 7 az els6 olyan idépont, amikor a bolyongas elér 10-be vagy —5-be. Bizonyitsuk be,
hogy 7 megallasi idé.

d) Mennyi annak valdészintisége, hogy S, = 10, vagyis a bolyongds hamarabb ér 10-be, mint
—5-be?

e) Hatdrozzuk meg 7 varhat6 értékét.
Bizonyitsuk be, hogy az alabbi folyamatok mindegyike martingal.

Sn,
a) Sp,S2 —n,Y, =" (1+7 th_tz) y Fn = 0(S1,...,5), 0 < t < 1 rogzitett, (S,) egyszerii
szimmetrikus bolyongés.
b) Z, = 2", X4, Fn = o(X1,...,Xy), ahol X, Xy, ... fiiggetlen, a (0,1) intervallumon
egyenletes eloszlasu valészinliségi valtozok.

c) Zn = exp ()\ Yo X — ”T)‘Q), Fn=0(Xy,...,X,), ahol A > 0 rogzitett, X, Xo,... fliggetlen,
standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok. Mutassuk meg azt is, hogy

i k
P (1?]?§n (;XZ B O;) > 6) < e—aﬁ (Oé,,@ > 0)

d) Zn = O[T, (Koo + X2:)) ', Fn = o (X1,...,X,), ahol Xy, Xy,... fiiggetlen, A pa-
raméteril exponencidlis eloszldsi valdszintiségi valtozok.

Mutassuk meg, hogy (I (v >n), F,) szupermartingal és (I (v <n), F,) szubmartingdl, ha v
megallasi id6.

Legyenek az X1,..., X, valésziniiségi valtozdk fiiggetlenek, F(X,) = 0, D*(X,) = o2, S, =
X1+ ...+ X,, B2=0?+03+...+ 02. Mutassuk meg, hogy S2 — B2 martingdl.

Egy részeg ember bolyong a sikon a lampaoszloptdl indulva. Minden 1épése egységnyi hosszisagu,
az irdnya viszont véletlenszerti. Jelolje X, a tdvolsadgat az oszloptdl n 1épés utan. Mutassuk meg,
hogy X2 — n martingdl.

Egy urndban a piros és b kék golyé van. Minden hizasnél kihtzunk egy darabot véletlenszeriien
egyenletesen, és c olyan szinli goly6t tesziink az urnaba, amilyen sziniit hiztunk. Bizonyitsuk be,
hogy a piros golydk ardnya 1 valdszintiséggel konvergdl, amint a hizasok szama végtelenhez tart.
Mi a limesz eloszlasa?

Mihez tart n szabdlyos kockadobas mértani kbzepe? Pontosabban legyenek X1, Xo, ... fliggetlen,
szabalyos kockadobdsok. Mihez tart az /X ...X,, sorozat 1 valésziniiséggel, amint n — co?

* Legyen X,, a kovetkezé tulajdonsagu, [0, 1]-beli értékeket felvevd valdszintliségivaltozo-sorozat:
X1 = a valamely 0 < a < 1-re és
fn> _x,

Mutassuk meg, hogy X, Li-ben konvergens martingal. Adjuk meg X, eloszlasat.

Xn

P(Xn+1 = 7

Xn+1

fn) =1-Xy; P<Xn+1: 9

Mutassuk meg, hogy ha az X, szubmartingélra E(X,) = F(X;) minden n-re, akkor X,, martingl.

Lehet-e egyszerre X,, és X2 is martingdl az X1, ..., X,, 4ltal generalt o-algebréra nézve?
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Tekintsiik a kovetkezd bolyongast: P(X; =1) = P(X; = —1) =1/2, az X; is az 1, —1 értékeket
veszi fel, de P(X; = X;_1) =pés P(X; = —X;_1) = 1—p. Legyen S,, = X; +...+ X,,. Mutassuk
Xn

meg, hogy S, + i—p) martingal.

Legyen a,b > 0, tegyiik fel, hogy (X,,, F,) és (Yn, Fn) szubmartingdl. Ekkor (aX,, + bY,,, F,) és

(max(X,, Yy,), Fn) is szubmartingdl. Fogalmazzuk meg az analég allitasokat szupermartingélokral

Legyen X, fliggetlen valészintiségi véltozdk sorozata a kovetkezd eloszlassal: P(X, = 1/2) =
P(X, =3/2)=1/2. Legyen Y,, = X; -...- X,,. Mutassuk meg, hogy martingal. Hova konvergél?

Legyenek X, ..., X, fliggetlen valdszintiségi valtozdk az alabbi eloszlassal:
1 n? 1
— 2y . — —
PXn==n") = 5 P<Xn—n2_1> =1l

Mutassuk meg, hogy S,, = X1+...4+X,, martingal a természetes o-algebrasorozatra nézve. Mihez
tart?

* Tekintsiik az {1,...,n} halmaz egy véletlen permutécidjat, igy, hogy minden permuticié egy-
forman valdszinti. Mennyi annak valészintisége, hogy a permutacié minden ciklusa belemetsz az
{1,...,k} halmazba?

* Szindbad 100 holgy koziil valaszthat, akiket egymads utdn sorban 14t, és az adott holgy érkezése
utén azonnal el kell dontenie, hogy 6t védlasztja-e. Mi a legjobb stratégia, ha annak valdszin{iségét
szeretné maximalizalni, hogy a legszebb holgyet valasztja?



