(1)

2. zarthelyi dolgozat, val6szintiségszamitas, 2017. december 7.

Egy osztalyba 15 fia és 10 lany jar. Tegyiik fel, hogy a didkok egymastol fiiggetleniil bal-
kezesek, a fiuk 0,27, a lanyok 0, 23 valoszintiséggel. Szamitsuk ki a balkezes fiik szdmanak
és a balkezes lanyok szaménak szorzatdnak a szorasat. (10 pont)

Tizszer dobunk egy dobdkockaval. Jeldlje Y, hogy hanyszor fordult el, hogy két egymés
utan dobott szam kiilonbségének abszolut értéke 1. Szamitsuk ki Y szorasat. (10 pont)
Egy cukraszdaban dios és mékos bejglit arulnak. Tegyiik fel, hogy a didés bejglit vasarlok
szama (egy hét alatt) Poisson-eloszlasi 100 varhato értékkel, a makos bejglit vasarlok szama
ettdl fiiggetlen Poisson-eloszlasi 120 varhato értékkel. A dids bejgli 1500, a makos 1800
forintba keriil. Szamitsuk ki a bejgli eladasdbol szdrmazo6 heti bevételnek és az ugyanazon
a héten eladott dsszes bejgli szaméanak korrelacios egyiitthatojat. (10 pont)

Egy virdgkereskedésnek harom iizlete van. A belvarosi iizletben az egy napon vasarlok
szama 40 varhato értékd, a két masik iizletben 30 varhatod értékd valoszintdségi valtozo.
A szérds mindharom esetben 5, és tegyiik fel, hogy az egyes iizletek forgalma fiiggetlen
egymastol. Jelolje X, hogy egy adott napon a harom iizletben atlagosan hanyan véasaroltak.
A Csebisev-egyenlétlenség segitségével adjunk alsé becslést annak valdszintiségére, hogy
85 < X < 115. (10 pont)

Egy kozvélemény-kutatasban mindenki a tobbiektdl fiiggetleniil 1/10 valoszintséggel nem
valaszol egy adott kérdésre. Legyen X, a nem valaszolok szama, ha n embert kérdeziink
meg. Mekkorara valasszuk a g értékét, hogy az alabbi feltétel teljesiiljon:

lim P(X, > n/10 — gy/n) > 0,8.

n—00

(10 pont)

A megoldasokat indokolni kell. Az elégséges hatara 15 pont, ennél alacsonyabb pontszam esetén
potzh-t kell irni. Ponthatarok két zh utan: 40, 53, 66, 79.

Plusz feladat 5 pontért a zh alatt

Legyenek X, Xy, ... olyan valoszintiségi valtozok, hogy minden i > 1-re 0 < D?(X;) < oo, éa
minden 1 < < j esetén R(X;, X;) = r (ahol r rogzitett, tehat a paronkénti korrelaciok mind
ugyanazok). Mutassuk meg, hogy r > 0.




2. zarthelyi dolgozat, val6szintiségszamitas, 2017. december 7.

(1) Tegyiik fel, hogy egy konyvesboltban az egy nap alatt konyvet vasarlok szama (legyen ez
X) Poisson-eloszlasi 60 paraméterrel. Az, hogy egy vevs atlagosan hany forintot kolt,
legyen Y, és tegylik fel, hogy ez fiiggetlen X-t6l, és Poisson-eloszlasi 3000 paraméterrel.
Szamitsuk ki a napi bevételnek, azaz XY -nak a szorasat. (10 pont)

(2) Egy osztalyba 15 lany és 13 fia jar. A lanyok koziil ketten, a fink koziil négyen balkezesek.
Kivalasztanak koziiliikk egy hatfés roplapdacsapatot tgy, hogy minden lehetséges hatfGs
csapatot azonos valoszintséggel valasztanak. Szamitsuk ki a kivilasztott balkezesek és a
kivalasztott fitk szamanak kovarianciajat. (10 pont)

(3) Megmérjiik 2n ember magassagat. Tegyiik fel, hogy a mérési eredmények fiiggetlen valo-
sziniiségi valtozok, 170 varhato értékkel és 8 szorassal (centiméterben mérve). Szamitsuk
ki az els6 n mérés atlaganak és az Gsszes mérés atlaganak a korrelacios egyiitthatojat. (10
pont)

(4) Szabalyos dobokockéaval dobunk sokszor egymés utan, addig, amig harom darab hatost nem
kapunk. Jelolje X, hogy hany dobas sziikséges ehhez. Szamitsuk ki X varhato értékét,
és a Markov-egyenlGtlenség segitségével adjunk fels§ becslést annak valészintiségére, hogy
X > 250. (10 pont)

(5) Egy kozvélemény-kutatasban mindenki a tobbiektdl fiiggetleniil 1/10 valoszintiséggel nem
valaszol egy adott kérdésre. Legyen X, a nem valaszolok szama, ha n embert kérdeziink
meg. Mekkorara valasszuk a g értékét, hogy az alabbi feltétel teljesiiljon:
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(10 pont)

A megoldasokat indokolni kell. Az elégséges hatara 15 pont, ennél alacsonyabb pontszam esetén
potzh-t kell irni. Ponthatarok két zh utan: 40, 53, 66, 79.

Plusz feladat 5 pontért a zh alatt

Legyenek X, Xo, ... olyan valosziniiségi valtozok, hogy minden i > 1-re 0 < D*(X;) < oo, éa
minden 1 < ¢ < j esetén R(X;, X;) = r (ahol r rogzitett, tehat a paronkénti korrelaciok mind
ugyanazok). Mutassuk meg, hogy r > 0.




1. zarthelyi, val6szintiségszamitas, 2017. oktéber 19.

(1) Egy betegségben a lakossag 3%-a szenved. Az erre szolgalo vizsgalaton az egészséges em-
berek 2%-at tévesen betegnek diagnosztizaljak, mig a betegséget 1% valoszintiséggel nem
veszik észre. Péter részt vesz a vizsgalaton, azt az eredményt kapja, hogy nem beteg.
Mennyi a valoszintsége, hogy Péter valoban egészséges? (10 pont)

(2) Egy kozlekedési tarsasag Siemens és CAF villamosokat iizemeltet. Tegyiik fel, hogy az egy
napon meghibasodé Siemens villamosok szadma Poisson-eloszlast 2 varhato értékkel, mig
az egy napon meghibasod6d CAF villamosok szama Poisson-eloszlasi 1 varhato értékkel, a
Siemensektdl fliggetleniil.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy egy adott napon 6sszesen harom villamos hibasodik
meg? (3 pont)

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy egy adott napon Osszesen k darab villamos hibasodik
meg? (4 pont)

(c) Mennyi az egy napon meghibasodo villamosok szaménak varhato értéke? (3 pont)

(3) Hanna minden nap a tobbitdl fiiggetleniil 0,4 valoszintiséggel négyes, 0,6 valosziniiséggel
hatos villamossal érkezik az egyetemre. Tegyiik fel, hogy egy honapban hiisz tanitasi nap
van.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy egy honap alatt pontosan & tanitasi napon érkezik hatos
villamossal? (4 pont)

(b) Feltéve, hogy az egy honap alatt tizendtszor jott négyessel és 6tszor hatossal, mennyi
a valoszintsége, hogy a honap utols6 harom tanitasi napjan négyessel érkezett? (6
pont)

(4) Egy étteremben otféle menii koziil lehet valasztani. Egy tizf6s tarsasagbol mindenki a
tobbiektd] fiiggetleniil 1/5 valoszintiséggel valasztja mindegyiket. Mennyi a valoszintisége,
hogy a szakacsnak mind az 6tféle ételbdl kell készitenie? (10 pont)

(5) Harom teniszjatékos jatszik mérkGzéseket. Elgszor Anna jatszik Bélinttal, majd minden
mérkézés utan a kimarado jatékos a gydztessel. Minden mérkézésen a tobbitdl fiiggetleniil
mindkét jatékos 1/2 valoszintiséggel nyer. Addig jatszanak, amig valaki két mérkézést nem
nyer kozvetleniil egyméas utan. Mennyi annak valoszintsége, hogy Anna lesz ez?

A megoldasokat indokolni kell. Az elégséges hatara 15 pont, ennél alacsonyabb pontszam esetén
potzh-t kell irni. Ponthatarok két zh utan: 40, 53, 66, 79.

A pontszamok a neptun — kurzusok — valdészintiségszamitas gyakorlat — feladatok rovataban
lesznek elérhetdk.

Plusz feladatok 4—4 pontért

(1) Két doboz koziil az els6ben k darab fehér és m darab piros, a masodikban m darab fehér és k
darab piros goly6 van (k,m > 1 egészek). Visszatevéssel hizunk az alabbi szabély szerint: ha a
kihizott golyo fehér, akkor a kivetkez6 hiizasnal az els6é dobozt, ha piros, akkor pedig a masodik
dobozt hasznaljuk. (Az els6 golyot az elsé dobozbol hizzuk.) Mi annak a valoszintsége, hogy
az n-edik hizéasnal fehér golyot hiizunk? Létezik-e ennek a mennyiségnek a hatarértéke, midén
n — oo? Ha igen, mi az?

P

2-hosszi ciklusok szdmaéanak eloszlasat. Mi a hatareloszlés, ha n — oo?




1. zarthelyi dolgozat, valészintiségszamitas, 2017. oktéber 19.

(1) Tizszer dobunk egy szabalyos dobokockaval. Mennyi a valoszintisége, hogy minden szam
szerepel? (10 pont)

(2) Tegyiik fel, hogy egy versenyen a sportolok 10%-a doppingol. A teszt a doppingolast 80%
valoszintiséggel mutatja ki, viszont a doppingszert nem hasznalok mintajat 3% valoszind-
séggel tévesen szabalytalannak jelzi. Feltéve, hogy egy véletlenszerten véilasztott sportold
mintajaban doppingszer hasznalatat mutattak ki, mennyi a valdsziniisége, hogy valoban
doppingolt? (10 pont)

(3) Anna és Balint szabalyos dobokockaval dobnak. Anna nyer, ha a 66 sorozat el6bb jelenik
meg, mint a 42 sorozat (a két szam kozvetleniil egymas utan), kiilonben Bélint a gydztes.
Mennyi a valészintisége, hogy Anna nyeri a jatékot? (10 pont)

(4) Szazszor feldobunk egy szabélyos dobokockat.

(a) Mennyi 42-k szamanak véarhato értéke, vagyis varhatéan hényszor lesz négyes utan
kettes? (5 pont)

(b) Mennyi a 666-ok szaméanak varhato értéke, vagyis varhatéan hanyszor szerepel harom
hatos egymas utan? (A 6666 két elsfordulasnak szamit.) (5 pont)

(5) Tegyiik fel, hogy a metrovonalakon minden nap a tébbitdl fiiggetleniil p valosziniiséggel
van baleset. Jelolje X, hogy mostant6l hanyadik napon lesz elGszor baleset. Szamitsuk ki
lim, o P(p - X, < t) valosziniséget.

A megoldasokat indokolni kell. Az elégséges hatara 15 pont, ennél alacsonyabb pontszam esetén
potzh-t kell irni. Ponthatarok két zh utan: 40, 53, 66, 79.

A pontszamok a neptun — kurzusok — valdszintiségszamitas gyakorlat — feladatok rovataban
lesznek elérhetdk.

Plusz feladatok 4—4 pontért

(1) Két doboz koziil az elsGben k darab fehér és m darab piros, a masodikban m darab fehér és k
darab piros goly6 van (k,m > 1 egészek). Visszatevéssel huzunk az alabbi szabély szerint: ha a
kihizott golyo fehér, akkor a kivetkez6 hiizasnal az els6 dobozt, ha piros, akkor pedig a masodik
dobozt hasznaljuk. (Az els6 golyot az elsé dobozbol huzzuk.) Mi annak a valészintisége, hogy
az n-edik hizéasnél fehér golyot hiizunk? Létezik-e ennek a mennyiségnek a hatarértéke, midén
n — oo? Ha igen, mi az?

P

2-hosszi ciklusok szamanak eloszlasat. Mi a hatareloszlas, ha n — oo?



Megoldasok.

(1)

Egy betegségben a lakossag 3%-a szenved. Az erre szolgald vizsgalaton az egészséges em-
berek 2%-at tévesen betegnek diagnosztizaljak, mig a betegséget 1% valoszintiséggel nem
veszik észre. Péter részt vesz a vizsgalaton, azt az eredményt kapja, hogy nem beteg.
Mennyi a valoszintisége, hogy Péter valoban egészséges? (10 pont)

Legyen A az az esemény, hogy Pétert egészségesnek mutatja a vizsgalat, B; az az esemény,
hogy Péter egészséges, mig By az az esemény, hogy Péter beteg. By és By komplementerek,
igy teljes eseményrendszert alkotnak, és hasznalhaté Bayes tétele:

P(A|B,)P(B,) B 0,98-0,97
(A|B))P(B,) + P(A|By)P(By)  0,98-0,97 +0,01-0,03

P(Bi|4) = 5 = 0,9997.

Tehat annak valoszintisége, hogy Péter egészséges, feltéve, hogy egészségesnek mutatja a
vizsgalat, 0,9997.

Egy kozlekedési tarsasag Siemens és CAF villamosokat iizemeltet. Tegyiik fel, hogy az egy
napon meghibasod6 Siemens villamosok szama Poisson-eloszlast 2 varhato értékkel, mig
az egy napon meghibasod6d CAF villamosok szama Poisson-eloszlast 1 varhato értékkel, a
Siemensektdl fliggetleniil.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy egy adott napon Osszesen harom villamos hibasodik
meg? (3 pont)

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy egy adott napon Osszesen k darab villamos hibasodik
meg? (4 pont)

(c) Mennyi az egy napon meghibésodo villamosok szaméanak varhato értéke? (3 pont)

Legyen X a meghibasodott Siemens villamosok, mig Y a meghibasodott CAF villamosok

szama. Legyen B; az az esemény, hogy Y = [, ahol | = 0,1,.... Igy (B;) teljes esemény-
rendszer pozitiv valdszintiségli eseményekbdl, alkalmazhatjuk a teljes valoszintiség tételét:

00 k
PX+Y =k) =) PX+Y =kY =DP(Y =0)=)_
1=0 =0

PX =k—1Y =1
P(Y =)

P(Y =1).

Mivel X és Y fiiggetlenek, a tort szamlaloja szorzatta bomlik, és lehet egyszertsiteni.
Ezutan hasznaljuk, hogy X Poisson-eloszlasti A = 2 paraméterrel (mert E(X) =\ = 2), és
Y Poisson-eloszlasa p = 1 paraméterrel (hasonloképpen). Vagyis:

k 3k _

PX 1y =k =3 2 2l S DU
Wey=h =) g w2 )P

a binomialis tétel alapjan. Tehat annak valosziniisége, hogy egy napon pontosan 3 villamos

hibasodik meg:
3

P(X+Y:3)=%-33:0,224.

Annak valészintisége, hogy pontosan k villamos hibasodik meg:

6—3

P(X +Y =k) = —

. 3k

azaz X + Y Poisson-eloszlasit A = 3 paraméterrel. Altalaban is: ha X és Y fiiggetlen
Poisson-eloszlasi valoszintiségi valtozok, akkor X 4+Y Poisson-eloszlasi, a paramétere pedig
az X és'Y paraméterének Gsszege.

Az 6sszesen meghibdsodé villamosok szamanak varhaté értéke:

EX+Y)=EX)+EY)=2+1=3.



(3)

Hanna minden nap a tobbitél fiiggetleniil 0,4 valoszintiséggel négyes, 0,6 valoszintiséggel
hatos villamossal érkezik az egyetemre. Tegyiik fel, hogy egy honapban hiisz tanitasi nap
van.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy egy honap alatt pontosan & tanitasi napon érkezik hatos
villamossal? (4 pont)

(b) Feltéve, hogy az egy honap alatt tizendtszor jott négyessel és 6tszor hatossal, mennyi
a valoszinisége, hogy a honap utolsd harom tanitasi napjan négyessel érkezett? (6
pont)

A hatos villamossal érkezések szamanak eloszlasa (melyet jeloljink X-szel) binomiélis el-
oszlast n = 20 renddel és p = 0, 6 paraméterrel. Tehat annak valésziniisége, hogy pontosan
k napon érkezik hatos villamossal:

20
P(X =k) = (k)o,Gk 0,477k,
Ezutan az alabbi feltételes valoszintiséget kell kiszamitani:

P({utolsé6 harom nap négyes} N {X = 5})
P(X = 5)

P(utols6 harom nap négyes| X = 5) =

Az, hogy az utols6 harom nap négyessel érkezett, és Gsszesen Otszor jott hatossal, azt jelenti,
hogy az els6 tizenhét nap alatt 6tszor jott hatossal, és az utols6 harom nap mindegyikén
négyessel. Az elsé tizenhét napon a hatossal vald érkezések szama binomiélis eloszlasu
n = 17 renddel és p = 0, 6 valoszintiséggel. Az utols6 harom nap pedig fiiggetlen egymastol
és az els6 tizenhét naptol is. Igy

()-0.67-0,420.4 ()
(250)07 6>-0,4% N (250)

P(utols6 harom nap négyes| X = 5) = =0, 399.

Egy étteremben oOtféle menii koziil lehet valasztani. Egy tizf6s tarsasagbol mindenki a
tobbiektdl fiiggetleniil 1/5 valoszintiséggel valasztja mindegyiket. Mennyi a valoszintsége,
hogy a szakacsnak mind az 6tféle ételbdl kell készitenie? (10 pont)

Legyen A, az az esemény, hogy az ¢. meniit senki sem valasztja, és alkalmazzuk erre a
szitaformulat (Poincaré-formulat):

5 5 5 5 5\ (5 — k)10
_ _ k+1 _ k41 —
G0 -] o[ ()]
i=1 i=1 k=1 k=1
hiszen
Sk= Y  P(A;NA,N...NA4,),
1<i1 <. < <5
amely Osszegnek (2) tagja van, annak valoszintisége pedig, hogy az 11,19, ...,7; menik

egyikét sem valasztjak, (5 — k)0 /50,

Harom teniszjatékos jatszik mérkézéseket. ElGszor Anna jatszik Balinttal, majd minden
mérkézés utan a kimarado jatékos a gy6ztessel. Minden mérkézésen a tobbitdl fliggetleniil
mindkét jatékos 1/2 valosziniiséggel nyer. Addig jatszanak, amig valaki két mérkézést nem
nyer kozvetleniil egyméas utan. Mennyi annak valoszintisége, hogy Anna lesz ez?

Az alabbi allapotokat kiilénboztetjiik meg (Anna szempontjabol nézve a jatékot):



0: a jaték kezdete, innen 1/2 valdszintiséggel oda keriiliink, hogy Anna mar nyert
egyszer (ez lesz A), 1/2 valoszintséggel az x4 allapotba keriiliink, ami azt jelenti,
hogy a legutébbi mérkézést valamelyik méasik jatékos nyerte Anna ellen.

e Az Aéllapotbol Anna tjra jatszik, 1/2 valoszintiséggel 6 lesz a végss gy6ztes, kiillonben
az x4 allapotba keriiliink.

e Az x4 allapotbol 1/2 valoszintiséggel x djra nyer, vége a jatéknak, de nem Anna lett
a gy6ztes. Kiilonben az y, allapotba keriiliink, vagyis y nyerte a legutobbi meccset x
ellen.

e Az y, allapot utan Anna jatszik y-nal 1/2 valoszintiséggel y Gjra nyer, vége a jatéknak,
de nem Anna lett a gy6ztes. Kiilonben a kdvetkezé mérkézésen Anna nyer, és az A
allapotba jutunk.

Ha most p, jeloli annak valosziniiségét, hogy az a allapotbél Anna nyeri a jatékot, a teljes
valoszintiség tétele alapjan az alabbi egyenletrendszert irhatjuk fel:

J— 1 _"_ 1 .
bo = 2pA QPan
1 1
pa = § + ipJJAa

1
B 1
Py, = 2pA-

Ezt megoldva py = %, Day = %, és pg = % adodik. Vagyis annak valészintisége, hogy Anna
nyeri a jatékot, 5/14.



(1)

Tizszer dobunk egy szabalyos dobokockaval. Mennyi a valdsziniisége, hogy minden szidm
szerepel? (10 pont)

Legyen A; az az esemény, hogy az i szam nem szerepel (i = 1,...,6), és alkalmazzuk erre
a szitaformulat (Poincaré-formulat).

f(Us) -1-(Ua) -1 [Bovs] o [erm () 45)

k=1 1
hiszen
Sk= Y P(A;NA,N...N4,),
1<i1 <...<i, <6
amely 0Osszegnek (2) tagja van, annak valoszintsége pedig, hogy az iy,1s,...,%; szdmok

egyike sem szerepel, (6 — k)'°/610.

Tegyiik fel, hogy egy versenyen a sportolok 10%-a doppingol. A teszt a doppingolast 80%
valoszintiséggel mutatja ki, viszont a doppingszert nem hasznalok mintajat 3% valoszint-
séggel tévesen szabalytalannak jelzi. Feltéve, hogy egy véletlenszerten véilasztott sportold
mintajaban doppingszer hasznalatat mutattak ki, mennyi a valdsziniisége, hogy valéban
doppingolt? (10 pont)

Legyen A az az esemény, hogy a sportolé mintajaban kimutattak a doppingszert, B; az
az esemény, hogy doppingolt, mig By az az esemény, hogy nem doppingolt. B; és B,
komplementerek, igy teljes eseményrendszert alkotnak, és hasznalhaté Bayes tétele:

P(A|B))P(B,) B 0,8-0,1
(A|B))P(B;) + P(A|By)P(By)  0,8-0,1+0,03-0,9

P(Bi|A) = 5 =0, 748.

Tehat annak valoszintisége, hogy a sportold doppingolt, feltéve, hogy ezt mutatta a vizsga-
lat, 0, 748.

Anna és Bélint szabélyos dobokockaval dobnak. Anna nyer, ha a 66 sorozat el6bb jelenik
meg, mint a 42 sorozat (a két szam kozvetleniil egymas utan), kiilonben Bélint a gy&ztes.
Mennyi a valészintisége, hogy Anna nyeri a jatékot? (10 pont)

Az alabbi allapotokat kiilonboztetjiik meg.

e (: vagy nem volt még dobéas, vagy az eddigi utolsé szamjegy 1, 2, 3 vagy 5, de még
nem ért véget a jaték.

e 4: az eddigi utols6 dobés 4.
e 6: az eddigi utolsé dobas 6.

A 0 allapotbol 1/6 valoszintiséggel a 4-be, 1/6 valészintiséggel a 6-ba, kiilonben sajat ma-
gaba keriiliink vissza, ekkor még nem érhetett véget a jaték. A 4 allapotbodl a 2-es dobassal
Balint nyer, a 6-os dobéssal a 6 allapotba keriiliink, kiilonben a 0-ba. A 6 allapotbdl 6-os
dobéassal Anna nyer, 4-es dobéssal a 4-be keriiliink, kiilonben a 0-ba. Legyen p; annak
valoszintisége, hogy az i allapotbél indulva Anna nyer. A teljes valosziniiség tétele alapjan
az alabbi egyenletrendszert irhatjuk fel:

B 1 n 1 n 2 .
Po = 6p4 6176 3]907
J— 1 _|_ 2 .
Pa = 62% 3]?0,
B 1 n 1 n 2
Pe = 6 6]94 3290-

Az egyenletrendszert megoldva py = 3/16 adodik, ez tehat annak valészintisége, hogy Anna
nyeri a jatékot.



(4)

Szazszor feldobunk egy szabélyos dobokockat.

(a) Mennyi 42-k szaménak véarhaté értéke, vagyis varhatéan hanyszor lesz négyes utan
kettes? (5 pont)

(b) Mennyi a 666-ok sziméanak varhato értéke, vagyis varhatéoan hanyszor szerepel harom
hatos egymas utan? (A 6666 két elsfordulasnak szamit.) (5 pont)

Legyen X; = 1, ha az i. dobas 4, és az i + 1. dobas 2, és legyen X; = 0 kiilénben (i =

1,2,...,99). Mivel P(X; =1) = 55, és X = S X, megegyezik a 42-k szamaval:

99 99 99
E(X) = E(in) = E(X;) = 2 =25
i=1 =1

A (b) feladat hasonloképpen oldhatod meg, most X;-t csak i = 1,...,98-ra definialjuk, és az
értéke akkor 1, ha az i.,7 4 1.,7 4 2. dob&sok mind hatosok. Ez alapjan a 666-ok szamanak

varhaté értéke:
98 98 98
E(X) = E(ZXi) = E(X;) = 5 = 0.45.
=1 =1

Tegyiik fel, hogy a metrovonalakon minden nap a tobbitdl fiiggetleniil p valoszintiséggel
van baleset. Jelolje X, hogy mostantol hanyadik napon lesz elGszor baleset. Szamitsuk ki
lim, o P(p - X, < t) valoszintiséget.

Rogzitett p mellett X, geometriai eloszlasti p paraméterrel. Ezért k = 1,2,... egészekre
P(X,=k)=(1-p*'p = PX,<k=1-(1-pk"

vagy Osszegzéssel, vagy a kovetkezéképpen: az, hogy X, > k, azt jelenti, hogy az els6 k nap
egyikén sem volt baleset, aminek a valoszinisége (1 — p)*.

Ez alapjan rogzitett p-re és t > O-ra
P(p-X, <t)=P(X, <t/p)=P(X, < [t/p] —1)=1— (1 —p)l/PI-1,

Mivel
(1—p)t? < (1—p)l/PI=t < (1 —p)i/7,

és mindkét kifejezésnek p — 0 esetén e~! a limesze, azt kapjuk, hogy

. 1t
;%P(p X, <t)=1—e".



Plusz feladatok 4—4 pontért

(1) Két doboz koziil az els6ben k darab fehér és m darab piros, a masodikban m darab fehér és k
darab piros goly6 van (k, m > 1 egészek). Visszatevéssel hiizunk az alabbi szabély szerint: ha a
kihuzott golyo fehér, akkor a kévetkezd hiizasnal az els6 dobozt, ha piros, akkor pedig a masodik
dobozt hasznaljuk. (Az els6 golyot az elsé dobozbol hiizzuk.) Mi annak a valészintisége, hogy
az n-edik hizasnal fehér golyot hizunk? Létezik-e ennek a mennyiségnek a hatarértéke, midén
n — oo? Ha igen, mi az?

Jelolje p, annak valoszintségét, hogy az n. lépésben az elsé dobozbol hizunk golyot. Tudjuk,
hogy p; = 1, és a teljes valoszintiség tétele alapjan (arra a két eseményre, hogy az n. 1épésben
az elsé vagy a masodik dobozbol hiuztunk-e) az alabbi rekurziot kapjuk:

k m k—m m

— o > 2).
P Xy (n22)

Ebbe behelyettesitve az n — 1-re, n — 2-re stb. vonatkozd hasonld Osszefiiggést, azt kapjuk,

hogy
_(k—m el L_m 2 k—m\’
o= \nyk) B m+kg \m+k)

A meértani sorozat 0sszegére vonatkozo képlet alapjan tehat

Pn = (k_m)n_l - (%>n_1_1.

m+ k otk kom

Mivel k,m > 0, a (k —m)/(m + k) tort abszolat értéke egynél kisebb, az n. hatvanyaibol allo
sorozat nulldhoz tart, amibél pedig azt kapjuk, hogy

m —1 m_ —(m+k) 1

P

2-hossza ciklusok szaménak eloszlasat. Mi a hatéareloszlas, ha n — oo?
Minden 1 <14 < j < n szampdrra legyen A, ; az az esemény, hogy az ¢ és j elemek egy 2 hosszi

P

Erre az n(n — 1)/2 eseményre alkalmazzuk a Jordan-formulat:

n(n—1)/2

P(X,=k)= Y (—1)r(k Z T) S

r=0

Tehat Si-t kell meghataroznunk (majd ¢ helyére k + -t helyettesitiink). A P(A;, ;,N...NA4;, )
esemény valoszintisége 0, ha a felsorolt indexek k6zott vannak azonosak, hiszen egy elem nem
lehet benne két kiilonb6z6 cserében is. Ha a felsorolt indexek mind kiilonb6zék, ennek az
eseménynek a valoszintsége:

(n —2t)!
n!

}P)(Ailvjl ﬂ “e . ﬂ Aitvjt) -

hiszen a metszettel a felsorolt 2t elem képét eldirtuk, a tobbit (n — 2t)!-féleképpen lehet per-
mutélni, az Gsszes (egyformén valészini) lehetGség szama pedig n!. Most meg kell szamolnunk,
hényféleképpen lehet a kiilonboz6 ig, js parokat kivalasztani (a sorrend nem szamit). Elgszor
véalasszuk ki, hogy az n elem koziil melyik 2t fog szerepelni, erre (;) lehetGség van. Ezutan a
legkisebb indexti elem parja 2t — 1-féle lehet. Barmit is valasztottunk, a még szabadok koziil a

legkisebb indext parja 2t —3-féle lehet. Ezt folytatva, a 2t elemet (2¢—1)(2t—3)...1 = (2t—1)!l-
feleképpen tudjuk parokba rendezni. Tehat az S;-ben a nem nulla tagok szama (;lt) (2t — 1)



Mindezek alapjan

[n/2]-k B Y
B =)= 3 (5 () 2 - etk ) -3y 2

Egyszertsitések utan:

n/2] =k k+r 1
P(X,=k)= 3 (—1)< N )2(k+r)-(2(k‘+7“)—2)---2

B szk(_l)r k+r 1
- k 2k4(k +7)!

r=0
1 [n/2|—k

o1
ok . k! Z (=1) or . pl’

r=0

Ha most rogzitett k& mellett n-nel végtelenhez tartunk, a exp(—1/2) Taylor-sora jelenik meg,
vagyis

: 1 _
lim P(X, = k) = 57— - 2 (k=0,1,...).

Ez az 1/2 paraméterii Poisson-eloszlas, ez lesz tehat a hatéareloszlés.



