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Bevezetés

Célok:

@ véletlen folyamatok modellezése;

kisérletekbél, felmérésekbsl szarmazé adatok elemzése;

ismeretlen mennyiségek becslése a mérések alapjan;

hipotézisek ellen6rzése vagy cafolata;

multbeli adatok alapjan a jovébeli folyamatok elérejelzése.



Bevezetés

Célok:

@ véletlen folyamatok modellezése;

kisérletekbél, felmérésekbsl szarmazé adatok elemzése;

ismeretlen mennyiségek becslése a mérések alapjan;

hipotézisek ellen6rzése vagy cafolata;

multbeli adatok alapjan a jovébeli folyamatok elérejelzése.

Alkalmazasi teriiletek:

@ informatika: adatok feldolgozasa, el6rejelzés, sorbanallas elmélete

@ él6 és élettelen természettudomanyok, tarsadalomtudomanyok: kisérleti ered-
mények értelmezése;

@ gazdasagi folyamatok elemzése, biztositas— és pénziigyi matematika.
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Példa: két szabalyos kockadobés

Két szabélyos dobdkockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel. Mennyi a val6szi-
niisége, hogy a dobott szdmok Gsszege 77



Példa: két szabalyos kockadobés

Két szabélyos dobdkockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel. Mennyi a val6szi-
niisége, hogy a dobott szdmok Gsszege 77

@ Mindkét dobas hatféle lehet: 6 - 6 = 36, vagyis 36 darab dobassorozat van.
@ A dobassorozatok egyforman valészintiek: mindegyiknek 1/36 a valésziniisége.
@ A kedvez6 dobassorozatok szama: 6.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Tehat P(az Gsszeg 7) = 6/36 = 1/6.



Példa: két hatos

Négy szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valdsziniisége, hogy pontosan két
hatos lesz?



Példa: két hatos
Négy szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valdsziniisége, hogy pontosan két
hatos lesz?

@ Mind a négy dobas hatféle lehet: 6-6-6-6 = 6* = 1296 dobassorozat van.

@ A dobassorozatok egyforman valészindek.

@ A kedvezs dobassorozatok szama: (‘2‘) -5 .5 =150.

6611 6161 ... 1166
6612 6162 ... 1266
6621 6261 ... 2166
6655 6565 ... 5566

25 25 e 25



Példa: két hatos
Négy szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valdsziniisége, hogy pontosan két
hatos lesz?

@ Mind a négy dobas hatféle lehet: 6-6-6-6 = 6* = 1296 dobassorozat van.

@ A dobassorozatok egyforman valészindek.

@ A kedvezs dobassorozatok szama: (‘2‘) -5 .5 =150.

6611 6161 ... 1166
6612 6162 ... 1266
6621 6261 ... 2166
6655 6565 ... 5566
25 25 e 25

A hatosokat (3) = 6-féleképpen helyezhetjiik el, a maradék két dobas pedig 55 =
25-féle lehet. A valasz 150/1296 = 0, 116.



Példa: véletlen bitsorozat

Tekintsiink egy 8 bit hosszl véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az &sszes 0 —1

sorozat egyforman valdszin(). Mennyi a valésziniisége, hogy pontosan 3 darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111
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Tekintsiink egy 8 bit hosszl véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az &sszes 0 —1

sorozat egyforman valdszin(). Mennyi a valésziniisége, hogy pontosan 3 darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111

@ Mind a 8 bit kétféle lehet: 28 = 256 lehetséges bitsorozat van.

@ A sorozatok egyforman valészintek.



Példa: véletlen bitsorozat

Tekintsiink egy 8 bit hosszl véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az &sszes 0 —1
sorozat egyforman valdszin(). Mennyi a valésziniisége, hogy pontosan 3 darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111

@ Mind a 8 bit kétféle lehet: 28 = 256 lehetséges bitsorozat van.

@ A sorozatok egyforman valészintek.

® A kedvezs bitsorozatok szama: (3) = &6 = 56, hiszen ennyiféleképpen

valaszthatjuk ki a harom darab egyes helyét a 8 lehet&ségbdl.

@ Tehat:

1
P(pontosan 3 darab egyes lesz benne) = (i) 5% = % =0,219.



Példa: véletlen bitsorozat

Tekintsiink egy n bit hosszi véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az dsszes 0 —1

sorozat egyforman valészini). Mennyi a val6sziniisége, hogy pontosan k darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111



Példa: véletlen bitsorozat

Tekintsiink egy n bit hosszi véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az dsszes 0 —1

sorozat egyforman valészini). Mennyi a val6sziniisége, hogy pontosan k darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111

@ Mind az n bit kétféle lehet: 2" lehetséges bitsorozat van.

@ A sorozatok egyforman valészintek.



Példa: véletlen bitsorozat

Tekintsiink egy n bit hosszi véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az dsszes 0 —1
sorozat egyforman valészini). Mennyi a val6sziniisége, hogy pontosan k darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111

@ Mind az n bit kétféle lehet: 2" lehetséges bitsorozat van.
@ A sorozatok egyforman valészintek.

® A kedvez§ bitsorozatok széma: () = W, hiszen ennyiféleképpen va-
laszthatjuk ki a k darab egyes helyét az n lehet8séghdl.

@ Tehat: .
P(pontosan k darab egyes lesz benne) = (:) o



Példa: véletlen bitsorozat

Tekintsiink egy n bit hosszi véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az dsszes 0 —1
sorozat egyforman valészini). Mennyi a val6sziniisége, hogy pontosan k darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111

@ Mind az n bit kétféle lehet: 2" lehetséges bitsorozat van.
@ A sorozatok egyforman valészintek.

® A kedvez§ bitsorozatok széma: () = W, hiszen ennyiféleképpen va-
laszthatjuk ki a k darab egyes helyét az n lehet8séghdl.

@ Tehat:

1
P(pontosan k darab egyes lesz benne) = (:) o

Binomialis eloszlas: k =0,1,....n, px = (})p*(1 — p) .



Példa: 16 hosszi véletlen bitsorozat

Valészinlségek

015

010

005

000

16\ 1
P(pontosan k darab egyes lesz benne) = < )—

Egyesek

8 9 10 11 12 13 14 15 16

Lehetséges értékek

1. abra. Az egyesek szamanak eloszlasa
] = -

DA



Visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztalyban 8 balkezes és 25 jobbkezes gyerek van. Tornadran véletlenszeriien
kivalasztanak egy hatf6s csapatot (minden hatfés csoportot azonos valésziniiséggel
valasztanak). Mennyi a val6sziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan két
balkezes gyerek van?



Visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztalyban 8 balkezes és 25 jobbkezes gyerek van. Tornadran véletlenszeriien
kivalasztanak egy hatf6s csapatot (minden hatfés csoportot azonos valésziniiséggel
valasztanak). Mennyi a val6sziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan két
balkezes gyerek van?

P(pontosan két balkezes) =




Visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztalyban 8 balkezes és 25 jobbkezes gyerek van. Tornadran véletlenszeriien
kivalasztanak egy hatf6s csapatot (minden hatfés csoportot azonos valésziniiséggel
valasztanak). Mennyi a val6sziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan két
balkezes gyerek van?

P(pontosan két balkezes) =

Egy dobozban N goly6 van, koziiliik M fekete, a tobbi fehér. Visszatevés nélkiil
kihaznak n darabot (minden hizasnal minden, még a dobozban lévs goly6t azonos
val6szin(iséggel valasztva). Tegyiik fel, hogy n < M és n < N — M. Annak
valdsziniisége, hogy pontosan k darab fekete golyét hiznak ki:

() - (=)
()

A kihazott fekete golydk szama hipergeometrikus eloszlasi.

P(pontosan k fekete) =



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

8 balkezes, 25 jobbkezes, hatfés csapatot vélasztanak.

(i) ) (62—5k).
(%)

P(pontosan k balkezes) =

Hipergeometrikus eloszlés

0 1 2 3 4 5 6

Lehetséges értékek

Valészinis
000 005 040 0.5 020 025 030 035

2. abra. A balkezes csapattagok szamanak eloszlasa



Példa: geometriai valdszinliség

Egy R = 30 cm sugar( céltablara |6viink. Feltételezziik, hogy a l6vedék biztosan
eltaldlja a céltablat, és a 16vés helye véletlenszeriien, egyenletesen helyezkedik el.

A céltabla kézépsé r = 5 cm sugar(i korlemeze 10 pontot ér. Mennyi a val6szin(-
sége, hogy sikeriil 10 pontot elérni?



Példa: geometriai valdszinliség

Egy R = 30 cm sugar( céltablara |6viink. Feltételezziik, hogy a l6vedék biztosan
eltaldlja a céltablat, és a 16vés helye véletlenszeriien, egyenletesen helyezkedik el.

A céltabla kézépsé r = 5 cm sugar(i korlemeze 10 pontot ér. Mennyi a val6szin(-
sége, hogy sikeriil 10 pontot elérni?

_ Ateriilete  r2m 1

PA) = ———— = — = —.
(4) Q terillete  R27m 36



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Definici6
Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezd, ha
@ Q nem iires halmaz;
o AC P(Q), azaz minden A € A-ra A C Q dgy, hogy
(i) Qe A;
(i) haAi,As,... € A, akkor| ]~ Ay € A (azaz megszamlilhato sok A-beli
elem unidja is A-beli);
(i) ha A € A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is
A-beli.
e P: A — [0,1] fiiggvény, melyre
(i) P(Q) =1;
(i) ha A1, Ay, ... € Aésmindenl <i< j-re AiNA; =10, akkor

o(n) - Srin

n=1




A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6

@ (): eseménytér vagy elemi események halmaza.

Q elemei (w € Q): elemi események.

@ A: események halmaza (vagy események o-algebraja).

A elemei (A € A): események.

IP: val6szintiség (probability).

Q esemény neve: biztos esemény.

() (iires halmaz) esemény neve: lehetetlen esemény.

@ Ac Aés B e A kizaré események, ha AN B = (), azaz nincs olyan w € A,
melyre w € B is teljesiil.

(22, A, P) olyan mértéktér, ahol P(Q) = 1 teljesiil, P pedig egy mérték.



Példa: Kolmogorov-féle valdsziniiségi mez6

0 Q = {(x,y) € R? : {/x2+y2 < 30}, A az Q megfelel§ részhalmazai,
A={(x,y) eR?: /x? +y? <5}, és P(A) = 1/36.

© Q = {8 hossz bitsorozatok}, A = Q &sszes részhalmaza, P(w) = 1/256
minden w € Q elemi eseményre/bitsorozatra.
A esemény: pontosan 3 egyest kapunk, ekkor P(A) = 56/256 = 0, 219.

e Q = {hatfés csapatok}, A = Q &sszes részhalmaza, P(w) = (313) minden
6

w € £ elemi eseményre.

8) (25
A esemény: pontosan két balkezes keriil a csapatba; P(A) = (223%‘)
6

=0,319.



Példa: Kolmogorov-féle valdsziniiségi mez6

0 Q = {(x,y) € R? : {/x2+y2 < 30}, A az Q megfelel§ részhalmazai,
A={(x,y) eR?: /x? +y? <5}, és P(A) = 1/36.

© Q = {8 hossz bitsorozatok}, A = Q &sszes részhalmaza, P(w) = 1/256
minden w € Q elemi eseményre/bitsorozatra.
A esemény: pontosan 3 egyest kapunk, ekkor P(A) = 56/256 = 0, 219.

e Q = {hatfés csapatok}, A = Q &sszes részhalmaza, P(w) = (313) minden
6

w € £ elemi eseményre.

8) (25
A esemény: pontosan két balkezes keriil a csapatba; P(A) = (223%‘)
6

=0,319.

Az utébbi két eset klasszikus valésziniiségi mezg: minden elemi esemény egyfor-
man valdszindi.



A valészintiségek kombinatorikai kiszamitasi médja

Tegyiik fel, hogy az (2, A,P) Kolmogorov-féle val6szinitiségi mezére az alabbiak
teljesiilnek (klasszikus val6sziniiségi mezg):

o Q véges sok elembdl all: Q = {w,...,wn}.

@ A az Q Gsszes részhalmazabdl all.

@ P(w) = X minden w € Q-ra, azaz az elemi események valészintisége egyenls.



A valészintiségek kombinatorikai kiszamitasi médja

Tegyiik fel, hogy az (2, A,P) Kolmogorov-féle val6szinitiségi mezére az alabbiak
teljesiilnek (klasszikus val6sziniiségi mezg):

@ Q véges sok elembdl all: Q = {w,...,wa}.

@ A az Q Gsszes részhalmazabdl all.

@ P(w) = X minden w € Q-ra, azaz az elemi események valészintisége egyenls.
llyenkor tetszéleges A € A eseményre

A elemeinek szama  |A|

P(A) = =
(4) Q elemeinek szama  |Q|

két kockadobads, véletlen bitsorozat, visszatevés nélkili mintavétel.



A valészin(iség elemi tulajdonsagai

Legyen (9, A, P) Kolmogorov-féle valésziniiségi mezé.
Definicié
Legyenek A, B € A események.

@ Unio: AUB={weQ:weAvagywe B}

® Metszet: ANB={weQ:weAéwe B}
Komplementer/ellentett esemény: A= {w € Q:w ¢ A}.
Kiilénbség: B\A={weQ:we Béw¢A}

@ A maga utin vonja B-t, ha minden w € A-ra w € B is teljesiil. Jel6lés:
ACB.

v




A valészin(iség elemi tulajdonsagai

Allitas (Komplementer valésziniisége)

Ha A € A esemény, akkor P(A) = 1 — P(A).

Allitas (Kiilsnbség valésziniisége)

Tetszéleges A, B € A eseményekre P(B) = P(AN B) + P(B\ A).




A valészin(iség elemi tulajdonsagai

Allitas (Komplementer valésziniisége)

Ha A € A esemény, akkor P(A) = 1 — P(A).

Allitas (Kiilsnbség valésziniisége)
Tetszéleges A, B € A eseményekre P(B) = P(AN B) + P(B\ A).

Allitas (Tartalmazas)

Ha az A, B € A eseményekre A C B, akkor P(A) < P(B).




A valészin(iség elemi tulajdonsagai

Allitas (Komplementer valésziniisége)
Ha A € A esemény, akkor P(A) = 1 — P(A).

Allitas (Kiilsnbség valésziniisége)
Tetszéleges A, B € A eseményekre P(B) = P(AN B) + P(B\ A).

Allitas (Tartalmazas)
Ha az A, B € A eseményekre A C B, akkor P(A) < P(B).

Allitas (Szitaformula)
Tetszbleges A, B € A eseményekre teljesiil, hogy

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).




Szitaformulak
Allitas
Tetszbleges A, B, C € A eseményekre teljesiil, hogy
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C) —P(ANB)—
—P(BNC)—P(CNA)+P(AnBNC).




Szitaformulak
Allitas
Tetszbleges A, B, C € A eseményekre teljesiil, hogy
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C) —P(ANB)—
—P(BNC)—P(CNA)+P(ANnBNC).

Legyenek Ay, ..., Ay tetsz6leges események. Ekkor az események unidjanak valé-
szinliségét a kovetkez6képpen szamithatjuk ki:

k k
P(UA)=DP(A) - 3 P(ANAL)+
i=1 i=1

1<iy<in<k
+ > PALNA,NA;L)-
1<ii<ir<iz<k
— A (FDFIP(AL NN A) =

k
= Z(—l)t+1 Z Hb(/4,'1 ﬂA,‘z n ...ﬂA,'k).
t=1

1<ip<ix<..<ig<k



Valészintiségi valtozo

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valdsziniiségi valtozd, ha tetszéleges a < b valds sz4-

mokra
{weQ:a< X(w) < b} e A




Valészintiségi valtozo

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valdsziniiségi valtozd, ha tetszéleges a < b valds sz4-

mokra
{weQ:a< X(w)< b} e A

Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a fitk szdma. Ekkor
Q={FFF,FFL,FLF FLL,LFF LFL LLF LLL};
X(LLL) = 0; X(LLF) = X(LFL) = X(FLL) =1,
X(FFL) = X(FLF) = X(LFF) =2; X(FFF) = 3.

Ekkor P(X = 0) = 1/8,P(X = 1) = 3/8,P(X = 2) = 3/8,P(X = 3) = 1/8.



Példa: a dobott szamok Gsszege

Két szabalyos dobékockaval dobunk. Ekkor €:

11
21
31
41
51
61

Legyen Y : Q — R a dobott szamok Gsszege:

12
22
32
42
52
62

13
23
33
43
53
63

14
24
34
44
54
64

15
25
35
45
55
65

16
26
36
46
56
66

Y(11) =2, Y(12) = Y(21) = 3,. ..,

Y(61) = Y(52) =...= Y(16) = 7,...

,Y(66) = 12.



Példa: a dobott szamok Gsszege
Két szabalyos dobékockaval dobunk. Ekkor €:

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Legyen Y : Q — R a dobott szamok Gsszege:
Y(11) =2,Y(12) = Y(21) =3,...,
Y(61)=Y(52)=...=Y(16) =7,...,Y(66) = 12.
Ekkor

P(Y =2)=1/36,P(Y =3)=2/36,...,P(Y =7) =1/6,...,P(Y =

12) = 1/36.



Példa: a dobott szamok Gsszege

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. A dobott szamok 6sszegének eloszlasa:

Dobott szamok &sszege

o
A
2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12

0.15
1

Valdszinlségek

0.05

0.00

Lehetséges értékek

3. abra. Két kockadobas &sszegének eloszlasa



Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasa

Definicié (Diszkrét valésziniiségi valtozo)

Az X : Q — R valosziniiségi valtozo diszkrét, ha véges sok vagy megszamlalhato
sok értéket vesz fel.

v

Definici6 (Eloszlas)
Legyenek az X valdsziniiségi valtozé lehetséges értékei x1,x2,... € R, és legyen
p,':]P(X:X,') (121,2,)

Ekkor az (x1, p1), (X2, P2), - . . sorozat az X valdsziniiségi valtozo eloszlasa.




Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasa

Az el6z6 példaban: haromszor gyerek sziiletik, X a fiak
szama, mind a 23 = 8 lehet6ség egyforman valészinii.

Ekkor X lehetséges értékei: 0,1,2,3.
P(X=0)=1/8; P(X=1)=3/8, P(X=2)=3/8 PX=3)=1/8.
Mindezek alapjan X eloszlasa az alabbi sorozat:

(0,1/8),  (1,3/8),  (2.3/8),  (3,1/8).

Egyszer dobunk szabalyos dobdkockaval, jeldlje
Y a dobott szdmot. Ekkor Y eloszldsa:

(1,1/6),  (2,1/6),  (3,1/6),  (4,1/6),  (5,1/6),  (6,1/6).



Példa: a gyerekek szamanak eloszlasa.

0 1 2 3

Lehetséges értekek

Valésziniségek

000 005 010 0.5 020 025 030 035

4. abra.
A fink szamanak lehetséges értékei a harom gyerek kéziil
tartozé valdsziniiségek

o

s a hozzajuk

u]
o)
1
n
it

DA



Diszkrét valdszinlségi valtozé varhaté értéke
Definici6 (Varhaté érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valosziniiségi valtozé, melynek eloszlasa

(x1,p1), (X2, P2), - - .. Ekkor X védrhaté értéke:

oo o
E(X) = Zx,-p,-, ha E(X) = Z [xi|pi < oco.
i=1 i=1




Diszkrét valdszinlségi valtozé varhaté értéke
Definici6 (Varhaté érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valosziniiségi valtozé, melynek eloszlasa
(x1,p1), (X2, P2), - - .. Ekkor X védrhaté értéke:

oo o
E(X) = Zx,-p,-, ha E(X) = Z |xi|pi < oo.
i=1 i=1

Legyen X a fitk szdma a harom gyerek koziil. Ekkor

1 3 3 1 12 3
E(X)=0-=+1-—-4+2.24+3.=- = =_—=1,5.
(X) 08+ 8+ 8+ P 8 > )

Legyen Y egy szabalyos dobdkockaval dobott
szam. Ekkor

1 1 1 1 1 1
E(Y)=1--42--43.--44.--45.-46.-=-—-L_35,
(¥) 6+ 6+3 6+ 6+5 6+ 6 6 2 ’




Diszkrét valdszinliségi valtozé szérasa
Definici6 (Szérasnégyzet)

Legyen X : Q — R diszkrét valdszindiségi véltozo, melyre E(X?) létezik. Ekkor X
szorasnégyzete:

D2(X) = E((x - IEX)2>.

Definicié (Széras)
Legyen X : Q — R diszkrét valdsziniiségi véltozo, melyre E(X?) létezik. Ekkor X
szorasnégyzete:

D(X) = IE((X . ]EX)2).

Allitas

Legyen X olyan diszkrét valésziniiségi valtozo, melyre E(X?) létezik. Ekkor

D2(X) = E(X?) - [E(X)]".




Diszkrét valésziniiségi valtozé szérasa

Definicié (Szérasnégyzet)

Legyen X : Q — R diszkrét valdsziniiségi véltozé, melyre E(X?) létezik. Ekkor X
szorasnégyzete:

D%(X) = E((X - ]EX)Q).

Definicié (Széras)
Legyen X : Q — R diszkrét valdsziniiségi valtozé, melyre E(X?) létezik. Ekkor X
szorasnégyzete:

D(X) = IE((X - ]EX)2).

Allitas (A széras kiszamitasa egész értékek esetén)

Legyen X olyan diszkrét valdszintiségi valtozo, melyre E(X?) létezik, és melynek
lehetséges értékei nemnegativ egészek. Ekkor

2

D*(X) = f: K*P(X = k) —E(X)? = i KP(X = k) — [i kP(X = k)}




Diszkrét valdszinliségi valtozé szérasa

Legyen tovabbra is X a fitk szdma harom gyerek koziil:
P(X =0)=1/8; P(X=1)=3/8 P(X=2)=3/8 P(X=3)=1/8.
Diszkrét esetben igy szamolhatunk:
> 1 3 3
EXH) =Y KP(X=k)=0--+1-=+4--49.-="=3,
(X?) kZ:o (X=k)=0-2+1 42409 ¢
Ebbél és a korabbi szamolasbdl

3
D*(X) = E(X?) — [E(X)]® =3—1,52 =3-2,25 = 0,75 = e

Végiil pedig a fitk szdmanak szérésa:

A kockadobas szérasa: D(Y) = 1,7078.



Feltételes valdszintiség
Definicié (Feltételes valésziniiség)

Legyenek A, B € A események, és tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Az A esemény B-re
vonatkozo feltételes valdsziniisége:

P(A|B) = %.




Feltételes valdszintiség
Definicié (Feltételes valésziniiség)

Legyenek A, B € A események, és tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Az A esemény B-re
vonatkozo feltételes valdsziniisége:

P(A|B) = %.

Példa: Gabornak harom gyereke van. Feltéve, hogy pontosan egy fia van, mennyi
a val6szin(isége, hogy a kozépsé gyermeke fia?




Feltételes valdszintiség
Definicié (Feltételes valésziniiség)

Legyenek A, B € A események, és tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Az A esemény B-re
vonatkozo feltételes valdsziniisége:

P(AN B)

P(AIB) =~

Gabornak harom gyereke van. Feltéve, hogy pontosan egy fia van, mennyi
a val6szin(isége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A: a kozéps6 gyerek fit; B: pontosan egy fili van.
. 1
P(A) = P(a kozépsé fit) = >
A P(A|B) feltételes valosziniiséget igy szamolhatjuk ki:

s . P(ANB P(LFL
P(a kdzépsé fit|egy fit van) = (]P’(B) ) = ]P’(FLL(LFL)LLF) =

=1/3.

oo|w|col—




Teljes eseményrendszer

Definicié (Teljes eseményrendszer)

A Bi,B,,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét teljes
eseményrendszernek nevezziik, ha

() UiZ, Bi =
(i) Bi N B;j =0 teljesiil minden 1 < i < j-re;
(i) P(B;) > 0 minden i =1,2,.. .-re.




Teljes eseményrendszer

Definicié (Teljes eseményrendszer)

A Bi,B,,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét teljes
eseményrendszernek nevezziik, ha

() UiZ, Bi =
(i) Bi N B;j =0 teljesiil minden 1 < i < j-re;
(i) P(B;) > 0 minden i =1,2,.. .-re.

Tétel (Teljes valosziniiség tétele)

Legyen A € A tetszbleges esemény, By, Bs, . .. pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

P(A) = Z P(A|Bi)P(B;).




Bayes-tétel

Tétel (Teljes valészintiség tétele)

Legyen A € A tetszbleges esemény, By, B,, . .. pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

o0

P(A) = ) _P(A[B)P(B;).

i=1

Tétel (Bayes-tétel)

Legyen A € A olyan esemény, melyre P(A) > 0, By, Bs, ... pedig teljes esemény-
rendszer. Ekkor minden k = 1,2, .. .-ra teljesiil, hogy

P(A|Bx)P(Bx)

P(BilA) = S== (ajB,)P(B)’




Fliggetlenség

Definicié
Az A, B € A események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A) - P(B).

Ha A, B € A események, és P(B) > 0: A és B pontosan akkor fiiggetlenek, ha
P(A|B) = P(A).




Fliggetlenség

Definicié
Az A, B € A események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A) - P(B).

Ha A, B € A események, és P(B) > 0: A és B pontosan akkor fiiggetlenek, ha
P(A|B) = P(A).

Két szabalyos dobdkockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel.
A: a piros kockaval harmat dobunk.
B: a kék kockaval 6t6t dobunk.

C: a dobott szamok Gsszege 6.



Fliggetlenség

Definicié
Az A, B € A események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A) - P(B).

Ha A, B € A események, és P(B) > 0: A és B pontosan akkor fiiggetlenek, ha
P(A|B) = P(A).

Két szabalyos dobdkockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel.

A: a piros kockaval harmat dobunk.
B: a kék kockaval 6t6t dobunk.

C: a dobott szamok Gsszege 6.

A és B fiiggetlenek.

A és C nem fiiggetlenek, illetve B és C sem fiiggetlenek.



Fliggetlenség

Definicié (Fliggetlenség)

Az Ay, Ay, ..., Ay € A véges sok esemény (teljesen) fiiggetlenek, ha minden
1<k<nreésl<ig<ih<...<lip<n-re

]P)(A,'1 N A,'2 n...N A,'k) = ]P’(A,'1 )]P’(A,'z) .. .IP(A,"().

Az A1, Ay, ... € A megszamlilhatéan végtelen sok esemény (teljesen) fiiggetlen,
ha minden k € N-re és1 < iy <ip < ... < ig-ra

P(A,‘1 N A,‘2 n...N A,'k) = ]P’(A,‘1 )]P)(A,z) .. ]P)(A'k)

Definicié (Paronkénti fiiggetlenség)

Az A1, Az, ... € A események paronként fiiggetlenek, ha minden 1 < i < j
esetén A; és A; fiiggetlenek, azaz

P(A, n AJ) = ]P)(A,)]P)(AJ)




Paronkénti fliggetlenség

Ha az Aj, Az, ..., A, események fiiggetlenek, akkor paronként fiiggetlenek. De: a
paronkénti fiiggetlenségbdl nem kovetkezik a fliggetlenség.

Szabalyos dobdkockaval kétszer dobunk. Legyen

A: az els6 dobéas paros. B: a masodik dobas paros. C: a két dobas sszege péros.

P(A) = P(B) = P(C) = 1/2.
P(ANB) =P(ANC)=P(BNC)=1/4.

Ugyanakkor, ha az els6 és a masodik dobas paros, akkor a két dobas Gsszege is
biztosan paros, igy

P(ANBNC)=1/4#1/2-1/2-1/2 = P(A) - P(B) - P(C).

Tehat: A, B, C paronként fiiggetlenek, de nem fiiggetlenek.



Fliggetlenség
Definicié (Véges eset)
Azt mondjuk, hogy az Xy, ..., X, : Q — R valdsziniségi valtozok fiiggetlenek, ha

P(X]_ <t, X0 <t,..., X, < l',,) = ]P)(X]_ < t]_) ]P)(Xz < tz)...P(Xn < t,—,)

teljesiil tetszéleges ty, ts, . .., t, valos szamokra.

Definici6 (Végtelen eset)

Az X1, X5, X3 ... valésziniiségi valtozék fiiggetlenek, ha kéziiliik barmely véges so-
kat kivélasztva fiiggetlen valészindiségi valtozokat kapunk.

4

Allitas (Egész értékii eset)

Az X1, ..., X, : Q — 7Z valosziniségi valtozék pontosan akkor filiggetlenek, ha

P(Xy = ki, Xo = ko, ..., Xo = ko) = P(X1 = k1) - P(Xa = ka) ... P(X = kn)

teljesiil tetsz6leges ki, ko, . .., k, egész szamokra.




Fliggetlenség

Fiiggetlen valészin(iségi valtozdkra példa:

@ Két kockadobasnal az els6ként (X7) és masodikként dobott szam (Xj).
@ A holnapi csapadékmennyiség Budapesten és Torontéban.

@ Két taldlomra valasztott ember testmagassaga.
Nem fiiggetlen valésziniiségi valtozokra példa:

@ Két kockadobasnal az elsé szdm és a két dobott szam Gsszege.
@ A holnapi csapadékmennyiség Budapesten és Budadrson.

@ Két testvér testmagassaga.



Binomialis eloszlas

@ n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.



Binomialis eloszlas

@ n fiiggetlen kisérletet végziink;

@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.
Definicié
Az X valésziniiségi valtozé binomialis eloszlasa n renddel és p paraméterrel, ha
lehetséges értékei:

és minden 0 < k < n egészre

(n>1egeész, 0 < p <1.) Jelolés: Bin(n,p).




Példa: binomialis eloszlas

Bin(n=20, p=0,75)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Valészinliségek
0.10 015 0.20
| | ]

005
|

0.00

Lehetséges értekek

5. abra. Binomialis eloszlas, n = 20, p = 0, 75.
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Példa: binomialis eloszlas

@ Egy 8 hosszii véletlen bitsorozatban az egyesek szama binomialis eloszlasa
n = 8 renddel és p = 1/2 paraméterrel (fiiggetlenséget feltételezve).

1
P(pontosan k egyes van) = P(X = k) = <i) 0,550,5%8 % = (i) %

Példaul

56
P(pontosan 3 egyes van) = P(X = 3) = (i) 0,5%0,5° = 556 — 0,219.

@ Visszatevéses mintavételnél a hazott fekete golyék szama (N golyé, ebbsl M
fekete, n-szer hazunk visszatevéssel) binomialis eloszlast n renddel és p =
M/N paraméterrel:

ME(N — M)+
P(pontosan k fekete) = (Z) (N—")



A binomialis eloszlas tulajdonsagai

Allitas

Legyen X binomialis eloszlasi valdszindségi valtozé n renddel és p paraméterrel.
(a) Az X ~ Bin(n, p) binomilis eloszldsi valészindségi valtozé varhato értéke:

E(X) = np.

(b) Az X ~ Bin(n, p) binomiélis eloszlisii valészindségi véaltozé szérdsa:

D(X) = /np(1 = p).

(c) Aza k érték, melyre p, = IP(X = k) maximalis (vagyis X médusza): [(n+1)p],
ahol [-] az egész részt jeléli. Ha (n+ 1)p egész, akkor az eggyel kisebb k is
maximalis értéket ad.

v

X ~ Bin(8,1/2) az egyesek szama. Ekkor

E(X)=8-1/2=4;, D(X)=/8-1/2-1/2=+2=1,414.



Poisson-eloszlas
Definicié
Legyen A > 0. Azt mondjuk, hogy az X valdszindségi valtozé \ paraméterii

Poisson-eloszlasi, ha lehetséges értékei k = 0,1,2,..., a hozzdjuk tartozé valé-
sziniiségek pedig:

P(X:k):ﬂe

(k=0,1,...).

Allitas (A Poisson-eloszlas tulajdonsagai)

Legyen X Poisson-eloszlasi valosziniiségi valtozé \ paraméterrel.

(a) Ekkor X vdarhato értéke, szorasa és szérasnégyzete:
E(XX)=X  DX)=VX  D*X)=A\

(b) A P(X = k) valoszintiség k = [\] esetén maximalis. Ha \ egész, az eggyel
kisebb k is a legnagyobb értéket adja.

V.




Példa: Poisson-eloszlas

o
& o
s
o
2
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3
3
8
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E o
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°
©
| I I
0
S
=
. W l-____
=4
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Lehetseges értékek

6. abra. Poisson-eloszlas, A = 3,61, k = 12-ig.



A Poisson-eloszlas és a binomialis eloszlas kapcsolata

A Poisson-eloszlast altalaban akkor hasznaljak, ha sok fiiggetlen, kis valésziniiséggel
bekdvetkezé eseménynél a bekdvetkezd események szamat kell tekinteni. Példaul:

@ a sajtohibak szama egy konyvben;
@ egy biztosité 15000 iigyfele altal Gsszesen okozott balesetek szama;
@ nagyobb tiizesetek szama egy adott idészakban.
Legyen A > 0 pozitiv szdm, és p, = A/n minden n = 1,2,... egészre. Le-

gyen X Poisson-eloszlash valdsziniiségi valtozé A paraméterrel, Y, eloszlasa pedig
Bin(n, p,). Ekkor tetszéleges k = 0,1,2, ... esetén

lim P(Y, = k) = P(X = k),

azaz

k
lim (Dpﬁ(l — pa)" k= A g (k=0,1,2,...).

= —€
n— o0 k!



A Poisson-eloszlas és a binomialis eloszlas kapcsolata

Legyen A > 0 pozitiv szdm, és p, = A/n minden n = 1,2 ... egészre. Le-
gyen X Poisson-eloszlash valdsziniiségi valtozé A paraméterrel, Y, eloszlasa pedig

Bin(n, pn). Ekkor tetszéleges k =0,1,2,... esetén

lim P(Y, = k) = P(X = k),

n—oo

azaz
k

. n k n—k A - 2
lin (!>Pn(1 pn) !6‘ ( 0, PE) )

n—oo

@ X Poisson-eloszlasi A\ = 3,61 paraméterrel;

@ Y binomialis eloszlas n = 92 renddel és p = 0,0392 paraméterrel;
@ vegyiik észre, hogy E(X) =X =3,61 =n-p=E(Y).
k 0 1 2 3 4 5 6 7

P(X =k) 0,027 0,098 0176 0,212 0,191 0,138 0,083 0,042
P(Y =k) 0,025 0,094 0176 0,215 0,195 0,14 0,083 0,043




Geometriai eloszlas

o fiiggetlen kisérleteket végziink;
@ mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;

@ Y: hanyadik kisérlet az els6 sikeres.



Geometriai eloszlas

o fiiggetlen kisérleteket végziink;
@ mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;
@ Y: hanyadik kisérlet az els6 sikeres.
Definicié
Az Y valésziniiségi valtozé geometriai eloszlasii p paraméterrel, ha lehetséges
értékei:
1,2,3...

és minden 1 < k egészre

P(Y = k)= (1-p)“'p.

(0 < p <1.) Jeldlés: Geo(p). Masik elnevezés: Pascal-eloszlas.




A geometriai eloszlas tulajdonsagai

egy szabalyos dobdkockaval dobunk sokszor egymas utan. Jeldlje Y, hogy

hanyadik dobasnal kapjuk az elsé hatost. Ekkor Y geometriai eloszlasa p = 1/6
paraméterrel. Y lehetséges értékei k =1,2,..., és

P(Y = k) = <Z)Hé.



A geometriai eloszlas tulajdonsagai

egy szabalyos dobdkockaval dobunk sokszor egymas utan. Jeldlje Y, hogy

hanyadik dobasnal kapjuk az elsé hatost. Ekkor Y geometriai eloszlasa p = 1/6
paraméterrel. Y lehetséges értékei k =1,2,..., és

P(Y = k) = <Z)Hé.

Allitas
Legyen Y geometriai eloszlasi valszindségi valtozé p paraméterrel.
(a)
1 1—p
E(Y)=— D(Y)= 5
P P

(b) AP(Y = k) valésziniiség k = 1-re maximilis.




A geometriai eloszlas tulajdonsagai

egy szabalyos dobdkockaval dobunk sokszor egymas utan. Jeldlje Y, hogy
hanyadik dobasnal kapjuk az elsé hatost. Ekkor Y geometriai eloszlasa p = 1/6
paraméterrel. Y lehetséges értékei k =1,2,..., és

P(Y = k) = <Z)Hé.

Allitas
Legyen Y geometriai eloszlasi valszindségi valtozé p paraméterrel.
(a)

1 1—p

E(Y)=5i DY) ==

(b) AP(Y = k) valésziniiség k = 1-re maximilis.

A példaban szereplé Y varhaté értéke és szérasa:

5/

E(Y)=6  D(Y)=|/17g

= /30 = 5, 477.




Példa: geometriai eloszlas

7. abra.

Elso hatos
I
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1 2 3 4 5 6 i 8 9 10
Lehetseges értékek

Az els6 hatos eloszlasa: geometriai eloszlas, p =1/6, k = 10-ig.
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Negativ binomialis eloszlas
Definicié
A Z valészindiségi valtozé negativ binomialis eloszlasa p paraméterrel, ha

P(Z = k) = <I::i)(1—p)k_rpr (k=rr+1,...).

Példa: fliggetlen p valosziniiségii kisérletek esetén hanyadik kisérlet lesz az r. sike-
res. (r>1egész, 0 <p<1)

Allitas (A negativ binomialis eloszlas tulajdonsagai)

Legyen Z negativ binomialis eloszldsi valdszindiségi valtozé p paraméterrel. Ekkor

r = 1-re a geometriai eloszlast kapjuk.



Hipergeometrikus eloszlas

Definicié

Legyenek N, M, n pozitiv egészek agy, hogy 1 < n < M < N. Az X valésziniiségi
valtozé hipergeometrikus eloszlasi, ha

P(X:k):w

(»)

(k=0,1,...,n).




Hipergeometrikus eloszlas

Definicié

Legyenek N, M, n pozitiv egészek agy, hogy 1 < n < M < N. Az X valésziniiségi
valtozé hipergeometrikus eloszlasi, ha

P(X:k):w

(»)

(k=0,1,...,n).

visszatevés nélkiili mintavételnél a hazott fekete golydk szama.

Lottésorsolasnal a talalatok szama (X) hipergeometrikus eloszlasi N = 90, M =5,
n =5 paraméterekkel:

P(sz):w

(¥)

k=0,1,2,3,4,5.




A hipergeometrikus eloszlas tulajdonsagai
Allitas

Legyen az X valésziniiségi valtozé hipergeometrikus eloszlasa N, M és n paramé-
terekkel.

(a) Az X valbsziniiségi valtozé varhaté értéke:

=

E(X)=n-—.
(X)=n- 7
(b) Az X valésziniiségi valtozo szordsa:

o0 = fn- M (1- ) 2=

Az 6toslottén a talalatok szamanak varhaté értéke és szérasa:

2
E(X) = £ =0,2778;  D(X) = 0,5006.



Példa: a hipergeometrikus eloszlas

Hipergeometrikus eloszlas

0 1 2 3 4 5 6

Lehetseges értékek

Valészinliségek
| | | 1 | ]

000 005 010 015 020 025 030 035

7

8. abra. Hipergeometrikus eloszlas, N =20, M =9,n=17.



Eloszlasfiiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{w € Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra.

Allitas
Ha a,b € R, és F az X eloszlastiiggvénye, akkor

P(a < X < b) = F(b) — F(a).




Eloszlasfiiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi

F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{{w e Q: X(w) <t}) minden t € R valds szamra.

Allitas
Ha a,b € R, és F az X eloszlastiiggvénye, akkor

P(a < X < b) = F(b) — F(a).

Allitas (Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai)

Legyen X valosziniiségi valtozo, F pedig az eloszlasfiiggvénye. Ekkor
(i) F monoton névd: a < b esetén F(a) < F(b).

(i) lim;—_o F(t) =0; lime—oo F(E) = 1.

(iii) F jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valés szamra lims_,._ F(s) = F(t).

v




Példa: eloszlasfiiggvény

Szabalyos dobokocka
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9. 4dbra. Szabalyos doboékockaval dobott szam eloszlasfiiggvénye.



Abszolat folytonos valésziniiségi valtozd

Definicié (Abszolat folytonossag és siirtiségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t) :/ f(s)ds

— 00

teljesiil minden t € R szamra. llyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniségi valtozo
siiriiségfiiggvényének nevezziik.




Abszolat folytonos valésziniiségi valtozd

Definicié (Abszolat folytonossag és siirtiségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t) :/ f(s)ds
teljesiil minden t € R szamra. llyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniségi valtozo
siiriiségfiiggvényének nevezziik.

y

Allitas
Legyen az X abszolit folytonos valésziniiségi valtozé, melynek sdriségfiiggvénye
f. Ekkor tetszbleges a < b szamokra teljesiil, hogy

b
IP’(a<X<b):]P’(a§X§b):/ £(s)ds.




A siirtiségfliggvény tulajdonsagai
Allitas (Az eloszlasfiiggvény és stirtiségfiiggvény kapcsolata)

Legyen X abszolit folytonos val6sziniiségi valtozé, melynek F az eloszlasfiiggvénye.

(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szdmra
t
F(t) = / f(s)ds.

(b) Az f(t) = F'(t) fiiggvény (azokra a t-kre, ahol F differencidlhaté) az X
striségfiiggvénye.

<




A siirtiségfliggvény tulajdonsagai
Allitas (Az eloszlasfiiggvény és stirtiségfiiggvény kapcsolata)

Legyen X abszolit folytonos val6sziniiségi valtozé, melynek F az eloszlasfiiggvénye.

(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szdmra

(b) Az f(t) = F'(t) fiiggvény (azokra a t-kre, ahol F differencidlhaté) az X
striségfiiggvénye.

v

Allitas (A strtiségfiiggvény jellemzése)
Egy f : R — R fiiggvény pontosan akkor siiriiségfiiggvénye valamilyen valésziniiségi

véltozénak, ha

(i) f(s) > 0 teljesiil “majdnem minden” s € R-re (példdul véges vagy megszam-
lalhat6 sok kivétel lehetséges).

(i) 75 f(s)ds = 1.




Varhat6 érték és széras
Definici6 (Varhaté érték, abszolat folytonos eset)

Legyen X abszolit folytonos valdsziniségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvénye f.
Ekkor X vérhato értéke:

E(X) = /Oo 5+ ()

— 00

ha ez az integral létezik és véges.




Varhat6 érték és széras
Definici6 (Varhaté érték, abszolat folytonos eset)

Legyen X abszolit folytonos valdsziniségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvénye f.
Ekkor X vérhato értéke:

E(X) = /oo s - f(s)ds,

— 00

ha ez az integral létezik és véges.

Definici6 (Szérasnégyzet és széras)

Tegyiik fel, hogy az X valésziniiségi valtozé abszolut folytonos, és siiriiségfiiggvénye
f. Ekkor X szérasnégyzete:

D*(X) = E[(X — E(X))*],

D(X) = \/E[(X - E(X))?],

ha ezek a véarhaté értékek léteznek.

szordsa pedig




Szérasnégyzet és szoras

Definici6 (Szérasnégyzet és széras)

Tegyiik fel, hogy az X valosziniiségi valtozé abszolut folytonos, és siiriiségfiiggvénye
f. Ekkor X szérasnégyzete:

D*(X) = E[(X — E(X))*],

D(X) = \/E[(X — E(X))?].

ha ezek a vérhaté értékek léteznek.

szorasa pedig

Allitas (A szérasnégyzet kiszamitasa)
A szérasnégyzetet a kovetkezéképpen szamithatjuk ki abszolut folytonos X valo-
sziniiségi valtozo esetén:

D*(X) = E(X?) — []E(X)]2 = /OO s2f(s)ds — [/oo s- f(s)dsr,

—00 —00

ahol f az X siiriiségfiiggvénye.




Egvenletes eloszlas
Definici6 (Egyenletes eloszlas)

Legyenek a < b valés szamok. Azt mondjuk, hogy az X valdszindségi valtozé
egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon, ha siriségfiiggvénye

] < s < b;
f(s)= 5o haasssb
0, kiilénben.

Egyenletes eloszlés

<

r T T T
10.0 105 1.0 15

ertékek

10. abra. U(10,12) siiriiségfiiggvény és 500 elemii minta hisztogramja.




Egyenletes eloszlas
Allitas (Az egyenletes eloszlas tulajdonsagai)

Legyen az X valésziniiségi valtozé egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon. Ek-
kor a kévetkezok teljesiilnek.

(i) X eloszlasfiiggvénye:

0, hat<a;

F(t)=P(X <t)=< =2 haa<t<b

1, hat>b.

(i) Haa<c<d<b, akkor

d d 1 d—c
chxgd:/fsds:/ ds = .
( ) j (s) boa [

(i) Az X valdszintiségi valtozé varhaté értéke és szordsa:

E(X) = a;b; D(X):li/_r;.




Példa: egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futdr 10 és 12 6ra kozott érkezik. Feltessziik, hogy
érkezésének id6pontja egyenletes eloszlasa a [10, 12] intervallumon. Ekkor az el6z6
allitas alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valésziniisége, hogy 10 és 11 éra kozott érkezik: (11—10)/(12—10) =
1/2.

@ Annak valésziniisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik, 1/8 = 0, 125.

@ Erkezési idspontjanak varhaté értéke: (10 + 12)/2 = 11 éra.

o Erkezési idspontjanak szérasa: (12 — 10)/4/12 = 1//3 = 0,5774.



Normalis eloszlas

Definicié (Normalis eloszlas)

Legyen m valés, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniségi

valtozé normalis eloszlast m varhato értékkel és o? szérasnégyzettel, ha stiriiség-
fliggvénye

1 (x — m)?
f(X) = \/ﬂa exp < — T) (X € R)
Jelslése: Y ~ N(m,o?).




Normalis eloszlas

Definicié (Normalis eloszlas)

Legyen m valés, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniségi
valtozé normalis eloszlast m varhato értékkel és o? szérasnégyzettel, ha stiriiség-

fliggvénye
1 (x — m)?
f(X) = \/277(_0- exp < — M) (X € R)

Jelslése: Y ~ N(m,o?).

Ha Y ~ N(m,o?), akkor E(Y) =m, D(Y) =o.

Standard normalis eloszlas: m = 0 varhaté értékii és 0 = 1 szérasia normalis
eloszlas. Eloszlasfiiggvénye: &, siirliségfiiggvénye:

sa(x):jﬂexp(f)




Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

relativ gyakorisédgok

értékek

11. abra.
A standard normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye és 500 elem( minta
hisztogramja R

DA



A normalis eloszlas tulajdonsagai

2

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhato értékkel és o= szdérasnégyzettel.

Ekkor tetszéleges a < b valds szamokra
@ Pla<Y<b)=Pa<yY<h)= \/2170 fabeXP(— (52—6@)2)(15'
e Pla<Y<b)= ¢(1’—J) _ (p(ﬂ)

o g

2o

o B(Y < b)=PB(Y < b)= A [* exp (520 )ds = o(b52).

e Pla<Y)=Pa<Y)=-2~|

2no Ja

OOexp(— (Sfmf)ds: 1—o(=m),

202 o



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhaté értékkel és o

Ekkor tetszéleges a < b valds szamokra

szérasnégyzettel.

@ Pla<Y<b)=Pa<yY<h)= \/2170 fabeXP(— (52—6@)2)(15'

o Pla<yY <b)=0o(m) —o(=m).

o g

o B(Y < b)=PB(Y < b)= A [* exp (520 )ds = o(b52).

2o

e Pla<Y)=Pa<Y)=-2~|

2no Ja

202 o

OOexp(— (Sfmf)ds: 1—o(=m),

@ Az aY + b val6sziniiségi valtozé normalis eloszlasi am + b varhaté értékkel

és a’0? szérasnégyzettel.

@ Ha Yy, Y, fliggetlen normalis eloszlasa valésziniiségi valtozok, akkor Y1 + Ys
is normélis eloszlast, varhat6 értéke my + my, szérasnégyzete o3 + o3 (ahol
. .52
Y ~ N(mj,o7).



Példa: normalis eloszlas

Példa. Tegyiik fel, hogy az Y val6szin(iségi valtozé normalis eloszlasi m = 4
varhato értékkel és o = 3 szérassal. Ekkor

P(Y§7)—¢<7;m> —¢(7;4> = ®(1) =0, 84.




Példa: normalis eloszlas

Példa. Tegyiik fel, hogy az Y val6szin(iségi valtozé normalis eloszlasi m = 4
varhato értékkel és o = 3 szérassal. Ekkor

P(Y§7)—¢<7;m> —¢(7;4> = ®(1) =0, 84.




Példa: normalis eloszlas

Példa. Tegyiik fel, hogy az Y val6szin(iségi valtozé normalis eloszlasi m = 4
varhato értékkel és o = 3 szérassal. Ekkor

P(Y§7)—¢<7;m> —¢(7;4> = ®(1) =0, 84.

:¢(7;4) _¢(1;4) — ®(1) — d(—1) = 20(1) — 1 = 0,68.

Példa. Ha Y és Z fiiggetlenek, normalis eloszlastak, Y ~ N(2,3%) és Z ~
N(1,4?), akkor

Y +Z ~ N(3,5%); Y — Z ~ N(1,5%); Y +3Z ~ N(5,57).



Exponenciilis eloszlas
Definici6 (Exponencialis eloszlas)

Legyen \ > 0 valds szam. Azt mondjuk, hogy az X valészindségi valtozé exponen-
cialis eloszlasi A\ paraméterrel, ha siriségfiiggvénye

—As .
f(s):{)\e , has>0;

0, kiilonben.

Exponencialis eloszlas

12. abra. Exp(1) striiségfiiggvénye és 500 elem(i minta hisztogramja.




Az exponencialis eloszlas tulajdonsagai

Allitas
Legyen X exponencialis eloszlasi A\ > 0 paraméterrel. Ekkor a kbvetkezdk teljestil-
nek.

(i) X eloszlasfiiggvénye:

ha s> 0;

G 1— e
F(t)=P(X <t)=P(X = f(s)ds = ’
(t) (X=t) (X <t) /,oo (s)ds {0 kiilénben.

(i) X vdrhato értéke: E(X) = 1/A, szérasa: D(X) =1/A\.

(iii) Orokifja tulajdonsag. Legyenek s, t pozitiv szamok. Ekkor

P(X > s+t X >s)=P(X > t).

Radioaktiv részecske bomlasi ideje, kiszolgalasi vagy feldolgozasi id6.



	Bevezetés

