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Eloszlasfiiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{w € Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra.

Allitas
Ha a,b € R, és F az X eloszlastiiggvénye, akkor

P(a < X < b) = F(b) — F(a).




Eloszlasfiiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi

F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{{w e Q: X(w) <t}) minden t € R valds szamra.

Allitas
Ha a,b € R, és F az X eloszlastiiggvénye, akkor

P(a < X < b) = F(b) — F(a).

Allitas (Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai)

Legyen X valosziniiségi valtozo, F pedig az eloszlasfiiggvénye. Ekkor
(i) F monoton névd: a < b esetén F(a) < F(b).

(i) lim;—_o F(t) =0; lime—oo F(E) = 1.

(iii) F jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valés szamra lims_,._ F(s) = F(t).

v




Példa: eloszlasfiiggvény

Szabalyos dobokocka
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1. abra. Szabalyos dobékockaval dobott szam eloszlasfiiggvénye.



Folytonos valészintiségi valtozé

Ha a G : R — [0,1] fiiggvény rendelkezik az el6z6 allitasban szerepls (i) — (iif)
tulajdonsagokkal, akkor van olyan valésziniiségi valtozé, melynek G az eloszlas-
fliggvénye.

Definicié

Azt mondjuk, hogy az X valészindiségi valtozé folytonos, ha eloszlasfiiggvénye foly-
tonos.

Egy valoszinliségi valtoz6é pontosan akkor folytonos, ha P(X = t) = 0 teljesiil
minden t szamra.



Abszolat folytonos valésziniiségi valtozd

Definicié (Abszolat folytonossag és siirtiségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t) :/ f(s)ds

— 00

teljesiil minden t € R szamra. llyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniségi valtozo
siiriiségfiiggvényének nevezziik.




Abszolat folytonos valésziniiségi valtozd

Definicié (Abszolat folytonossag és siirtiségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t) :/ f(s)ds
teljesiil minden t € R szamra. llyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniségi valtozo
siiriiségfiiggvényének nevezziik.

y

Allitas
Legyen az X abszolit folytonos valésziniiségi valtozé, melynek sdriségfiiggvénye
f. Ekkor tetszbleges a < b szamokra teljesiil, hogy

b
IP’(a<X<b):]P’(a§X§b):/ £(s)ds.




A siirtiségfliggvény tulajdonsagai
Allitas (Az eloszlasfiiggvény és stirtiségfiiggvény kapcsolata)

Legyen X abszolit folytonos val6sziniiségi valtozé, melynek F az eloszlasfiiggvénye.

(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szdmra
t
F(t) = / f(s)ds.

(b) Az f(t) = F'(t) fiiggvény (azokra a t-kre, ahol F differencidlhaté) az X
striségfiiggvénye.

<




A siirtiségfliggvény tulajdonsagai
Allitas (Az eloszlasfiiggvény és stirtiségfiiggvény kapcsolata)

Legyen X abszolit folytonos val6sziniiségi valtozé, melynek F az eloszlasfiiggvénye.

(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szdmra

(b) Az f(t) = F'(t) fiiggvény (azokra a t-kre, ahol F differencidlhaté) az X
striségfiiggvénye.

v

Allitas (A strtiségfiiggvény jellemzése)
Egy f : R — R fiiggvény pontosan akkor siiriiségfiiggvénye valamilyen valésziniiségi

véltozénak, ha

(i) f(s) > 0 teljesiil “majdnem minden” s € R-re (példdul véges vagy megszam-
lalhat6 sok kivétel lehetséges).

(i) 75 f(s)ds = 1.




Varhat6 érték és széras
Definici6 (Varhaté érték, abszolat folytonos eset)

Legyen X abszolit folytonos valdsziniségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvénye f.
Ekkor X vérhato értéke:

E(X) = /Oo 5+ ()

— 00

ha ez az integral létezik és véges.




Varhat6 érték és széras
Definici6 (Varhaté érték, abszolat folytonos eset)

Legyen X abszolit folytonos valdsziniségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvénye f.
Ekkor X vérhato értéke:

E(X) = /oo s - f(s)ds,

— 00

ha ez az integral létezik és véges.

Definici6 (Szérasnégyzet és széras)

Tegyiik fel, hogy az X valésziniiségi valtozé abszolut folytonos, és siiriiségfiiggvénye
f. Ekkor X szérasnégyzete:

D*(X) = E[(X — E(X))*],

D(X) = \/E[(X - E(X))?],

ha ezek a véarhaté értékek léteznek.

szordsa pedig




Szérasnégyzet és szoras

Definici6 (Szérasnégyzet és széras)

Tegyiik fel, hogy az X valosziniiségi valtozé abszolut folytonos, és siiriiségfiiggvénye
f. Ekkor X szérasnégyzete:

D*(X) = E[(X — E(X))*],

D(X) = \/E[(X — E(X))?].

ha ezek a vérhaté értékek léteznek.

szorasa pedig

Allitas (A szérasnégyzet kiszamitasa)
A szérasnégyzetet a kovetkezéképpen szamithatjuk ki abszolut folytonos X valo-
sziniiségi valtozo esetén:

D*(X) = E(X?) — []E(X)]2 = /OO s2f(s)ds — [/oo s- f(s)dsr,

—00 —00

ahol f az X siiriiségfiiggvénye.




Egvenletes eloszlas
Definici6 (Egyenletes eloszlas)

Legyenek a < b valés szamok. Azt mondjuk, hogy az X valdszindségi valtozé
egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon, ha siriségfiiggvénye

— < s < b;
f(s)= 5o haasssb
0, kiilénben.

Egyenletes eloszlés

<

r T T T
10.0 105 1.0 15

ertékek

2. abra. U(10,12) siiriiségfiiggvény és 500 elemii minta hisztogramja.




Egyenletes eloszlas
Allitas (Az egyenletes eloszlas tulajdonsagai)

Legyen az X valésziniiségi valtozé egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon. Ek-
kor a kévetkezok teljesiilnek.

(i) X eloszlasfiiggvénye:

0, hat<a;

F(t)=P(X <t)=< =2 haa<t<b

1, hat>b.

(i) Haa<c<d<b, akkor

d d 1 d—c
chxgd:/fsds:/ ds = .
( ) j (s) boa [

(i) Az X valdszintiségi valtozé varhaté értéke és szordsa:

E(X) = a;b; D(X):li/_r;.




Példa: egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futdr 10 és 12 6ra kozott érkezik. Feltessziik, hogy
érkezésének id6pontja egyenletes eloszlasa a [10, 12] intervallumon. Ekkor az el6z6
allitas alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valésziniisége, hogy 10 és 11 éra kozott érkezik: (11—10)/(12—10) =
1/2.

@ Annak valésziniisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik, 1/8 = 0, 125.

@ Erkezési idspontjanak varhaté értéke: (10 + 12)/2 = 11 éra.

o Erkezési idspontjanak szérasa: (12 — 10)/4/12 = 1//3 = 0,5774.



Normalis eloszlas

Definicié (Normalis eloszlas)

Legyen m valés, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniségi

valtozé normalis eloszlast m varhato értékkel és o? szérasnégyzettel, ha stiriiség-
fliggvénye

1 (x — m)?
f(X) = \/ﬂa exp < — T) (X € R)
Jelslése: Y ~ N(m,o?).




Normalis eloszlas

Definicié (Normalis eloszlas)

Legyen m valés, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniségi
valtozé normalis eloszlast m varhato értékkel és o? szérasnégyzettel, ha stiriiség-

fliggvénye
1 (x — m)?
f(X) = \/277(_0- exp < — M) (X € R)

Jelslése: Y ~ N(m,o?).

Ha Y ~ N(m,o?), akkor E(Y) =m, D(Y) =o.

Standard normalis eloszlas: m = 0 varhaté értékii és 0 = 1 szérasia normalis
eloszlas. Eloszlasfiiggvénye: &, siirliségfiiggvénye:

sa(x):jﬂexp(f)




Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

relativ gyakorisédgok

értékek

3. abra.
A standard normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye és 500 elem( minta
hisztogramja G @y (= o=

DA



A normalis eloszlas tulajdonsagai

2

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhato értékkel és o= szdérasnégyzettel.

Ekkor tetszéleges a < b valds szamokra
@ Pla<Y<b)=Pa<yY<h)= \/2170 fabeXP(— (52—6@)2)(15'
e Pla<Y<b)= ¢(1’—J) _ (p(ﬂ)

o g

2o

o B(Y < b)=PB(Y < b)= A [* exp (520 )ds = o(b52).

e Pla<Y)=Pa<Y)=-2~|

2no Ja

OOexp(— (Sfmf)ds: 1—o(=m),

202 o



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhaté értékkel és o

Ekkor tetszéleges a < b valds szamokra

szérasnégyzettel.

@ Pla<Y<b)=Pa<yY<h)= \/2170 fabeXP(— (52—6@)2)(15'

o Pla<yY <b)=0o(m) —o(=m).

o g

o B(Y < b)=PB(Y < b)= A [* exp (520 )ds = o(b52).

2o

e Pla<Y)=Pa<Y)=-2~|

2no Ja

202 o

OOexp(— (Sfmf)ds: 1—o(=m),

@ Az aY + b val6sziniiségi valtozé normalis eloszlasi am + b varhaté értékkel

és a’0? szérasnégyzettel.

@ Ha Yy, Y, fliggetlen normalis eloszlasa valésziniiségi valtozok, akkor Y1 + Ys
is normélis eloszlast, varhat6 értéke my + my, szérasnégyzete o3 + o3 (ahol
. .52
Y ~ N(mj,o7).



Exponenciilis eloszlas
Definici6 (Exponencialis eloszlas)

Legyen \ > 0 valds szam. Azt mondjuk, hogy az X valészindségi valtozé exponen-
cialis eloszlasi A\ paraméterrel, ha siriségfiiggvénye

—As .
f(s):{)\e , has>0;

0, kiilonben.

Exponencialis eloszlas

4. abra. Exp(1) siriségfliiggvénye és 500 elemi minta hisztogramja.




Az exponencialis eloszlas tulajdonsagai

Allitas
Legyen X exponencialis eloszlasi A\ > 0 paraméterrel. Ekkor a kbvetkezbk teljestil-
nek.

(i) X eloszlasfiiggvénye:

1—e 5, has>0;

F(t)=P(X<t)=P(X <t)= /_t f(s)ds = {0 kiilénben.

(i) X vdrhato értéke: E(X) = 1/A, szérdsa: D(X) =1/\.
(iii) Orokifjo tulajdonsag. Legyenek s, t pozitiv szamok. Ekkor

P(X > s+ t|X >s)=P(X > t).

Radioaktiv részecske bomlasi ideje; reakci6ids, varakozasi id6 sorbanallas-
nal.



Valészinliségi vektorvaltozo

Definicié
Az X = (X1,...,X,) : Q — R” fiiggvény valésziniiségi vektorvaltozé, ha tet-
széleges a; < b; (i =1,2,...,n) valés szamokra teljesiil, hogy

{wEQ:al<X1(w)§b1,ag<X2(w)§b2,...,a,,<X,,(w)§b,,}€A.

Ha X valésziniiségi vektorvaltozé, akkor az X; valészindségi valtozo eloszlésat az
X i. peremeloszlasanak nevezziik.

Az X valésziniségi vektorvaltozé diszkrét, ha értékkészlete véges vagy meg-
szamlalhatoan végtelen.

v

X;: egy adott weboldalt az i. 6raban hanyan toltenek be (i = 1,2,...,24).
(X1, .., Xo4) valoszinlségi vektorvaltozo.

Y;: az i.-ként érkezG igény varakozasi ideje sorbanallasnal (i =1,2,...,100).



Egyiittes eloszlas— és siriségfliggvény

Definicié
Az X = (X1, ..., X,) valészindségi vektorviltozé egyiittes eloszlasfiiggvénye az
F :R" — [0,1] fiiggvény, melyre

F(t)=F(t1,...,ty) =P(Xy < t1,X < tp,..., X, < t), ha (t1,...,t,) ER".

<

Definicié
Az X = (X1, ...,X,) valoszintiségi vektorvaltozé abszolat folytonos, ha van olyan
f :R” — R fiiggvény, melyre

i th
F(tl,...,t,,):/ / f(si,...,8n)dsy...ds,.

teljesiil minden (t,...,t,) € R" esetén. Ilyenkor az f fiiggvényt az X egyiittes
siiriiségfiiggvényének nevezziik.

v




Az egyiittes siriségfliggvény tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy (X, ..., X,) abszolat folytonos valészin(iségi vektorvaltozo, mely-
nek egyiittes s(r(iségfiiggvénye f : R” — R. Ekkor

® f(s1,...,52) > 0 “majdnem mindeniitt”, és [, f = 1.

o Az X; slirliségfiiggvénye:

ﬂ-(t):/ / f(s1,5,...,Sj—1,t,Sj41,...,5n)dsy ... dsj_1dSj1...ds,.
Példaul n = 2-re

A= [ T fndy Bly) = / " Fly)ax.



Az egyiittes siriségfliggvény tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy (X, ..., X,) abszolat folytonos valészin(iségi vektorvaltozo, mely-
nek egyiittes s(r(iségfiiggvénye f : R” — R. Ekkor

® f(s1,...,52) > 0 “majdnem mindeniitt”, és [, f = 1.

o Az X; slirliségfiiggvénye:
ﬂ-(t):/ / f(s1,5,...,Sj—1,t,Sj41,...,5n)dsy ... dsj_1dSj1...ds,.

Példaul n = 2-re

A= [ T fndy Bly) = / " Fly)ax.

@ Xi,...,X, pontosan akkor fiiggetlenek, ha minden (sy,...,s,;) € R"-re

f(s1,.-.,8n) = fi(s1) - fa(s2) - ... Fa(sn).



A varhato érték tulajdonsagai

Allitas
Legyenek X, Y, X1, Xa, ..., X, olyan valosziniségi valtozék, melyeknek varhato ér-
téke létezik. Ekkor a kévetkezok teljesiilnek.

(a) Ha a < X < b teljesiil 1 valésziniséggel valamely a, b valés szamokra, akkor
a<E(X)<b.

(b) Konstanssal szorzas. Ha c € R, akkor
E(c- X) = ¢ - E(X).
(c) Osszeg varhaté értéke. E(X + Y) = E(X) 4 E(Y). Hasonloképpen,
E(Xy + ... + Xn) = E(X1) + ... + E(Xp).

(d) Szorzat varhaté értéke fiiggetlen esetben. Ha az X és Y valésziniiségi
véltozok fiiggetlenek, akkor E(X - Y) = E(X) - E(Y).




A varhat¢ érték kiszamitasa
Legyen g : R" — R fiiggvény. Ekkor, ha Xi, ..., X, diszkrét val6szin(iségi valtozok,
akkor

E(g(Xe,. - Xa)) = Y gty . ta)P(Xe = t1,..., X, = 1),

(tlv'-*7tn)
ha a jobb oldal abszolat konvergens, és az Gsszegzés az X1, X, ..., X, lehetséges
értékeire torténik.
Ha Xi,..., X, abszolut folytonos valdsziniiségi valtozdk f egyiittes siir(iségfiigg-

vénnyel, akkor

IE(g(Xl,...,Xn)):/ / glty, .y t)f(t1, ..., ty)dty ... dty,

ha a jobb oldal abszolat konvergens.



A szérasnégyzet tulajdonsagai

Allitas

Legyenek X, Y, X1, Xs, ..., X, olyan valésziniiségi valtozék, melyeknek szérasa Ié-
tezik. Ekkor a kbvetkez6k teljestilnek.

(a)
(b)
(c)
(d)

()

Nemnegativitas. D(X) > 0.
D?(X) = 0 akkor és csak akkor, ha P(X = c¢) = 1 valamilyen c € R szimra.
Konstans hozzaadasa D?(X + b) = D?(X) tetszéleges b € R szdmra.

Konstanssal valé szorzas. D?(a- X) = a°D?(X), és D(a- X) = |a|D(X)
tetszbleges a € R szamra.

Osszeg szorasnégyzete fiiggetlen esetben. Ha X és Y fiiggetlenek, akkor
D?(X+Y) = D?(X)+D?(Y). Altalinosabban, ha X1, Xa, . .., X, fiiggetlenek,
akkor D*(X1 + ...+ X,) = D?(X1) + ... + D?(X,).




A kovariancia

Definicié (Kovariancia)

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozok, melyeknek szorasa létezik. Ekkor
az X és Y kovariancigja:

cov(X, Y) = E[(X — E(X)) - (Y — E(Y))].

Allitas
Legyenek X,Y,Z, Xq,...,X, olyan valoszindiségi valtozok, melyek szorasa létezik.
Ekkor a kévetkezék teljesiilnek.

@ A kovariancia kiszamitasa. cov(X,Y) =E(X - Y) - E(X)E(Y).
@ Szimmetria. cov(X,Y) = cou(Y, X).

@ Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).




A kovariancia tulajdonsagai

Allitas

Konstanssal valé kovariancia. cov(X,c) =0, ha c € R.

Linearitas. Egyrészt cov(X + Y,Z) = cov(X,Z) + cov(Y,Z), mdasrészt
tetszéleges ¢ € R szamra cov(cX,Y) = c-cov(X,Y).

Fiiggetlenséggel valé kapcsolat. Ha az X és Y valdszindségi valtozok
fiiggetlenek, akkor cov(X,Y) = 0.

Osszeg szorasnégyzete. D?(X + Y) = D?(X) + D?(Y) + 2cov(X, Y).
Tovabba . .
D2 ( 3y X,-) =3 D2(X) +23 cov(X, V).
i=1 i=1 i<j

Kiilonbség szérasnégyzete D>(X — Y) = D?(X) + D2(Y).




Korrelalatlansag
Legyen X Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozé 2 paraméterrel. Ekkor

cov(X +3,2- X) @ 2cov(X + 3, X) @ 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =

@D op2(x)=2.2=4.
Definicié (Korrelalatlansag)

Ha az X, Y valdsziniiségi valtozék kovariancidja 0, akkor azt mondjuk, hogy X és
Y korreldlatlanok. )

Allitas (Fiiggetlenség és korrelalatlansag)

Ha az X és Y valészindségi valtozok fiiggetlenek és szérasuk Iétezik, akkor korre-
lalatlanok. )

A korrelalatlansagbdl nem kovetkezik a fliggetlenség.

Legyen X és Y két szabalyos kockadobas, ezek fiiggetlenek. Legyen tovabba U =
X+Y,V=X-Y. Ekkor, bar X + Y és X — Y nem fiiggetlenek:

cov(X + Y, X — ¥) 2 D2(X) — cov(X, ¥) + cov(X, ¥) — D2(X) L 0.



Korrel4cids egyiitthaté
Definicié

Legyenek X és'Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szorasnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelacids egyiitthatdja:

cov(X,Y)

R(X,v) = | pOxipy: ha D(X)>0,D(Y) > 0;
, 0, ha D(X) =0 vagy D(Y) = 0.




Korrel4cids egyiitthaté
Definicié

Legyenek X és'Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szorasnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelacids egyiitthatdja:

cov(X,Y)

R(X,v) = | pOxipy: ha D(X)>0,D(Y) > 0;
7 07 ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.

Allitas
Legyenek X és Y olyan valészindségi valtozok, melyek szérdsa Iétezik
(i) Ekkor teljesiil, hogy
[R(X,Y)[ < 1.
(i) Legyen a > 0 valds szam, b tetszbleges valos szam. Ekkor

R(X,aX + b) =1 és R(X,—aX + b) = —1.

(iii) Tegyiik fel, hogy |R(X,Y)| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b valés szamok,
hogy az Y = aX + b egyenlet 1 valésziniiséggel teljesiil.




Tobbdimenziés normalis eloszlas

Az X valészin(iségi valtozé normalis eloszlasi m varhat6 értékkel és o2 szérasnégy-

zettel, ha siiriiségfiiggvénye f(t) = \/%'0 exp (— (t;,";)2)-

Standard normalis eloszldas: m = 0,0 = 1.

Definicié

Az (Xi,...,X,) valdsziniiségi vektorvaltozé standard normalis eloszlasd, ha
Xi, ..., X, fliggetlen standard normilis eloszlasi valészindiségi valtozék. Az egyiit-
tes siirdiségfiiggvény:

1 t2+... +t2
f(ty,... . ty) = —— = A Toee U im )
( 1, ? ) (271')"/2 eXp < 2

Definicié

Az Y = (Yi,..., Yx) valészintiségi vektorvéltozo egyiittesen normalis eloszlasii,
ha felirhaté6 Y = AX + b alakban, ahol A € R**" mitrix, b € R? vektor, X =
(X1,...,Xn) pedig standard normélis valészindiségi vektorvaltozo.




Tobbdimenziés normalis eloszlas

Legyen Y = (Y1,..., Yi) egyiittesen normalis eloszlast valésziniiségi vektorval-
tozé. Ekkor:

@ Ha B € R/*¥ tetsz6leges matrix, v € R' pedig egy vektor, akkor Z = BY +v
is egyiittesen normalis eloszlasa.

@ Y is normalis eloszlast (minden 1 < j < k-ra).

@ Abbdl, hogy Yi és Y, normalis eloszlastak (kiilon-kiilon), nem kdvetkezik,
hogy az (Y1, Y2) val6sziniiségi vektorvaltozo6 egyiittesen normalis eloszlasa.

@ Ha (Y1, Y2) egyiittesen normalis eloszlasa vektor, és cov(Yy, Y2) = 0, akkor
Y1 és Y, fiiggetlenek.

@ Legyen p = E(Y) a varhatéérték-vektor, ¥ = ((cov(Y;, Y;))) pedig a ko-
varianciamatrix. Ha det ¥ # 0, akkor Y egyiittes siirliségfiiggvénye:

1

O = nyravaes =

(- 3e-nE ).



Fliggetlen val6szinliségi valtozok Gsszegei

@ Ha X, Y fiiggetlen normalis eloszlasa valészintiségi valtozék, X ~ N(my,02),Y -
N(ma, 03), akkor X+ Y normélis eloszlast m; +mj varhaté értékkel és o7 +03
szérasnégyzettel.

@ Ha X és Y fiiggetlen Poisson-eloszlast valésziniiségi valtozok, és X paramé-
tere A1, Y paramétere \,, akkor X+ Y Poisson-eloszlasi A\;+ A, paraméterrel.

@ Ha X és Y fiiggetlenek, binomiélis eloszlastak, a rendjiik n; és n,, a paramé-
tere pedig mindkettének p, akkor X + Y binomialis eloszlast ny + ny renddel
és p paraméterrel.

Ha X és Y fiiggetlenek, negativ binomialis eloszlastak, a rendjitk r; és ry, a
paramétere pedig mindkettének p, akkor X + Y negativ binomialis eloszlast
r. + r> renddel és p paraméterrel.

Megjegyzés. Fiiggetlen exponencidlis eloszlast valdsziniiségi valtozok Gsszege ugy-
nevezett gamma-eloszlasa.



Konvolicié

Allitas
Legyenek X és'Y olyan fiiggetlen valésziniiségi valtozék, melyek lehetséges értékei
egész szamok. Ekkor

oo

PX+Y=k= > PX=i)P(Y=k-i).

i=—o0

Allitas
Legyenek X és Y egymastdl fliggetlen, abszolit folytonos valdsziniiségi valtozok.
Legyen az X siirdségfiiggvénye f, az Y-é pedig g. Ekkor az X + Y valészindségi

valtozé is abszolit folytonos, és siriségfiiggvénye:

By (t) = /_OO £(s)g(t — 5)ds.




Egyenl6tlenségek
Allitas (Markov-egyenl&tlenség)

Legyen t > 0 tetszéleges pozitiv szam, X pedig olyan véges varhato értékii valo-
szindiségi valtozé, mely csak nemnegativ értékeket vesz fel, vagyis melyre X > 0
teljesiil. Ekkor

]P’(th)gw.

Allitas (Csebisev-egyenl&tlenség)
Legyen X véges szorasi valdsziniiségi valtozo, s > 0 pozitiv szam. Ekkor

D*(x)

P(X —E(X)| 2 5) < —

Kovetkezmény
Legyen X véges szérasi valosziniiségi valtozo, s > 0 pozitiv szam. Ekkor

D*(X)

B(IX —E(X)| <) > 1 - —




A nagy szamok gyenge torvénye
Definicié (Sztochasztikus konvergencia)

Legyen X1, X>, ... valésziniiségi valtozék sorozata. Azt mondjuk, hogy ez a sorozat
sztochasztikusan konvergal az Y valdsziniiségi valtozéhoz, ha minden ¢ > 0-ra

P(|X,—Y|>e)—=0

teljesiil n — oo esetén.

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye)
Legyenek X1, Xa, ... olyan valosziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek, és azonos el-

oszlasiak (vagyis eloszlasfiiggvényiik megegyezik). Tegyiik fel, hogy D(X1) létezik.

Ekkor
X1+ Xo+...+ X,

n

sztochasztikusan n — oo esetén.

y

Ez tehat azt jelenti, hogy ha X, = (X1 +Xo+...+X,)/n jeldli az els6 n valészin(iségi
valtozé atlagat, akkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o).



A nagy szamok er6s torvénye

Definicié (1 val6szintiségii konvergencia)

Legyen Xy, X, ... valésziniiségi valtozok sorozata. Azt mondjuk, hogy ez a sorozat
1 valosziniiséggel konvergal a Z valdszindiségi valtozohoz, ha

P({w € Q: Xo(w) = Z(w)}) = 1.

Ha X, — Z teljesiil 1 val6sziniiséggel, akkor X,, — Z sztochasztikusan is, de a
megforditas nem igaz.

Tétel (A nagy szamok erGs torvénye)
Legyenek X1, Xo, ... val6sziniiségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos eloszla-

stak. Tegyiik fel még, hogy E(X1) létezik. Ekkor

X1+ Xo+...+ X, _

- E(X1)

teljesiil 1 valdszinidiséggel n — oo esetén.




A nagy szamok er6s torvénye

atlag
2.00 205
1 1

195
1

1.90
1

1.85
1

T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

darabszam

5. abra.
Az atlag valtozasa a darabszam fliggvényében fliggetlen exp(0,5) eloszlasa
mintanal



Centralis hatareloszlastétel

Definicié (Eloszlasbeli konvergencia)

Legyen Xy, X, ... val6szindségi valtozok sorozata, X; eloszlasfiiggvénye F; (i =
1,2,... esetén). Legyen tovabba Y valdszindségi valtozé, melynek eloszlasfiiggveé-
nye F. Azt mondjuk, hogy az (X,)nen Sorozat tart Y -hoz eloszlisban, ha

Fa(t) — F(t) (n— o0)

teljesiil minden olyan t € R-re, melyre F folytonos t-ben.

Tétel (Centralis hatareloszlastétel)
Legyenek X1, Xo, ... fliggetlen azonos eloszldsii valésziniiségi valtozék, melyeknek

szorasa létezik. Hasznaljuk a kévetkezd jeldléseket: E(X1) = m és D(X;) = s.
Legyen Y standard normalis valészindségi valtozé: Y ~ N(0,1). Ekkor

X1+X2+...+X,,—n~m

Y
sv/n -

eloszlasban n — oo esetén.




Centralis hatareloszlastétel

Legyenek X1, Xa, ... fliggetlen azonos eloszlasa valésziniiségi valtozok, melyeknek
szérasa létezik. Hasznaljuk a kdvetkez jeldléseket: E(Xy) = m és D(X;) = s.
Ekkor

J— . b 2
lim P<a§X1+X2+...+Xn n m<b)_1/ 022 gy
n—o00 S\/E V21 Ja

A hatérértéket ®(b) — ®(a) alakban is irhatjuk.



Centralis hatareloszlastétel

Legyenek X1, Xa, ... fliggetlen azonos eloszlasa valésziniiségi valtozok, melyeknek
szérasa létezik. Hasznaljuk a kdvetkez jeldléseket: E(Xy) = m és D(X;) = s.
Ekkor

J— . b 2
lim P<a§X1+X2+...+Xn n m<b>_1/ 022 gy
n—o00 S\/E V21 Ja

A hatérértéket ®(b) — ®(a) alakban is irhatjuk.

Igy is atfogalmazhat6 a tétel allitasa:

P(nm + as\/n < Xy + Xo + ... + X, < nm + bsy/n) — ®(b) — d(a).



Statisztikai mez6

Definicié

Az (Q,A,P) hirmast statisztikai mezének nevezziik, ha minden P € P-re
(2, A,P) Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6.

v

Definici6
Ha valamilyen © C RY halmazra a P halmaz felirhaté {Py : 9 € ©} alakban,

akkor paraméteres statisztikai problémardl beszélhetiink. Ilyenkor a © halmazt
paramétertérnek nevezziik.

v




Statisztikai mez6

Definicié

Az (Q,A,P) hirmast statisztikai mezének nevezziik, ha minden P € P-re
(2, A,P) Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6.

Definici6
Ha valamilyen © C R9 halmazra a P halmaz felirhaté {Py : ¢ € ©} alakban,

akkor paraméteres statisztikai problémardl beszélhetiink. Ilyenkor a © halmazt
paramétertérnek nevezziik.

Definici6é (Minta)
Legyen (2, A, P) statisztikai mezé. Egy
X = (X0, X,..., X)) : Q2 — HCR"

valdszindségi vektorvaltozot (n elemii) mintanak neveziink. Itt H a mintatér, n a
minta elemszama vagy nagysaga. Az X; koordinatak a minta elemei. Azt mondjuk,
hogy a minta fiiggetlen, ha az X1, Xo, ..., X, valosziniiségi valtozck fiiggetlenek.




Statisztika

Definici6
A mintatéren megadott T : H — R¥ fiiggvényt, illetve a T = T(X) valészindiségi
véltozét (k-dimenzids) statisztikanak nevezziik.

Legyenek X1, Xo, ..., X, fliggetlen azonos eloszlast val6szin(ségi valtozok,
melyek exponenciélis eloszlasiak ¢ > 0 paraméterrel. Ekkor © = (0,00), H =
(0,00)". Statisztikara példak:

e mintaatlag: X =1 > X

T n



Statisztika

Definici6
A mintatéren megadott T : H — R¥ fiiggvényt, illetve a T = T(X) valészindiségi
véltozét (k-dimenzids) statisztikanak nevezziik.

Legyenek X1, Xo, ..., X, fliggetlen azonos eloszlast val6szin(ségi valtozok,
melyek exponenciélis eloszlasiak ¢ > 0 paraméterrel. Ekkor © = (0,00), H =
(0,00)". Statisztikara példak:

e mintaatlag: X =1 > X
. L, . L - -2
o tapasztalati szérasnégyzet: s; = -5 " (X; — X)? =130 X? — X

. P <2
o tapasztalati széras: s, = \/+ > 7, X7 — X"



Leird statisztikak

© mintaatlag (mean): X = 137, X;.

T n

o korrigalt tapasztalati szérasnégyzet (variance):

1 < — n (1< —2
*2 . 2 _ - 2 _
s n_lgl(xj X) n_1<nj§_1XJ X )

@ korrigalt tapasztalati széras (standard deviation, sd): s} = /s:2.
@ minimum: a legkisebb mintaelem, azaz min(Xy, Xa,..., X,).
@ maximum: a legnagyobb mintaelem, azaz max(Xy, Xa, ..., X,).

@ terjedelem (range): a legnagyobb és legkisebb mintaelem kiilonbsége, azaz

max(Xl,XQ, e ,X,,) — min(Xl,Xg, . ,X,,).

@ moédusz (mode): a leggyakrabban eléfordulé mintaelem.



Példa: az adatok elemzése

A Duna vizéllasa hisz napon at Budapestnél igy alakult (centiméterben
mérve):

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186



Példa: az adatok elemzése

A Duna vizéllasa hisz napon at Budapestnél igy alakult (centiméterben
mérve):

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186
a mintaelemek szdma: n = 20
legkisebb: 99, legnagyobb: 218, terjedelem: 218 — 99 = 119
atlag: 149,9, median: 141,5 (a kdzéps6é mintaelem)

korrigalt tapasztalati széras: 38,55



Példa: az adatok elemzése

A Duna vizéllasa hisz napon at Budapestnél igy alakult (centiméterben
mérve):

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186
a mintaelemek szdma: n =20
legkisebb: 99, legnagyobb: 218, terjedelem: 218 — 99 = 119
atlag: 149,9, median: 141,5 (a kdzéps6é mintaelem)
korrigalt tapasztalati széras: 38,55

A vizallas 5 napon volt 115 cm-nél kevesebb (a napok egynegyedén), és 3
napon haladta meg a 2 métert (a napok 15%-an).



Példa: alapstatisztikak

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186

mintaelemszam: n = 20

minta: X; = 106, Xo = 133, ..., Xo0 = 186.

atlag: X = 149,9

tapasztalati szérasnégyzet: s? = 1412,09
tapasztalati széras: s, = 37,58

korrigalt tapasztalati szérasnégyzet: si? = 1486,411

korrigalt tapasztalati széras: s, = 38,55



Példa: az adatok abrazolasa

Duna

100
|

vizallas {cm)
140 160
1 |
e
o




Példa: hisztogram

A Duna vizallasanak hisztogramja a hiisznapos adatsorbél

Duna

gyakorisag

80 100 120 140 160 180 200 220

vizéllds (cm)
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Példa: hisztogram

Duna

ayakorisag

r T T T T T T 1
80 100 120 140 160 180 200 220

vizdllas (cm)

Valasztunk egy intervallumot, mely magaban foglalja a mérési adatokat. Az
intervallumot egyenl6 nagysagu részekre osztjuk. Az egyes kis intervallu-
mokba es6 mérési adatok szamat abrazoljuk.
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Momentumok

Definicié

Legyen X val6sziniiségi valtozo, k > 1 egész szam. Ekkor az X valdsziniiségi
valtozé k. momentuma:

E(X"),

ha ez a vérhato érték létezik.

Legyen X1, X5, ..., X, minta. Ekkor a minta k. tapasztalati momentuma:

1 n
=D X
j=1



Rendezett minta

Rendezett minta: a mintaelemeket nagysag szerint névekvs sorrendbe al-
litjuk. Jeldlés:
(X{, X5, ., X))

Vagyis {X{, X5, ..., X2} = {X1, Xo, ..., Xn} 6s X7 < X} < ... < X*.

A minimum X}, a maximum X;. A k. legkisebb mintaelem X}



Rendezett minta

Rendezett minta: a mintaelemeket nagysag szerint névekvs sorrendbe al-
litjuk. Jeldlés:

(X7, X5, ..., X2).
Vagyis {X{, X5, ..., X2} = {X1, Xo, ..., Xn} 6s X7 < X} < ... < X*.

A minimum X/, a maximum X;. A k. legkisebb mintaelem X;.

a vizallasrél kapott hiszelemii adatsor rendezett mintéja:

99 102 106 111 113 120 123 126 133 135
148 158 164 171 180 186 189 205 211 218

X; =099, X; =102, X; = 106,..., X = 120,...,X{y = 135



Median

Minta: (X1, X,..., Xp), mintaelemszam: n.

Definicié (median)

Ha n pératlan: a rendezett minta kézépsd, (n+1)/2. elemét, azaz X1y 2t

a minta medianjanak nevezziik.
Ha n péros: a rendezett minta n/2. és n/2 + 1. elemének &tlagat, azaz a

Xo2 X241
2

mennyiséget a minta medianjanak nevezziik.

Megjegyzés: paros n esetén a teljes [X:/2, X:/2+1} intervallumot (vagy annak
barmely elemét) is a minta medianjanak lehet hivni.

a vizallasrél kapott huszelem{i minta medianja:

1 1
E(Xl*o + X{1) = 5(135 + 148) = 141, 5.




Az atlag és a median Gsszehasonlitasa

Normalis eloszlas
500 elemii fiiggetlen minta: X1, Xo, ..., Xsoo fliggetlenek, eloszlasuk norma-
lis eloszlds m = 1 varhaté értékkel és o = 1 szdrassal
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.9840 0.2847 0.9842 0.9863 1.6930 3.6110

Exponencialis eloszlas

500 elemi fliggetlen minta: Y1, Ya, ..., Ysgo fliggetlenek, eloszlasuk expo-
nencidlis eloszlas b = 1 paraméterrel. E(Yy) = 1 és D(Yy) = 1 minden
k=1,2,...,500-ra.

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.001326 0.282700 0.637300 0.984900 1.349000 5.895000



A normalis eloszlast minta hisztogramja

relativ gyakorisagok

Normalis eloszlas

értékek

DA



Az exponencialis eloszlasi minta hisztogramja

Exponencialis eloszlas

08 0.8
|

relativ gyakorisagok
04

00
L

értékek
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n
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Az atlag és a median Gsszehasonlitasa

Az m = 1 varhat6 értékii és 0 = 1 sz6rasi normalis eloszlas siiriiségfliggvénye
szimmetrikus az 1 koriil:

= —eo(-U5)  em.

Az 1 paraméterii exponencialis eloszlas siirliségfiiggvénye nem ilyen:

exp(—t), hat>0;
t) =
&(t) {0, ha t < 0.

Ha a siriségfiiggvény szimmetrikus, akkor az atlag és a median altalaban
kozelebb esik egymashoz, mint ha nem érvényes a szimmetria. Ezért ha az
adatok semmilyen szimmetridt nem mutatnak, gyakran a mediant adjak meg.
Szimmetrikus esetben inkabb az atlagot hasznaljak.



Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Legyen X tetszéleges valdsziniiségi valtoz6. Ennek eloszlasfliggvénye az az
F : R — [0,1] fiiggvény, melyre

F(t) =P(X < t)

minden t € R-re.



Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Legyen X tetszéleges valdsziniiségi valtoz6. Ennek eloszlasfliggvénye az az
F : R — [0,1] fiiggvény, melyre

F(t) =P(X < t)

minden t € R-re.

Definicié (Tapasztalati eloszlasfiiggvény)
Legyenek X1, Xo, . .., X, valésziniiségi viltozék. Ennek a mintanak az elosz-

lasfiiggvénye az az F,, : R — [0, 1] fiiggvény, melyre

. t-nél kisebb mintaelemek szama 1

k=1

n n

Itt I(Xx < t) értéke 1, ha Xy < t teljesiil (azaz a k. mintaelem legfeljebb
t), és 0 kiilonben.



Példa: tapasztalati eloszlasfiiggvény

A Duna vizallasanak tapasztalati eloszlasfiiggvénye

tapasztalati eloszlasfuggvény
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Példa: boxplot

A Duna vizallasanak boxplotja a hdsznapos adatsorbdl

Duna

T T T T T T
100 120 140 160 180 200

vizéllds (cm)

220




Boxplot

Definicié (Tapasztalati kvantilis)

Legyen Xi,Xa,...,X, minta, és z € [0,1] adott szdm. Ekkor a minta
tapasztalati z-kvantilise a tapasztalati eloszlisfiiggvény z-kvantilise, vagyis:

g, = min{t : Fp(t) > z}.

A boxplot készitéséhez sziikséges adatok:

e minimum: a legkisebb mintaelem (99);

o elsd kvartilis: a z = 1/4-hez tartozé kvantilis (118,2);

e median (141,5);

e harmadik kvartilis: a z = 3/4-hez tartozé kvantilis (181,5);
e maximum: a legnagyobb mintaelem (218).

terjedelem: maximum - minimum (119).



Példa: boxplot
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Torzitatlan becslés

e (Q, A, P) statisztikai mezé;

o P ={Py: v c ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);

e 1) : © — R flggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valésziniiségi valtozé
és a Y(V) érték valamilyen értelemben kdzel esnek egymashoz.



Torzitatlan becslés

e (Q, A, P) statisztikai mezé;

o P ={Py: v c ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);

e 1) : © — R flggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valésziniiségi valtozé
és a Y(V) érték valamilyen értelemben kdzel esnek egymashoz.

Definicié (Torzitatlansag)
A T : H— R statisztika torzitatlan becslés 1)-re, ha minden ¥ € ©-ra

Eo(T(X1,...,Xn)) = ¢(9).

A T statisztika torzitdsa a br(9) = Ey(T(X1,...,Xn)) — ¥(V) figgvény.

X1, X2, ..., Xy fiiggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes el-
oszlasbol. Ekkor 2X torzitatlan becslés ¢ () = ¥-ra.



Torzitatlan becslések

Allitas (A varhaté érték torzitatlan becslése)

Legyen Xi,...,X, fiiggetlen azonos eloszlasi minta. Legyen ¥(9) =
Ey(X1), azaz a mintanak a Py eloszlds szerinti varhaté értéke. Ekkor a

T(X1,...,X,) = X statisztika, vagyis a mintaatlag torzitatlan becslés 1)-
re.

Allitas (A szérasnégyzet torzitatlan becslése)

X1,...,Xn fiiggetlen azonos eloszlasi minta. Legyen 1)(9) = D3(X1), azaz
a mintanak a Py eloszlas szerinti szérasnégyzete. Ekkora T(Xi,...,X,) =
si2 statisztika, vagyis a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan
becslés 1-re.




Hatasossag

Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter (1)) fiiggvényének. T,
hatasosabb Ty-nél, ha D3(T1) < D3(T>) teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A Ty becslés hatasos ()-ra, ha ¥(¥) minden torzitatlan becslésénél
hatasosabb (és 6 maga is torzitatlan).

Nem mindig |étezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.



Hatasossag

Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter (1)) fiiggvényének. T,
hatasosabb Ty-nél, ha D3(T1) < D3(T>) teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A Ty becslés hatasos ()-ra, ha ¥(¥) minden torzitatlan becslésénél
hatasosabb (és 6 maga is torzitatlan).

Nem mindig |étezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.

Allitas

Legyen (Xi,...,X,) filiggetlen azonos eloszldsi minta véges szorasi elosz-
lasbol. Ekkor () = Ey(X;)-re a mintastlag hatdsosabb minden Zle ¢ X;
alaki becslésnél, ahol 0 < ¢j és > 7 ¢j = 1.

Az allitas a szdmtani és négyzetes kozepek kdzotti egyenl6tlenségbdl adédik.

Ugyanakkor a mintaatlag nem minden esetben hatasos becslése a varhaté
értéknek, csak a linearis kombinacidknal hatasosabb.



Konzisztencia

Definicié
A T, = Tu(Xq,...,X,) konzisztens becsléssorozat 1)()-ra, ha minden
Y € O-ra

(Th(X1,..., Xn)) = ¥(9)
n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden 9 € © és € > 0-ra teljesiil,
hogy

Py(|Tn — (9)| > €) =0 (n — 00).
X1, Xo, ... fliggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor T,, = w
konzisztens becsléssorozat (X )-re, hiszen a nagy szamok gyenge torvénye
szerint T, — Ey(X1) sztochasztikusan.

Tovabba, ha példaul Xy, Xa, ... fiiggetlenek és N(m, o?) eloszlastak, akkor
az atlag konzisztens m-re, s} pedig o-ra (s, is konzisztens o-ra).



Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-figgvény)
Legyen Y1,...,Y, minta. Ha ezek abszoliit folytonosak, és Y; siiriségtiigg-

vénye (a Py-re vonatkozoan) f; y, akkor a minta likelihood-fiiggvénye:

n

Loo(ty, .. ta) =[] fio(ty)  (t1,....ta €R).
j=1

Ha a minta diszkrét, akkor a minta likelihood-fiiggvénye:

n
Log(ke,- . kn) = [[Pio(Yi=k)  ((ki,... ki) € H).
j=1




Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Maximum-likelihood becslés)

A 9 maximumlikelihood-becslése (ML-becslése) az Xi,. .., X, mintabsl 0,

ha O maximalizlja a ¥ — Lny(Xi,...,Xn) fiiggvényt, ahol L,y a minta
likelihood-fiiggvénye. Azaz, ha

L, 5(X1,... s Xn) 2 Law(X1, ..., Xn) minden ¥ € O-ra.

Xi, ..., X, figgetlenek, eloszlasuk exponencialis eloszlas ¢ > 0 pa-
raméterrel. Ekkor

n n

Loo(%, . Xn) = [T 6.006) =TT [0 exp(=0x)10% > 0)],
j=1 j=1

. ,, " _ l
amibél ¥ = =




ML-becslés: példa

Xi,..., X, fliggetlenek, eloszlasuk exponencialis eloszlas ¥ > 0 paraméterrel.
Ekkor
n n
Loo(X, - Xa) = [[ f.00X) =[] [19 exp(—UX)I(X; > 0)].
j=1 j=1

n

Loo(Xi, ..\ Xn) :19"exp<—29ZXj).

Jj=1



ML-becslés: példa

Xi,..., X, fliggetlenek, eloszlasuk exponencialis eloszlas ¥ > 0 paraméterrel.
Ekkor
n n
Loo(X, - Xa) = [[ f.00X) =[] [19 exp(—UX)I(X; > 0)].
j=1 j=1

n

Loo(Xi, ..\ Xn) :19"exp<—29ZXj).

Jj=1

n
InLpg(X1,..., Xa) = nlnd —9 > X;
j=1



ML-becslés: példa

Xi,..., X, fliggetlenek, eloszlasuk exponencialis eloszlas ¥ > 0 paraméterrel.
Ekkor
n n
Loo(X, - Xa) = [[ f.00X) =[] [19 exp(—UX)I(X; > 0)].
j=1 j=1

n

Loo(Xi, ..\ Xn) :19"exp<—29ZXj).

j=1
n

InLpg(X1,..., Xa) = nlnd —9 > X;
j=1

aaﬁlnLnﬂg(Xl,...,Xn):g—nX>O<:>19<1/X.



Az ML-becslés tulajdonsagai

Nem minden statisztikai mezén létezik ML-becslés.

Az ML-becslés nem feltétleniil egyértelmi.

A (0) fiiggvény ML-becslése 1)(19), ahol ) ML-becslés ¥-ra.
Megfelel§ feltételek (erds regularitasi feltételek mellett) az ML-becslés
aszimpotikusan torzitatlan, és aszimptotikusan normalis eloszlasi, azaz

V/n(9, — 1) normalis eloszlashoz konvergal eloszlasban n — oo esetén
(a Py valésziniiségre vonatkozéan).

Az alabbi egyenlet a maximumlikelihood-egyenlet:
0
9 InLpp(Xi,...,Xn) =0.

Megfelels feltételek mellett az ML-becslés a maximumlikelihood-egyen-
let megoldasa (ha az ML-becslés nem szamithatd ki, de az egyenlet
megoldhaté, gyakran az egyenlet megoldasaval helyettesitik az ML-
becslést).



Momentummdadszer

Legyen Xi,..., X, flggetlen azonos eloszlasi minta.

O Az eloszlés k. momentuma: sy = Ey(X{).

Q I:egyen i = %27:1 Xjk az eloszlas k. tapasztalati momentuma.

@ Irjuk fel az alabbi egyenleteket a legkisebb olyan k-ig, amire igaz, hogy
az egyenletrendszer egyértelmiien meghatarozza -t

1 n
Ey(X1) =~ > X
=1

1 n
Ey(X?) = = XF:
=1

1 n
Eg(Xf) = - > Xk
j=1

Q@ A Y momentummdédszerrel kapott becslése az a 19 ami megoldasa a
fenti egyenletrendszernek.



Momentummddszer: példa

A momentummaodszerrel kapott becslés nem biztos, hogy létezik, és nem
biztos, hogy egyértelmdi.

Xi,..., X, fliggetlen exponencialis eloszlastiak ¢ paraméterrel.
R -
Ey(X1) = 5 = EZXJ =X.
j=1

Ez egyértelmiien oldhaté meg ¥-ra: ¥ = 1/X.



Momentummddszer: példa

A momentummaodszerrel kapott becslés nem biztos, hogy létezik, és nem
biztos, hogy egyértelmdi.

Xi,..., X, fliggetlen exponencialis eloszlastiak ¢ paraméterrel.
R -
Ey(X1) = 5 = EZXJ =X.
j=1

Ez egyértelmiien oldhaté meg ¥-ra: ¥ = 1/X.

Legyen Xi,..., X, figgetlen minta az [a, b] intervallumon egyenletes elosz-
lasbél. Erre a két médszer kiilonbsz8 eredményt ad.

ML-becsléssel: 3 = X; = min(Xq,...,X,), b = X = max(X,..., Xy),
mig a momentummédszerrel: 3 = X — V3sp; b= X +/3s,.



Konfidenciaintervallumok

Legyen X = (Xi,...,X,) fiiggetlen azonos eloszlast minta, (2, A, P) pedig
statisztikai mez8, P = {Py : ¢ € O}, és tegyiik fel, hogy ¥ valés paraméter,
vagyis © C R.

Definicié
Azt mondjuk, hogy a (T1(X), T2(X)) intervallum legalibb 1 — o megbizha-
tosagi szintli konfidenciaintervallum 9-ra, ha minden ¥ € R esetén teljesiil,

hogy
]P)ﬂ(T]_(K) << TQ(K)) >1—a.

A konfidenciaintervallum megbizhatésagi szintje: infyco{Py(9 € (T1, T2))}.



Konfidenciaintervallum a varhaté értékre
A kdvetkezs jeldlést fogjuk hasznélni: ha g € [0,1], akkor uy = ®71(qg),

ahol ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Vagyis, ha Z standard
normalis eloszlasa valésziniiségi valtozd, akkor

1 u
q=P(Z < uq) = \/ﬂ/ ’ e 5 /2ds.

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhat6 értékre, ismert széras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, figgetlen azonos eloszlasi normilis eloszlasii
valésziniségi valtozok, melyek szérdsa, o ismert.

Ekkor a
T, )= (X — oL X+ u o2
(T1, T2) g 7 NG

intervallum 1 — « megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum az eloszlés
varhaté értékére.




Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

Legyen t,(q) az a szdm, melyre az alabbi teljesiil:

q=P(Y <ta(q)) = P( 2 < tn(q)>a

V224472

ahol 2y, 7y, ..., Z, fliggetlen standard normalis eloszlast valdsziniiségi val-
tozék (a hanyados eloszlasa n szabadsagi fokd t-eloszlas).

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismeretlen széras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen azonos eloszlasi normalis eloszldsi
valdsziniségi valtozok (sem a varhaté értékiik, sem a szérdsuk nem ismert).
Ekkor a

(T1, T2) = (X— tnfl(l_%) '\s/:ﬁ’ 7+t"*1<1_ %) \s/n*ﬁ>

intervallum 1 — a megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum az eloszlés
varhaté értékére.




Hipotézisvizsgalat

Legyen (Q,.A, P) paraméteres statisztikai mez6, azaz P = {Py : ¢ € ©}
valamilyen © paramétertérrel. A paraméterteret bontsuk fel két diszjunkt
halmaz uniéjara: © = ©y U ©1, ahol tehat ©g N O = (.

Nullhipotézis. Hp : ¥ € Oy.
Ellenhipotézis. H, : ¥ € ©;.



Hipotézisvizsgalat

Legyen (Q,.A, P) paraméteres statisztikai mez6, azaz P = {Py : ¢ € ©}
valamilyen © paramétertérrel. A paraméterteret bontsuk fel két diszjunkt
halmaz uniéjara: © = ©y U ©1, ahol tehat ©g N O = (.

Nullhipotézis. Hp : ¥ € Oy.
Ellenhipotézis. H, : ¥ € ©;.

A minta X = (Xi1,...,X,), a mintatér legyen B (vagyis (Xi,...,X,) a
B C R" halmaz egy véletlen eleme). A mintateret is felbontjuk két diszjunkt
halmaz uniéjara: B = By U By, ahol By N By = 0.

Elfogadasi tartomany: By. Ha (Xi,...,X,) € By, akkor Hp-t elfogadjuk.

Elutasitasi (kritikus) tartomany: Bj. Ha (Xi,...,X,) € B, akkor Hp-t
elutasitjuk.



Hipotézisvizsgalat

o Elséfaja hibat vétiink, ha Hp igaz, és elutasitjuk.

@ A préba terjedelme:

a = sup Py(X € By).
SN

e Masodfaja hibat vétiink, ha Hy nem igaz, és elfogadjuk.
@ A préba eréfiiggvénye az alabbi 5: ©; — [0, 1] fiiggvény:

B9 =P(X e€B) (§e0).



Hipotézisvizsgalat
o Elséfaja hibat vétiink, ha Hp igaz, és elutasitjuk.
@ A préba terjedelme:

a = sup Py(X € By).
SN

Masodfaji hibat vétiink, ha Hy nem igaz, és elfogadjuk.

A préba eréfiiggvénye az alabbi 5: ©; — [0, 1] fiiggvény:

B9 =P(X e€B) (§e0).

p-érték: a legnagyobb olyan terjedelem, ami mellett Hp-t elfogadjuk.

p < 0,05: szignifikdns eltérés Hp-tdl, statisztikai bizonyiték Hi-re.

p > 0,05: nincs szignifikans eltérés Hy-tol.



Egymintas u-préba

A préba a normalis eloszlas varhato értékére vonatkozik ismert széras mellett.

X1, X2, ..., Xy ~ N(m,c?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

Prébastatisztika (eloszlasa standard normalis Hy mellett):

Y—mo

u="——-v/n.
g

Kétoldali ellenhipotézis: Hy : m = my; Hi : m # mo.

Ha |u| > uy_q /0, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.
A p-érték ilyenkor 2 — 2®(u|).

p < 0,05: a varhato érték szignifikansan eltér mp-tél.

p > 0,05: nincs szignifikans eltérés mq-tél.



Egymintas u-préba

A préba a normalis eloszlas varhato értékére vonatkozik ismert széras mellett.

X1, X2, ..., Xy ~ N(m,c?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

Prébastatisztika (eloszlasa standard normalis Hy mellett):

Y—mo

u="——-v/n.
g

Egyoldali ellenhipotézis: Hy : m < my; Hi:m > mg.

Ha u > uy_,, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.
A p-érték ilyenkor 1 — ®(u).

p < 0,05: a varhato érték szignifikansan tbb mg-nal.

p > 0,05: a varhaté érték nem tdbb szignifikinsan mg-nal.



Egymintas u-préba

A préba a normalis eloszlas varhato értékére vonatkozik ismert széras mellett.

X1, X2, ..., Xy ~ N(m,c?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

Prébastatisztika (eloszlasa standard normalis Hy mellett):

Y—mo

u="——-v/n.
g

Egyoldali ellenhipotézis: Hy : m > my; Hi - m < mg.

Ha u < —u;1_q, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiildnben elfogadjuk.
A p-érték ilyenkor ®(u).

p < 0,05: a varhaté érték szignifikansan kisebb mg-nal.

p > 0,05: a varhaté érték nem szignifikiansan kevesebb mg-nal.



Egymintas u-préba

Feltételezés: a testmagassag normalis eloszlasa.

o Az eurdpai férfiak atlagos testmagassaga 177,6 cm.

e Megmértiik 10 magyar férfi testmagassagat, a magassagok atlaga 173,8
cm lett. A szérast 8 cm-nek feltételezve mondhatjuk-¢, hogy a magyar
emberek testmagassaga szignifikdnsan eltér az eurépai atlagtol?



Egymintas u-préba

Feltételezés: a testmagassag normalis eloszlasa.

Az eurdpai férfiak atlagos testmagassaga 177,6 cm.

Megmeértiik 10 magyar férfi testmagassagat, a magassagok atlaga 173,8
cm lett. A szérast 8 cm-nek feltételezve mondhatjuk-¢, hogy a magyar
emberek testmagassaga szignifikdnsan eltér az eurépai atlagtol?

Ho : m=177,6; Hy - m#£177,6.

X —
mo.ﬁ:
o 8

a = 0,05 terjedelem mellett u;_,/» =1,96. p=0,133 > 0,05.

lu| < u1_q)0, elfogadjuk a nullhipotézist. A testmagassag nem tér el
szignifikdnsan az atlagos eurépai értéktdl az adatok alapjan.

173,8 — 177,6
=22 2D V10 = —1,502.

u=



Egymintas u-préba
Feltételezés: a testmagassag normalis eloszlasa.

@ Az eurédpai férfiak atlagos testmagassaga 177,6 cm.

o Megmértiik 150 holland férfi testmagassagat, a magassagok atlaga 183,7
cm lett. A szérast 8 cm-nek feltételezve mondhatjuk-e, hogy a hollan-
dok testmagassaga szignifikinsan tébb az eurépai atlagnal?



Egymintas u-préba
Feltételezés: a testmagassag normalis eloszlasa.

@ Az eurédpai férfiak atlagos testmagassaga 177,6 cm.

o Megmértiik 150 holland férfi testmagassagat, a magassagok atlaga 183,7
cm lett. A szérast 8 cm-nek feltételezve mondhatjuk-e, hogy a hollan-
dok testmagassaga szignifikinsan tébb az eurépai atlagnal?

o Hy:m<177,6; Hy - m > 177,6.

X — 183,7 — 177
y= UmO /= M\ASO:&%.

o o = 0,05 terjedelem mellett u;_, = 1,645. p-érték: < 10710 < 0, 05.

@ U > Uj_q, elutasitjuk a nullhipotézist. Az adatok statisztikailag bizo-
nyitjak, hogy a hollandok testmagassaganak varhaté értéke szignifikan-
san tobb 177,6 cm-nél.



Kétmintas u-préba

® X1, X0,...,Xn,, Y1,..., Yn, flggetlen normalis eloszlasa valdsziniiségi
valtozék, ahol X; ~ N(ml,J%), Y; ~ N(mg,ag). Itt my, mo ismeretlen
paraméterek, o1, 0o ismertek.

@ Prébastatisztika (eloszlasa standard normalis Hy mellett):

X-Y
u= .
\/U%/nl +0§/n2
o Kétoldali ellenhipotézis: Hy : my = my; Hi - my # mo.

o Ha |u| > uj_, /2, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.

p > 0,05: a varhaté értékek nem térnek el szignifikansan.

p < 0,05: a varhato értékek szignifikansan eltérnek.



Kétmintas u-préba

® X1, Xo,...,Xn,, Y1,..., Yn, fliggetlen normalis eloszlasa valdsziniiségi
véltozok, ahol X; ~ N(m1,01) Y; ~ N(ma,03). Itt my, my ismeretlen
paraméterek, o1, 0, ismertek.

@ Prébastatisztika (eloszlasa standard normalis Hy mellett):

X-Y
u= .
\/U%/nl —{—O’%/nz
o Egyoldali ellenhipotézis: Hp : my < my; Hy:mp > mo.

e Ha u > uy_,, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.

p < 0,05: az els6 eloszlas varhaté értéke szignifikdnsan nagyobb a masodik
eloszlasénal.



Kétmintas u-préba

® X1, Xo,...,Xn,, Y1,..., Yn, fliggetlen normalis eloszlasa valdsziniiségi
véltozok, ahol X; ~ N(m1,01) Y; ~ N(ma,03). Itt my, my ismeretlen
paraméterek, o1, 0, ismertek.

@ Prébastatisztika (eloszlasa standard normalis Hy mellett):

X-Y
u= .
\/U%/nl —{—O’%/nz
o Egyoldali ellenhipotézis: Hp : my > my; Hi:m < mo.

@ Ha u < —uy_, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.

p < 0,05: a masodik eloszlas varhaté értéke szignifikansan nagyobb az elsé
eloszlasénal.



Egymintas t-préba

A normalis eloszlas varhatd értékére vonatkozik ismeretlen széras esetén.

X1, Xa,...,Xq ~ N(m,c?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.
Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlas Hy mellett):

X—mo.\/ﬁ

Sn
Kétoldali ellenhipotézis: Hy : m = mg; Hi : m # my.
Ha |t| > t,—1(1 — «/2), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfo-
gadjuk.
A kritikus érték: t,(q) a g-kvantilise, vagyis az a szam, melyre az alabbi
teljesil:

e o

u =

% < tn(q)>,

0= (Y < to(a) = B <
\JZE 4 ...+ Z2

ahol 2y, 71, ..., Z, fliggetlen standard normalis eloszlasuak.

p < 0,05: a varhato érték szignifikansan eltér mg-tél.



Egymintas t-préba

A normalis eloszlas varhatd értékére vonatkozik ismeretlen széras esetén.

® X1, Xo,..., Xy ~ N(m,c?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.
@ Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlas Hy mellett):
X —m
u= 0. Vn.
Sn
e Egyoldali ellenhipotézis: Hy : m < my; Hi:m > my.

Ha t > t,_1(1—«), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.
A kritikus érték: t,(q) a g-kvantilise, vagyis az a szam, melyre az alabbi
teljesil:

2y
Z2+...+ 22

0= (Y < t(a) = < t(a))

ahol 2y, 71, ..., Z, fliggetlen standard normalis eloszlasuak.

p < 0,05: a varhato érték szignifikansan tobb mg-nal.



Egymintas t-préba

A normalis eloszlas varhatd értékére vonatkozik ismeretlen széras esetén.

® X1, Xo,..., Xy ~ N(m,c?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.
@ Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlas Hy mellett):
X —m
u= 0. Vn.
Sn
e Egyoldali ellenhipotézis: Hy : m > my; Hi:m < my.

Ha t < t,_1(«), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiildnben elfogadjuk.
A kritikus érték: t,(q) a g-kvantilise, vagyis az a szam, melyre az alabbi
teljesil:

2y
Z2+...+ 22

0= (Y < t(a) = < t(a))

ahol 2y, 71, ..., Z, fliggetlen standard normalis eloszlasuak.

p < 0,05: a varhaté érték szignifikinsan kisebb mg-nal.



Kétmintas t-préba

® X1, Xp,...,Xn,, Y1,..., Yn, fliggetlen normalis eloszlasa valdsziniiségi
valtozék, ahol X; ~ N(my,0?), Yi ~ N(my,0?). Itt my, mo, o ismeret-
len paraméterek (feltételezziik, hogy a két széras megegyezik).

@ Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlas Hy mellett):

X

t= —Y .\/”1n2("1+n2—2)'
\/(n1 = 1)5;2(X) + (m2 — 1)s32(Y) ny +

o Kétoldali ellenhipotézis: Hy : my = my; Hi o my # mo.

e Ha |t| > tn,4n,—2(1 — a/2), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiildnben
elfogadjuk.

p > 0,05: a varhaté értékek nem térnek el szignifikansan.

p < 0,05: a varhaté értékek szignifikansan eltérnek.



Kétmintas t-préba

® X1,Xo,...,Xn,, Y1,..., Yn, flggetlen normalis eloszlasa valdsziniiségi
valtozék, ahol X; ~ N(ml,az), Y ~ N(m2,02). Itt my, my, o ismeret-
len paraméterek (feltételezziik, hogy a két széras megegyezik).

@ Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlas Hy mellett):

t =

X-Y \/nlng(n1+n2—2)
V(= Ds2(X) + (n2 — )si2(Y) M

o Egyoldali ellenhipotézis: Hp : my < my; Hi:my > ms.

@ Ha t > tp,4n,—2(1 — ), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfo-
gadjuk.

p < 0,05: az elsé varhaté érték szignifikdnsan nagyobb a masodiknal.



Kétmintas t-préba

® X1,Xo,...,Xn,, Y1,..., Yn, flggetlen normalis eloszlasa valdsziniiségi
valtozék, ahol X; ~ N(ml,az), Y ~ N(m2,02). Itt my, my, o ismeret-
len paraméterek (feltételezziik, hogy a két széras megegyezik).

@ Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlas Hy mellett):

- X-Y \/nlng(n1+n2—2)
V(m = Ds2(X) + (2 = 1)s2(Y) e

e Egyoldali ellenhipotézis: Hy : my > my; Hy:m < my.

@ Ha t < ty,4n,—2(), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogad-

juk.

p < 0,05: a masodik varhaté érték szignifikinsan nagyobb az elsénél.



F-préba

Az F-préba fiiggetlen normalis eloszlasi mintak szérasat hasonlitja Gssze.

o Legyenek most Xi,Xo,...,Xn,, Y1,..., Ys, fiiggetlen normalis elosz-
last valészin(ségi valtozok, ahol X; ~ N(mq,0?), Yi ~ N(ma,03). Itt
my, my, 01,0y ismeretlen paraméterek.

Prébastatisztika (eloszlasa F-eloszlas Hy mellett):

_sm
sp2
Kétoldali ellenhipotézis: Hy : 01 = o9; Hy : o1 # 05.
Ha F > Fp—1n,-1(1—a/2) vagy F < Fp,—1.n,—1(/2), akkor elvetjiik

a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.
da (U2 UZ+..4U3
o A kritikus érték: ¢ = P(W < Fg, 4,(q)), ahol W = djév}+v§2+...+v?§’
2

és az U;, Vj-k mind fiiggetlen standard normalis eloszlast valdsziniiségi
valtozék.

p < 0,05: a szérasok szignifikansan eltérnek.



Normalis eloszlasra vonatkozé probak

o Az &sszes eddigi prébanal (u, t, F-prébak) feltételeztiik a normalis el-
oszlast. Tehat a préba elvégzése el6tt meg kell gy6z8dni arrél, hogy
a minta normalis eloszlasd (ha mas mdédszer nem érhet§ el, legalabbis
a hisztogram alapjan), vagy a minta elemszdma elég nagy ahhoz, hogy
a centralis hatareloszlastétel alapjan feltételezhessiik, hogy az atlag el-
oszlasa kdzel van a normalis eloszlashoz.

@ Minden esetben a mintak fliggetlenek voltak, a kétmintas esetekben fel-
tételeztiik a két minta egymastdl valé fiiggetlenségét is. Ha a két
minta elemei valamilyen természetes szempontbdl kettesével Gsszetar-
toznak (példaul egy ember vérnyomasa reggeli és esti méréskor), akkor
a kétmintas t-préba nem hasznalhat6, mas médszerek sziikségesek.

@ Ha az F-préba elvégzése azt mutatja, hogy a két minta szérasa szig-
nifikansan eltér, akkor sem alkalmazhaté a kétmintas t-préba.



Y2-préba

Legyen A1, Ag, ..., A, teljes eseményrendszer, p1, pa, . . .

negativ szamok, melyek 6sszege 1.
Ho : P(A;) = p; minden i =1,2,... r-re.
Hy : P(A;) # pi valamelyik i =1,2,... r-re.

e n fiiggetlen megfigyelést végziink.
@ Nj: hanyszor kdvetkezett be A;.

, pr pedig olyan nem-

@ Ha van i, hogy N; < 4: néhany osztalyt ssze kell vonnunk, hogy a
prébat alkalmazhassuk (vagyis A; és A; helyett A; U Aj-t és p; + po-t

tekintjiik).
o Prébastatisztika:
(Ni —n-pi)?

i=1



Y2-préba

Ho : P(A;) = pi minden i =1,2,... r-re.

Prébastatisztika:

r

T = Z —-n: pl
i=1

x2-préba: Ho-t elfogadjuk, ha T < ¢, ahol ¢ az f = r — 1 szabadsagi foka,
«a terjedelmii y2-préba c kritikus értékénél. Pontosabban:

P(ZE+Z3+...+ZF<c)=1-a),
ahol 7y, ..., Z fiiggetlen standard normalis eloszlasi valésziniiségi valtozok.

T > cvagy p < a: elutasitjuk Hp-t, az eloszlas szignifikinsan eltér (py)-tol.



2-préba: példa

Példa: r = 6, dobokockaval dobunk, A;: a dobas értéke /. p1 = pp = ... =
pe = 1/6 (szabalyos a dobdkocka).

A préba terjedelmének o = 0, 05-6t valasztjuk. n = 100 dobasbél az alabbi
értékek adédtak:

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15

Chi-squared test for given probabilities
data: kockal

X-squared = 7.52, df = 5, p-value = 0.1847

Ekkor T = 7,52 < ¢ = 11,1, tehat elfogadjuk azt a nullhipotézist, hogy
a dobékocka szabalyos. A p-érték 0,1847 > 0,05, tehat nincs szignifikans
eltérés a szabalyossaghoz képest. (Minden szam legalabb 4-szer eléfordult,
nem kellett a beosztason médositani.)



2-préba: példa

Ha ezerszer dobunk, és az alabbi eredmények adédnak:

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 191 154 140 184 156 175

Chi-squared test for given probabilities
data: kocka2

X-squared = 11.684, df = 5, p-value = 0.03938

Tovabbra is a@ = 0,05 terjedelem mellett szamolva: T = 11,684 > ¢ =
11,1, tehat elutasitjuk a nullhipotézist, statisztikai bizonyitékunk van arra,
hogy a dobdkocka nem szabalyos. A p-érték 0,03938 < 0,05, szignifikans
eltérés van a szabalyossaghoz képest.



Becsléses illeszkedésvizsgalat

A1, Ao, ..., A, teljes eseményrendszer. Nj: hanyszor kdvetkezik be A; egy n
elemii fiiggetlen mintaban. Adott p;(s) minden s € S-re.

Ho: van olyan s € S, melyre P(A;) = pi(s) minden r =1,2,... r-re.

Hi: nincs olyan s € S, melyre P(A;) = pj(s) minden r = 1,2,... r-re
teljesiilne.

Az s paramétervektor (d dimenziés) maximumlikelihood-becslése legyen §,
és legyen p; = p;(5). Szamitsuk ki az alabbi mennyiséget:

T:Zr:(’vi—"'f?i)z
i—1 n-pi

Legyen f = r—d—1. A Hp-t « terjedelem mellett elfogadjuk, ha T < ¢, ahol
¢ az f szabadsagi foku kritikus értéke « terjedelem mellett. Hp-t elutasitjuk,
ha T > c¢ (azaz p < «), ilyenkor a minta szignifikinsan eltér az S altal
megadott eloszlascsaladtdl.



Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Az egy futballmérkszésen 16tt g6lok szama a vilagbajnoksag n = 95
mérk&zésén:

golok szama 0 1 2 3 45 6 7 8
mérkszések szdama 23 37 20 11 2 1 0 0 1
Poisson-esetben az s paraméter maximumlikelihood-becslése:
- -2 1. 2.2 -114+4.-245-148-1
§:X:O 3+1-37+ 0+3 + + + —1.379.

95

Mivel vannak olyan osztalyok, ahova 4-nél kevesebb megfigyelés esik, a be-
osztast médositjuk:

golok szama 0o 1 2 3 >4
mérkSzések szama 23 37 20 11 4




Becsléses illeszkedésvizsgalat: példa

Hy: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik, valamely s > 0 paraméterrel
(most d = 1).

Hi: az eloszlas nem Poisson-eloszlas.

p = 1,379 a paraméter maximumlikelihood-becslése.

golok szama 0 1 2 3 >4

mérkézések szdma 23 37 20 11 4
Poisson(p)-eloszlas 23,92 32,99 22,75 10,46 4,88

Ebben az esetben T =1,04, f =5 —1—1 = 3, a kritikus érték 7, 81.

T < c: elfogadjuk, hogy a minta Poisson-eloszlasbél szarmazik.



Fliggetlenségvizsgalat

Két szempont szerint soroljuk osztalyokba a megfigyeléseket.
Els§ szempont: Aj,...,A,. Masodik szempont: By,..., Bs.

Hg: a két szempont fiiggetlen egymastdl, azaz P(A; N B;) = P(A;) - P(B))
minden i, j-re.

Hy: a nullhipotézis nem igaz, a két szempont dsszefiigg.
Nijj: hany olyan megfigyelés van, melyre A; és B; teljesiil.

Nj. = >77_1 Nij (azaz az A; gyakorisaga); Nj = > 1_; Ny (azaz B; gyakori-
saga); n pedig az Osszes megfigyelés szama. Ekkor a prébastatisztika:

Nj)2

Ty y Mt

i=1 j=1



Fliggetlenségvizsgalat
Ho: a két szempont fliggetlen egymastél. Prébastatisztika:

Nj)2

Ty y Mt

i=1 j=1 n

A szabadsagi fok f = (r — 1)(s — 1).
c: az f szabadséagi foka y?-préba kritikus értéke o terjedelem mellett.

o T < c (azaz a p > «): elfogadjuk Hp-t, nem taldltunk szignifikins
Osszefliggést a szempontok kdzott.

o T > c (azaz a p < «): elutasitjuk Ho-t, az adatok szignifikans Gssze-
fliggést mutatnak.

Ha r = s = 2, a prébastatisztika az alabbi egyszeriibb alakra hozhaté:

n(NyyNop — /\/12/\/21)2
Ni.No.N1N.»




Fliggetlenségvizsgalat: példa

Hy: a hémérséklet és a csapadékmennyiség fliggetlen;
Hi: a hémérséklet és a csapadékmennyiség nem fliggetlen.

n=100,f=2.-2=4, a=0,05:

meleg atlagos hideg

esls 15 10 5
atlagos 10 10 20
szaraz 5 20 5

data: ido
X-squared = 22.917, df = 4, p-value = 0.0001316

22,917 > quit = 9,49, illetve p < a = 0,05 = elutasitjuk a nullhipotézist,
szignifikans Osszefliggés van a két szempont kdzott.



Homogenitasvizsgalat
Legyenek X, Y valdsziniiségi valtozék. R-t bontsuk fel diszjunkt halmazok
unidjara: Ai, ..., A,

Ho: az X és Y val6sziniiségi valtozok eloszlasa megegyezik, azaz P(X €
Ai)=P(Y € A;) minden i =1,2,... r-re.

Hy: az X és Y valosziniiségi valtozék eloszlas eltérs, azaz van legalabb egy
i, melyre P(X € A;)) #P(Y € A). X1,...,Xn, Y1,..., Ym figgetlen minta
agy, hogy Xi,...,.Xp~ X, Y1,..., Yy~ Y.

N; az A; gyakorisdga az X mintaban;
M; az A; gyakorisaga az Y mintaban. A prébastatisztika:

r (N,- /\/],-)2

T=2
i=1

m

An Tm) g
Ni + M;



Homogenitasvizsgalat

A prébastatisztika:

-

2=L2
23\2

i=1 i +
A szabadsagi fok: f =r —1.

c: az f szabadsagi foka y?-préba kritikus értéke o terjedelem mellett.

o T < c (azaz a p > «): elfogadjuk Hp-t, nem taldltunk szignifikans

eltérést az eloszlasok kozott.
@ T > c (azaz a p < «): elutasitjuk Hp-t, az eloszlasok szignifikans

eltérést mutatnak.



Lineéris regresszié
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7. abra.
A CFC-12 (freon) gaz koncentracidja az Antarktiszon és az adatokra
illesztett egyenes



Lineéris regresszié

Egyenes illesztése a legkisebb négyzetek médszerével:
Allitas (Linearis regresszio)

Legyenek (x1,y1), (x2,¥2), ..., (xn, yn) adott szamparok. Azokat az a és b
egylitthatokat keressiik, melyre a

1 n
B =3 lyi— (ax + B
i=1
mennyiség minimalis. Ennek megoldasa:

Yo (i =X)yi — ).

A — v B _ = _ Ai‘
T k%7 o




Linearis modell

Definicié (Linearis modell)
Legyenek Xi,Xa,...,Xn, Y1,..., Y, val6sziniiségi véltozok, és tegyiik fel,
hogy valamely a, b valés szamokra

Yi=aX;+b+ej,

ahol e1,. .., e, fiiggetlen N(0,0?) eloszlasii valdsziniiségi valtozok. Az igy
kapott (X;, Yi) parok egyiittes eloszlasat linearis modellnek nevezziik.

Az X; valésziniiségi valtozékat magyarazé valtozéknak, az e; valdsziniiségi
valtozékat hibanak szoktak nevezni.



Becslések a linearis modellben

Allitas

A linedris modellben az a, b egyiitthatok ML-likelihood becslése a kbvetke-

z6képpen irhato:

i (Xi = X)(Yi—Y),
ZZ=1(Xk - y)z

Tovabba, ezek a becslések torzitatlan becslései az a és b paramétereknek. A
hiba szérésdnak becslése:

3=

A becslések szdrdsa:

D(3) =

A 1 X
——; b)=o,|— .
sLog-xp 0P J 0 L0 X7




El6rejelzés a linearis modellben

Allitas
Legyen x* adott szam. A linedris modellbél kapott el6rejelzés az Y véletlen
folyamat x* pontban felvett értékére:

ax* + b.

Az el6rejelzés szorasa:

=X
b—a
Pl ¢ z,1x X

Az el6rejelzés szérasanak becslésekor a o értéket gyakran G-val helyettesitik.




El6rejelzés a linearis modellben
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8. abra.
A CFC-11 és CFC-12 (freon) gaz koncentracidja (forras: elte.promt.hu)



Rezidualisok
A teljes ingadozas (total sum of squares): Zj":l(YJ -Y)2
Rezidualis négyzetdsszeg (residual sum of squares):

—aX;—b) - —
j=1 ! ! Zk:l(Xk - X)2

zn:(y' 3 N2 [27:1()(;—?)(\/1._7)]2.

Definicié

A megmagyarézott ingadozas részardnya (coefficient of determination):

[0, (X = X)(Y: = V)]

R2 —
[Zk 1(Xk— )][Zk 1(Yk Y)]

Az R? értéke 0 és 1 kozé esik. Ertelmezés: minél kdzelebb van 1-hez, annal
inkabb jé kozelitést ad a linearis modell. Ugyanakkor R érzékeny a kiugrd
értékekre.



Hipotézisvizsgalat
A linearis tag egyltthatéjara vonatkozd hipotézisvizsgalati feladat a kovet-
kez6 (a terjedelem «):

Hy:a=20 Hy :a#0vagy Hi :a>0vagy H; : a<0.
A nullhipotézis mellett az alabbi mennyiség n—2 szabadsagi foka t-eloszlasu:
-2y - Xy

VS - axi - b2

t

o Kétoldali ellenhipotézis, H; : a # 0. Ha |t| > tp_2(1 — a/2), ak-
kor elutasitjuk Ho-t (az egyiitthaté szignifikansan eltér 0-tdl), kiildnben
elfogadjuk.

e Egyoldali ellenhipotézis, H; : a > 0. Ha t > t,_»(1 — «), akkor
elutasitjuk Hop-t (az egyiitthaté szignifikansan nagyobb 0-nal), kiilonben
elfogadjuk.

e Kétoldali ellenhipotézis, H; : a < 0. Ha t < t,_»(«), akkor elutasitjuk
Ho-t (az egyiitthaté szignifikansan kisebb 0-nal), kiilonben elfogadjuk.



