Normalis eloszlas paramétereire vonatkozd prébak

Az alabbi probak akkor hasznalhaték, ha

@ a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

o a megfigyelések fiiggetlenek, véges sz6rasi eloszlasbél szarmaznak, és a minta
mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100 (az atlag a centralis hatareloszlas-
tétel alapjan kézel normélis eloszlasa)
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Normalis eloszlas paramétereire vonatkozd prébak

Az alabbi probak akkor hasznalhaték, ha

a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

a megfigyelések fiiggetlenek, véges szérasi eloszlasbdl szarmaznak, és a minta
mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100 (az atlag a centralis hatareloszlas-
tétel alapjan kézel normélis eloszlasa)

z-préba (vagy u-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a
o széras ismert

t-préba (vagy Student-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén,
ha a o széras nem ismert (csak az s tapasztalati széras)

F-préba: szérasra vonatkozé hipotézis esetén

Kapcsolat a konfidenciaintervallummal: egymintas prébanal akkor fogadjuk el
a nullhipotézist « terjedelem mellett, ha a benne megadott érték (varhaté érték
vagy sz6ras) az 1 — o megbizhat6ségi szintii konfidenciaintervallumba esik.



Fisher—Bartlett-tétel

Val6jaban az eloszlas valédi szérdsa a legtobb esetben nem ismert. A o szérast

az s, korrigélt tapasztalati szérassal helyettesitjilk. Kérdés, hogyan valtozik igy az
eloszlas.

Tétel (Fisher—Bartlett)

Tegyiik fel, hogy X1, X>, ..., X, fiiggetlen m varhaté értékd, o szérasd, normalis
eloszlasa valdsziniiségi valtozok. Ekkor

Q@ X ~ N(m, "—:) azaz (X — m)y/n/o eloszldsa standard normalis;
Q X és s fiiggetlenek;
© (n—1)s:?/0? eloszldsa n — 1 szabadsagi fokd x?-eloszlas;

Q (X — m)\/n/s; eloszldsa n — 1 szabadsagi fokii t-eloszl3s.

Itt

1

o= n—1§(XfX)2> - nﬁ1<<r17§X12) XZ)'

*




Egymintas egyoldali z-préba (one-sample one-sided z test)

A préba a normalis eloszlas varhato értékére vonatkozik ismert széras mellett. Tor-
zitatlan, konzisztens, legerdsebb préba egyoldali esetben (a Neyman—Pearson-
lemma alapjan bizonyithatd).

@ X1, Xa,...,X, ~ N(m,o?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

@ Probastatisztika (eloszlasa standard normalis Hp mellett, ezt belattuk):
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o Egyoldali ellenhipotézis (one-sided): Hp : m < my; Hi :m> mg.
@ Ha z > ®71(1 — ), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilsnben elfogadjuk.
@ A p-érték ilyenkor 1 — @(z).

p < 0,05: a varhaté érték szignifikinsan tébb mp-nal.

p > 0,05: a varhat6 érték nem tobb szignifikdnsan mg-nal.



Az egyoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas
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Az a = 0,05 terjedelm(i egyoldali z-préba kritikus értéke:
®1(1 - a)=9"1(0,95) = 1,645.



Példa: egymintas egyoldali z-préba

Feltételezés: a testmagassag normalis eloszlasa.

@ Az eurdpai férfiak atlagos testmagassaga 177,6 cm.

@ Megmértiik 90 holland férfi testmagassagat, a magassagok atlaga 181,7 cm
lett. A szérast 8,5 cm-nek feltételezve mondhatjuk-e, hogy a holland férfiak
testmagassaga szignifikinsan tobb az eurdpai atlagnal?



Példa: egymintas egyoldali z-préba

Feltételezés: a testmagassag normalis eloszlasa.

@ Az eurdpai férfiak atlagos testmagassaga 177,6 cm.

@ Megmértiik 90 holland férfi testmagassagat, a magassagok atlaga 181,7 cm
lett. A szérast 8,5 cm-nek feltételezve mondhatjuk-e, hogy a holland férfiak
testmagassaga szignifikinsan tobb az eurdpai atlagnal?

@ Hy: m<177,6; Hy :m>177,6.

X — 181,7 — 177,6
o_mo ﬁ: ’T\/%:4,57.

zZ =

@ o = 0,05 terjedelem mellett ®~1(1 — o) = 1,645, igy z > ¢71(1 — ).
p-érték: 1 — &(4,57) < 0,0001 < 0, 05.
@ Elutasitjuk a nullhipotézist. Az adatok alapjan a holland férfiak testmagas-

saganak varhaté értéke szignifikdnsan t6bb 177,6 cm-nél, vagyis az eurépai
atlagnal.



Egymintas kétoldali z-préba

A préba a normalis eloszlas varhaté értékére vonatkozik ismert szoras mellett. Nem
legerGsebb (nincs legerésebb préba ebben a feladatban).

@ X1, Xa,...,X, ~ N(m,o?), ahol m ismeretlen paraméter, o > 0 ismert.

@ Prébastatisztika (eloszlasa standard normaélis Hy mellett):

o Kétoldali ellenhipotézis (two-sided): Ho : m = mg; Hy :m# mg.
@ Ha |z| > ®71(1 — /2), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilsnben elfogadjuk.
@ A p-érték ilyenkor 2 — 20(|z|).

® a standard normilis eloszlasfiiggvény: ®(t) = fioo %ﬂe‘xz/de.

p < 0,05: a varhat6 érték szignifikinsan eltér mg-tél.

p > 0,05: nincs szignifikans eltérés mg-tél.



A kétoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas
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Az a = 0,05 terjedelmii kétoldali z-préba kritikus értéke:
o 1(1 - /2) = 71(0,975) = 1,96.



Példa: egymintas z-préba

Egy gyarban a min6ségellen6rzésnél azt feltételezik, hogy egy bizonyos tipusa ka-
lapacs fejének a tomegét mérve a mérési eredmények fiiggetlen normalis eloszlasa
valészinliségi valtozok m varhaté értékkel és o = 3 gramm szérassal.

@ A termékkataldgus szerint egy adott tipust kalapécs fejének 364 g tomegiinek
kell lennie.

@ A fenti eljarassal megmérték 20 kalapacs fejének tomegét. Az atlag 367,2
gramm lett. Ez alapjan éllithaté-e, hogy a kalapacsok fejének tomege szigni-
fikdnsan eltér az elGirt 364 grammtél?



Példa: egymintas z-préba

Egy gyarban a min6ségellen6rzésnél azt feltételezik, hogy egy bizonyos tipusa ka-
lapacs fejének a tomegét mérve a mérési eredmények fiiggetlen normalis eloszlasa
valészinliségi valtozok m varhaté értékkel és o = 3 gramm szérassal.

@ A termékkataldgus szerint egy adott tipust kalapécs fejének 364 g tomegiinek
kell lennie.

A fenti eljarassal megmérték 20 kalapacs fejének tdmegét. Az atlag 367,2
gramm lett. Ez alapjan éllithaté-e, hogy a kalapacsok fejének tomege szigni-
fikdnsan eltér az elGirt 364 grammtél?

@ Hy: m=364; H; - m £ 364.

X — 367,2 — 364
z= mO-W:%\/z = 4,77.
ag

@ a = 0,05 terjedelem mellett (1 —«/2) =1,96. p =1,84-10° < 0,05.

|z| < ®71(1 — a/2), elutasitjuk a nullhipotézist. A kalapacsok fejének to-
megének varhat6 értéke a minta alapjan szignifikansan eltér az el8irt 364
grammtol.



t-eloszlas egyoldali kritikus értékei

t-eloszlas
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Az f = 9 szabadsagi foki o = 0,05 terjedelmii egyoldali t-préba kritikus értéke:
Eg70705 = 1,83



Egymintas egyoldali t-préba (one-sample one-sided t-test)
@ A normalis eloszlas varhaté értékére, ismeretlen széras esetén — leg-
erdsebb préba.
@ X1, Xa,...,X, ~ N(m,o?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.

@ Prébastatisztika, aminek eloszlasa t-eloszlas Hy mellett a Fisher—Bartlett-tétel
szerint:

o Egyoldali ellenhipotézis (one-sided): Hp : m < my; Hi:m > mg.

@ Hat > t,_1,, azaz p < «, elutasitjuk a nullhipotézist; ilyenkor a varhaté
érték szignifikdnsan tébb mp-nal.

@ Ha t <t,_1,4, azaz p > «, elfogadjuk a nullhipotézist, a varhaté érték nem
tobb szignifikdnsan mg-nal az adatok alapjan.

@ A kritikus érték: t, 1, az f = n — 1 szabadsagi foki (degree of freedom)
t-eloszlas 1 — a-kvantilise, vagyis az f = n — 1 szabadsagi fokd egyoldal
t-préba kritikus értéke « terjedelem (level of significance) mellett.



Egymintas t-préba, forditott iranyd ellenhipotézis

A normdlis eloszlas varhat6 értékére vonatkozik ismeretlen széras esetén.

@ X1, Xa,...,X, ~ N(m,o?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.

@ Probastatisztika (eloszlasa t-eloszlas Hy mellett):

X—mo

Sn

N

t =

@ Egyoldali ellenhipotézis: Hy : m > my; Hy:m < mg.
@ Ha t < —t,_1,, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilénben elfogadjuk.

@ A kritikus érték: —t,_1 o az f = n—1 szabadsagi fokl t-eloszlas a-kvantilise,
vagyis az a szdm, melyre az alabbi teljesiil:

_ Z _
O(:]P)(YS _tn—l,a) —P( 0 < _tn—l,oe)7
R+ + 2722,
ahol 2y, 74, ..., Z,_1 fliggetlen standard normalis eloszlastak.

p < 0,05: a varhaté érték szignifikdnsan kisebb mg-nal,



Példa: egymintas egyoldali t-préba

Egy adott helyen vett tiz mintdbdl megmértiik az ivéviz keménységét. Az alabbi
eredmények adédtak (mg/l CaO):

351 370 352 340 362 363 366 355 374 347

Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy az ivéviz keménységének varhato értéke szig-
nifikinsan meghaladja a 350 mg/| egészségiigyi hatarértéket?
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Egy adott helyen vett tiz mintdbdl megmértiik az ivéviz keménységét. Az alabbi
eredmények adédtak (mg/l CaO):

351 370 352 340 362 363 366 355 374 347

Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy az ivéviz keménységének varhato értéke szig-
nifikinsan meghaladja a 350 mg/| egészségiigyi hatarértéket?

n=10; X = 358; sy =10,77

Feltételezziik, hogy a mérési eredmények normalis eloszlastiak, az egymintas egy-
oldali t-prébat alkalmazzuk: Hy : m < 50; H; : m > 50.

X —mg 358 — 350
. =———v10=2,35.
sk Vi 10,77 ’

t=

Az f = n—1 = 9 szabadsagi foka egyoldali t-préba kritikus értéke o = 0,05
szignifikanciaszint (terjedelem) mellett g.9 g5 = 1, 833.



Példa: egymintas egyoldali t-préba

Egy adott helyen vett tiz mintdbdl megmértiik az ivéviz keménységét. Az alabbi
eredmények adédtak (mg/l CaO):

351 370 352 340 362 363 366 355 374 347
Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy az ivéviz keménységének varhato értéke szig-
nifikinsan meghaladja a 350 mg/| egészségiigyi hatarértéket?

n=10; X = 358; sy =10,77

Feltételezziik, hogy a mérési eredmények normalis eloszlastiak, az egymintas egy-
oldali t-prébat alkalmazzuk: Hy : m < 50; H; : m > 50.

X —mg 358 — 350
. =———v10=2,35.
sk Vi 10,77 ’

t =
Az f = n—1 = 9 szabadsagi foka egyoldali t-préba kritikus értéke o = 0,05
szignifikanciaszint (terjedelem) mellett g.9 g5 = 1, 833.

Mivel t > tg0,05, elutasitjuk a nullhipotézist, a vizkeménység szignifikansan
meghaladja 350 mg/| hatarértéket. A p-érték: p = 0,0217 < 0, 05.



Hipotézisvizsgalat: példa az R szoftverben
Tiz mintabdl mértilk meg a viz keménységét.
Nullhipotézis (null hypothesis, Hp): m < 350
Ellenhipotézis (alternative hypothesis, H;): m > 350

> viz<-c(348, 367, 349, 337, 359, 360, 363, 352, 371, 344)

> t.test(viz, mu=350, alternative="greater")



Hipotézisvizsgalat: példa az R szoftverben

Tiz mintabdl mértilk meg a viz keménységét.

Nullhipotézis (null hypothesis, Hp): m < 350

Ellenhipotézis (alternative hypothesis, H;): m > 350

> viz<-c(348, 367, 349, 337, 359, 360, 363, 352, 371, 344)
> t.test(viz, mu=350, alternative="greater")

One Sample t-test

data: viz

t = 2.3489, df = 9, p-value = 0.02169

alternative hypothesis: true mean is greater than 350
95 percent confidence interval: 351.7566 Inf

mean of x : 358

Most p = 0.02169 < 0,05 = «, elutasitjuk a nullhipotézist.



Egymintas kétoldali t-préba (one-sample two-sided t-test)
@ A normalis eloszlas varhat6 értékére, ismeretlen széras esetén. Nem
legerésebb (nincs ilyen).
@ Xi,Xa,...,X, ~ N(m,o?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.

@ Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlas/Student-eloszlas Hy mellett):

o Kétoldali ellenhipotézis (two-sided): Hp : m = mo; Hy - m # mg.

@ Ha |t| > t,_1,4, azaz p < «, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhato
érték szignifikinsan eltér mg-tdl.

@ Ha |t| < t,_1.4, azaz p > «, akkor elfogadjuk Hop-t, a varhaté érték nem tér
el szignifikdnsan mg-t4l.

@ A kritikus érték: t,_1, az f = n — 1 szabadsagi foka (degree of freedom)
t-eloszlas 1 — «v/2-kvantilise, vagyis az f = n — 1 szabadsagi foka (degree of
freedom) kétoldali t-préba kritikus értéke o terjedelem (level of significance)
mellett.



Kétoldali t-préba kritikus értékei
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Az f = 29 szabadsagi fokii & = 0,05 terjedelm( kétoldali t-préba kritikus értéke:
t29,0,05 = 2,04.



Példa: Egymintés kétoldali t-préba

Egy gydgyszer hatéanyagtartalma a csomagolas szerint 10 mg. Harminc tabletta
hatéanyag-tartalmat megmérve a mérések atlaga 9,8, korrigalt tapasztalati szé-
rasa 0,62 lett. A szignifikanciaszintet o = 0,05-nek valasztva az adatok alapjan
szignifikansan eltér-e a hatéanyag-tartalom varhato értéke a 10 mg-tél?



Példa: Egymintés kétoldali t-préba
Egy gydgyszer hatéanyagtartalma a csomagolas szerint 10 mg. Harminc tabletta
hatéanyag-tartalmat megmérve a mérések atlaga 9,8, korrigalt tapasztalati szé-

rasa 0,62 lett. A szignifikanciaszintet o = 0,05-nek valasztva az adatok alapjan
szignifikansan eltér-e a hatéanyag-tartalom varhato értéke a 10 mg-tél?

n=30; X=098 s =062

Egymintas kétoldali t-prébat végezhetiink, normalis eloszlast feltételezve.

Hy : m = 10; Hy - m #£ 10; a =0,05; f=n—-1=29.

9,810
n=22"" /30 =—1,77.
st v 0,62 ’

A kritikus érték: tag 9,05 = 2,045 = |t| = 1,77 < 2,045, nincs szignifikans eltérés.
p-érték: p = 10,0867 > 0, 05.



Kétmintas, egyoldali, parositatlan Student-féle t-préba

A varhaté érték Osszehasonlitasara azonos széras esetén (two-sample one-sided
unpaired Student t-test).

Xiyoooy Xng, Y1,..., Y,, fliggetlen normalis eloszlasii azonos szérasi valoszi-
niségi valtozok: X; ~ N(my,o?), Y; ~ N(ma,0?), ahol my, my, o ismeretlen
paraméterek.

Egyoldali ellenhipotézis: Hy : my < mp; Hy:my > my.



Kétmintas, egyoldali, parositatlan Student-féle t-préba

A varhaté érték Osszehasonlitasara azonos széras esetén (two-sample one-sided
unpaired Student t-test).

Xiyoooy Xng, Y1,..., Y,, fliggetlen normalis eloszlasii azonos szérasi valoszi-
niségi valtozok: X; ~ N(my,o?), Y; ~ N(ma,0?), ahol my, my, o ismeretlen
paraméterek.

Egyoldali ellenhipotézis: Hy : my < mp; Hy:my > my.
Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlas my = my mellett):

7 .\/nlng(nl—&—ng—Z)

X)+ (np —1)s;2(Y) ny + m

t=

Vim —T1)s;2

Ha t > t,,4n-2.1-a, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilénben elfogadjuk. A
Thit+np—2,1—a kritikus érték az f = ny 4+ ny — 2 szabadsagi foku egyoldali t-proba
kritikus értéke o terjedelem mellett (a megfelels eloszlas 1 — a-kvantilise).

Ha p < a: elvetjiik Hy-t, az els6 varhat6 érték szignifikinsan nagyobb a masodiknal.



Kétmintas t-préba: példa

Két kiilonb6z6 markaja vaj tomegét mértilk meg, az X tipus(ét tizszer, az Y
tipustét nyolcszor. Az Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (kg-ban):

X =0,217, s (X)=0,027, Y =0,203, s*(Y)=0,03.

Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy az X tipusi vajak tdmege
szignifikansan tébb az Y tipusa vajénal?



Kétmintas t-préba: példa

Két kiilonb6z6 markaja vaj tomegét mértilk meg, az X tipus(ét tizszer, az Y
tipustét nyolcszor. Az Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (kg-ban):

X =0,217, s (X)=0,027, Y =0,203, s*(Y)=0,03.

Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy az X tipusi vajak tdmege
szignifikansan tébb az Y tipusa vajénal?

- X-Y n1n2(n1+n2—2)
~ Vm =152 + (e — Ds;2(Y) m + n '
Behelyettesitve:
217 - 0,2 -1
0,217 — 0,203 80 6:1,04_

t= .
\/9-0,0272 +7-0,032 18



Kétmintas t-préba: példa

Két kiilonb6z6 markaja vaj tomegét mértilk meg, az X tipustét tizszer, az Y
tipustét nyolcszor. Az Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (kg-ban):

X =0,217, si(X)=0,027, Y =0,203, s (Y)=0,03.
Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy az X tipusi vajak tdmege
szignifikdnsan tobb az Y tipus( vajénal?

Ho:my < my, Hi : my > mo

A prébastatisztika értéke: t = 1,04.

Az f = ny + np —2 =104 8 — 2 = 16 szabadsagi foka egyoldali t-préba kritikus
értéke o = 0, 05 szignifikanciaszint (terjedelem) mellett: t16,0.95 = 1, 746.



Kétmintas t-préba: példa

Két kiilonb6z6 markaja vaj tomegét mértilk meg, az X tipustét tizszer, az Y
tipustét nyolcszor. Az Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (kg-ban):

X =0,217, si(X)=0,027, Y =0,203, s (Y)=0,03.
Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy az X tipusi vajak tdmege
szignifikdnsan tobb az Y tipus( vajénal?

Ho:my < my, Hi : my > mo
A prébastatisztika értéke: t = 1,04.

Az f =n;+np, —2 =10+ 8 — 2 = 16 szabadsagi foka egyoldali t-proba kritikus
értéke o = 0, 05 szignifikanciaszint (terjedelem) mellett: t16,0.95 = 1, 746.

Itt t = 1,04 < 1,746 = 16,005, ezért elfogadjuk Hp-t. Az X tipusi vaj tdmege
nem haladja meg szignifikansan az Y tipus(ét.

p-érték: 0,149>0,05



Kétmintas t-préba: ugyanez a példa Excelben

Fuggvényargumentumaok m

T.PROB

Tombl |a1:410

{0,25;0,22;0,24;0,19;0,21;0,22;0,2...

Tomb2 |E1:E5 = 40,1%;0,22;0,2;0,15;0,25;0,18;0,21;0,.
szél |1 =1
Tipus 2 = Z
= 0,149360721

A Student-féle t-probahoz tartozd valdszindseget szamitja ki.

Tipus a vegrehajtando t-proba fajtaja: parositott = 1, kétmintas, egyenld
variandajd (homoscedasztikus) = 2, kétmintas, nem egyenld variandajd = 3.

Ertéh: 0,149360721

Stiqd a fiigqvényrél kész || megse




Kétmintas t-préba: példa

Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél n; = 20, a
masodikb6l ny; = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigélt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xi,..., Xy az
elsé minta, Y1,..., Y12 a masodik):

X=18,4, s(X)=1,2, Y=19,9, s(Y)=1,3.

n n

Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikinsan eltéré a cukortartalom?



Kétmintas, kétoldali, parositatlan Student-féle t-préba

A varhaté érték osszehasonlitasara azonos sz6rés esetén (two-sample two-sided
unpaired Student t-test).

Xiyeoos Xngy Ya,..., Yy, fiiggetlen normalis eloszlasii azonos szérasa val6szi-

niiségi valtozok: X; ~ N(my,o?), Y; ~ N(my,0?), ahol my, ms, o ismeretlen
paraméterek.

Kétoldali ellenhipotézis: Hy : my = my;  Hy : my # my.



Kétmintas, kétoldali, parositatlan Student-féle t-préba

A varhaté érték osszehasonlitasara azonos sz6rés esetén (two-sample two-sided
unpaired Student t-test).

Xiyeoos Xngy Ya,..., Yy, fiiggetlen normalis eloszlasii azonos szérasa val6szi-
niiségi valtozok: X; ~ N(my,o?), Y; ~ N(my,0?), ahol my, ms, o ismeretlen
paraméterek.

Kétoldali ellenhipotézis: Hy : my = my;  Hy : my # my.

Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlas Hy mellett):

x|

£ = -Y . I’I1/‘I2(ﬁ1+l’12—2)
V(m =1)s32(X) + (n2 — 1)s;2(Y) i+ n2 '

Ha [t| > tp,4n,—2,1—a, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk. A
tny+na—2,1—a kritikus érték az f = ny + no — 2 szabadsagi foku kétoldali t-proba
kritikus értéke a terjedelem mellett (a megfelel§ eloszlas 1 — «v/2-kvantilise).

Ha p < a: elvetjilk Hyp-t, az varhat6 értékek szignifikinsan eltérnek egymastol.



Kétmintas t-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20, a
masodikb6l ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xy,..., Xy az
elsé minta, Y1,..., Y12 a masodik):

X =18,4, si(X)=1,2, Y =19,9, si(Y)=1,3.
Allithatjuk-e a = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikinsan eltéré a cukortartalom? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek,
normalis eloszlasaak, azonos szérasaak.



Kétmintas t-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20, a
masodikb6l ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xy,..., Xy az
elsé minta, Y1,..., Y12 a masodik):

X =18,4, si(X)=1,2, Y =19,9, si(Y)=1,3.
Allithatjuk-e a = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikinsan eltéré a cukortartalom? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek,
normalis eloszlasaak, azonos szérasaak.

x|

f= 77 ) nlng(n1+n272)
V(= 1)s;2(X) + (n, — 1)s;2(Y) ny + ny '

Behelyettesitve:

L 18,4 — 19,9 /20-12-30__33
V191,22 411 1,32 32 o




Kétmintas t-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20, a
masodikb6l ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xy,..., Xy az
elsé minta, Y1,..., Y12 a masodik):

X=18,4, s(X)=12  Y=19,9, s(Y)=123.

n n

Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikdnsan eltér6 a cukortartalom? Feltételezziik, hogy a mintdk fiiggetlenek,
normalis eloszlasaak, azonos szérasaak.

Ho:m1:m2, Hliml#mg
A prébastatisztika értéke: t = —3,3.

Az f =ny 4+ np —2 =20+ 12 — 2 = 30 szabadsagi foka kétoldali t-préba kritikus
értéke o = 0, 05 szignifikanciaszint (terjedelem) mellett: ti6 9 95 = 2, 042.



Kétmintas t-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20, a
masodikb6l ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xy,..., Xy az
elsé minta, Y1,..., Y12 a masodik):

X=18,4, s(X)=12  Y=19,9, s(Y)=123.

n n

Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikdnsan eltér6 a cukortartalom? Feltételezziik, hogy a mintdk fiiggetlenek,
normalis eloszlasaak, azonos szérasaak.

Ho:m1:m2, Hliml#mg
A prébastatisztika értéke: t = —3,3.

Az f =ny 4+ np —2 =20+ 12 — 2 = 30 szabadsagi foka kétoldali t-préba kritikus
értéke o = 0, 05 szignifikanciaszint (terjedelem) mellett: ti6 9 95 = 2, 042.

Itt |t|] = 3,3 > 2,042 = t30,0,075, ezért elutasitjuk Hp-t. A kétféle joghurt
cukortartalma szignifikansan kiilonb6z6



Kétmintas t-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20, a
masodikb6l ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban).

Az atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok grammban szamolva (Xy,..., Xy az
elsé minta, Y1,..., Y12 a masodik):

X=18,4, s(X)=12  Y=19,9, s(Y)=123.

n n

Allithatjuk-e o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szig-
nifikdnsan eltér6 a cukortartalom? Feltételezziik, hogy a mintdk fiiggetlenek,
normalis eloszlasaak, azonos szérasaak.

Ho:m1:m2, Hliml#mg
A prébastatisztika értéke: t = —3,3.

Az f =ny 4+ np —2 =20+ 12 — 2 = 30 szabadsagi foka kétoldali t-préba kritikus
értéke o = 0, 05 szignifikanciaszint (terjedelem) mellett: ti6 9 95 = 2, 042.

Itt |t|] = 3,3 > 2,042 = t30,0,075, ezért elutasitjuk Hp-t. A kétféle joghurt
cukortartalma szignifikansan kiilonb6z6 — ha a szérasok azonosak, és a préba
alkalmazhat6 (ezt eddig feltettiik).



Normalis eloszlasra vonatkozé kétmintas probak

Az alabbiakat kell ellen6rizni kétmintas prébaknal:

@ A minta normalis eloszlasi, vagy a mintaelemszam elég nagy (a centrélis
hatareloszlastétel alapjan az atlag kozel normaélis eloszlasa).



Normalis eloszlasra vonatkozé kétmintas probak

Az alabbiakat kell ellen6rizni kétmintas prébaknal:

@ A minta normalis eloszlasi, vagy a mintaelemszam elég nagy (a centrélis
hatareloszlastétel alapjan az atlag kozel normaélis eloszlasa).

@ Kétmintas esetben: a két minta egymastdl fiiggetlen ("unpaired” eset).
Ha a két minta természetes médon parosithatd, parositott ("paired”’) préba
alkalmazhaté. Példa: megmérjiik h(isz ember vérnyomésat egy adott napon
reggel és este. Igaz-e, hogy a reggeli érték jelentGsen eltér az estitsl?

@ Ha a szoérasokrdl feltételezhetjiik, hogy megegyeznek: a Student-féle t-
préba alkalmazhaté.

@ Ha a szérasokrél nem tételezhetjiik fel, hogy megegyeznek: a Welch-féle
t-préba alkalmazhaté.



Példa: parositott t-préba

1991 és 2010 kozott feljegyezték az éves csapadékdsszeget Budapesten, illetve Sze-
geden. Az atlag Budapesten 533 mm, a korriglt tapasztalati széras 139, Sze-
geden az atlag 540 mm, a korrigalt tapasztalati széras 143 lett (forras: OMSZ).

Allithatjuk-e, hogy Szegeden szignifikinsan nagyobb a csapadékmennyiség varhaté
értéke?

év 1991 1992 1993 1994 1995 ... atlag s}

n

Budapest 594 364 505 481 575 ... 533 139
Szeged 617 457 408 399 562 ... 540 143



Példa: parositott t-préba

1991 és 2010 kozott feljegyezték az éves csapadékdsszeget Budapesten, illetve Sze-
geden. Az atlag Budapesten 533 mm, a korriglt tapasztalati széras 139, Sze-
geden az atlag 540 mm, a korrigalt tapasztalati széras 143 lett (forras: OMSZ).
Allithatjuk-e, hogy Szegeden szignifikinsan nagyobb a csapadékmennyiség varhaté
értéke?

év 1991 1992 1993 1994 1995 ... atlag s}
Budapest 594 364 505 481 575 ... 533 139
Szeged 617 457 408 399 562 ... 540 143

A két adatsor nem fiiggetlen, mert egy éven beliil a két varos idGjarasa nem fiig-
getlen (az egyes mintdk sem teljesen fliggetlenek, és nem biztos, hogy normalis
eloszlastak). Ezért parositott (paired) t-préba alkalmazhaté, egyoldali nullhipoté-
zissel.

Ho : my > my, Hy : my < ms, ahol my a budapesti, m, a szegedi csapadékmennyi-
ség varhato értéke.



Példa: parositott t-préba

1991 és 2010 kozott feljegyezték az éves csapadékdsszeget Budapesten, illetve Sze-
geden. Az atlag Budapesten 533 mm, a korriglt tapasztalati széras 139, Sze-
geden az atlag 540 mm, a korrigalt tapasztalati széras 143 lett (forras: OMSZ).
Allithatjuk-e, hogy Szegeden szignifikinsan nagyobb a csapadékmennyiség varhaté
értéke?

év 1991 1992 1993 1994 1995 ... atlag s}
Budapest 594 364 505 481 575 ... 533 139
Szeged 617 457 408 399 562 ... 540 143

A két adatsor nem fiiggetlen, mert egy éven beliil a két varos idGjarasa nem fiig-
getlen (az egyes mintdk sem teljesen fliggetlenek, és nem biztos, hogy normalis
eloszlastak). Ezért parositott (paired) t-préba alkalmazhaté, egyoldali nullhipoté-
zissel.

Ho : my > my, Hy : my < ms, ahol my a budapesti, m, a szegedi csapadékmennyi-
ség varhato értéke.

A prébat elvégezve a p-értékre 0,366 adodott.



Példa: parositott t-préba

1991 és 2010 kozott feljegyezték az éves csapadékdsszeget Budapesten, illetve Sze-
geden. Az atlag Budapesten 533 mm, a korriglt tapasztalati széras 139, Sze-
geden az atlag 540 mm, a korrigalt tapasztalati széras 143 lett (forras: OMSZ).
Allithatjuk-e, hogy Szegeden szignifikinsan nagyobb a csapadékmennyiség varhaté
értéke?

év 1991 1992 1993 1994 1995 ... atlag s}
Budapest 594 364 505 481 575 ... 533 139
Szeged 617 457 408 399 562 ... 540 143

A két adatsor nem fiiggetlen, mert egy éven beliil a két varos idGjarasa nem fiig-
getlen (az egyes mintdk sem teljesen fliggetlenek, és nem biztos, hogy normalis
eloszlastak). Ezért parositott (paired) t-préba alkalmazhaté, egyoldali nullhipoté-
zissel.

Ho : my > my, Hy : my < ms, ahol my a budapesti, m, a szegedi csapadékmennyi-
ség varhato értéke.

A prébat elvégezve a p-értékre 0,366 adodott.

Elfogadjuk a nullhipotézist, az adatok alapjan Szegeden nem tobb szignifikdnsan
a csapadékmennyiség varhat6 értéke, mint Budapesten.



Welsh-féle t-préba

A varhaté érték Osszehasonlitasara parositatlan esetben (two-sample two-sided
unpaired Welch t-test). Legyenek Xi,...,X,, Y1,..., Y fiiggetlen norma-
lis eloszlasii valésziniiségi valtozok: X; ~ N(my,02), Y; ~ N(ma,o03), ahol
my, my, 01,05 ismeretlen paraméterek.

Kétoldali ellenhipotézis: Hy : my = mp;  Hy - my # my.

Prébastatisztika: .
X-Y

[2(X) | sZ(Y)
1'71 + 2nz
Ha |t| > tr1_q, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk. A tr1_,

kritikus érték az f szabadsagi foka kétoldali t-préba kritikus értéke o terjedelem
mellett (a megfelel§ eloszlas 1 — «/2-kvantilise).

t =

Szabadsagi fok:
s°2(X) s*2(Y)

n1 n2

f ~ n n2
A A
n?(ni—1) n2(n2—1)

Ha p < a: elvetjilk Hp-t, az varhaté értékek szignifikansan eltérnek egymastdl.



F-préba

Fiiggetlen normalis eloszlasi mintdk szérasanak Gsszehasonlitasara.

Legyenek most X1, Xa, ..., Xn,, Y1,. .., Ya, fiiggetlen normilis eloszlast valé-
szin(iségi valtozok, ahol X ~ N(ml,al) Y; ~ N(ma,03). Itt my, ma, 01,00
ismeretlen paraméterek.

Kétoldali ellenhipotézis: Hy : 01 = o3; Hi : 01 # 0.
Prébastatisztika (eloszlasa F-eloszlas Hy mellett):
5*2

F=">n
*2 "
Sn

Ha F > F,,—1.n,—1 vagy 1/F > F,,_1 n,—1. akkor elvetjiik a nullhipotézist,
kiilonben elfogadjuk, ahol Fy, , az fi, f> szabadsagi foki az F-eloszlas 1—c«/2-
kvantilise.

p < 0,05: a szérasok szignifikinsan eltérnek.



Az F-préba kritikus értéke

F-eloszlas
o
@
«©
e
=
z
&
=
g
5 3
]
K]
5
2
~
oo |
=
2
T T T T T
0 1 2 3 4
értékek

Az F-préba kritikus értéke: Frg 11 = 3,24, ez az eloszlas 1—a /2 = 0, 975-kvantilise



Kétmintas F-préba: példa
Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20,
a masodikbdl ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban). Az

atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (X1, ..., X az elsé minta, Yi,..., Y1 a
masodik):

X =184, s(X)=12, Y=19,9, si(Y)=1,3.
Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szigni-
fikansan eltérs a cukortartalom szérasa? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek,
normalis eloszlasiaak.



Kétmintas F-préba: példa

Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20,
a masodikbdl ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban). Az
atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (X1, ..., X az elsé minta, Yi,..., Y1 a
masodik):

X =184, s(X)=1,2, Y=199, si(Y)=1,3.

n n

Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szigni-
fikansan eltérs a cukortartalom szérasa? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek,
normalis eloszlasiaak.

H010'1:UQ, H110'1750'2

. o S 1,02 o1 132
A prébastatisztika értéke: F = % = 137 = 0,85, 65 £ = Pz =L 17.

np )

Az (f,f) = (m —1,np — 1) = (19,11) szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
a = 0,05 esetén: 3,24, mig az (fo, f1) = (n2 — 1,m — 1) = (11,19) szabadsagi
fok esetén 2,76.



Kétmintas F-préba: példa

Kétféle joghurt cukortartalmat szeretnénk Gsszehasonlitani. Az elsébél ny = 20,
a masodikbdl ny = 12 dobozban mértiik meg a cukortartalmat (grammban). Az
atlagok és korrigalt tapasztalati szérasok (X1, ..., X az elsé minta, Yi,..., Y1 a
masodik):

X =184, s(X)=1,2, Y=199, si(Y)=1,3.

n n

Allithatjuk-e o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett, hogy a kétféle joghurtban szigni-
fikansan eltérs a cukortartalom szérasa? Feltételezziik, hogy a mintak fiiggetlenek,
normalis eloszlasiaak.

Ho 01 =02, Hi 101 # 02

. o S 1,02 o1 132
A prébastatisztika értéke: F = % = 137 = 0,85, 65 £ = Pz =L 17.

np )

Az (f,f) = (m —1,np — 1) = (19,11) szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
a = 0,05 esetén: 3,24, mig az (fo, f1) = (n2 — 1,m — 1) = (11,19) szabadsagi
fok esetén 2,76.

Mivel F < 3,24 és 1/F < 2,76, elfogadjuk a nullhipotézist, a sz6rasok nem
térnek el szignifikdnsan, és a kétmintas t-préba valéban alkalmazhaté.



x2-préba: illeszkedésvizsgalat

Legyen Aj, Az, ..., A, teljes eseményrendszer, py, pa, - .., p, pedig olyan nemnega-
tiv szamok, melyek Gsszege 1.

Ho : P(Ax) = px minden k =1,2,..., r-re.
Hy : P(Ax) # pi valamelyik k =1,2,... r-re.

o n fiiggetlen megfigyelést végziink.
@ Ni: hanyszor kovetkezett be Ay.

@ Ha van k, hogy Ny < 4: néhany osztalyt 6ssze kell vonnunk, hogy a prébat
alkalmazhassuk (vagyis A; és A helyett A; U Ag-t és p; + pi-t tekintjiik).

@ Prébastatisztika:
r

2_Z(Nk*"'Pk)2'

= —
—1 Pk



Y2-préba

Adott (Ax),_; teljes eseményrendszer, és (px);_; szamok: >, _; px = 1.
Ho : P(Ak) = px minden k =1,2,... r-re. Hi: a nullhipotézis nem igaz

Prébastatisztika (feltéve, hogy Ny > 4 minden k-ra):



Y2-préba

Adott (Ax);_; teljes eseményrendszer, és (px);_, szamok: >, _; px = 1.
Ho : P(Ak) = px minden k =1,2,... r-re. Hi: a nullhipotézis nem igaz

Prébastatisztika (feltéve, hogy Ny > 4 minden k-ra):

Legyen ciit az f = r — 1 szabadsagi fok y2-préba kritikus értéke o szignifikan-
ciaszint mellett.

X% > Cuic vagy p < a: elutasitjuk Hop-t, az eloszlas szignifikansan eltér (py)-tél.

% < it vagy p > a: elfogadjuk Hg-t, az eloszlas nem tér el szignifikansan
(pk)—t(")L



Y2-préba

Adott (Ax);_, teljes eseményrendszer, és (px);_, szamok: >, _; px = 1.

Ho : P(Ax) = px minden k =1,2,... r-re. Hi: a nullhipotézis nem igaz

Prébastatisztika (feltéve, hogy N; > 4 minden k-ra):

XQ:ii(Nk_n'pky.

n .
—1 Pk

Legyen cii¢ az f = r — 1 szabadsagi foki x2-préba kritikus értéke o terjedelem
(szignifikanciaszint) mellett.

Ez az f = r — 1 szabadsagi fok( x2-eloszlas 1 — a-kvantilise, vagyis
P(Z2+...+ 2% < Cit) =1 —

ahol 73, ..., Zs fiiggetlen standard normailis eloszlast valésziniiségi valtozok.



Xz—préba kritikus értéke

khinégyzet-eloszlas

015
1

sUrségfuggveény
0.10
L

0.05
1

0.00
1

T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12

értekek

Az f =5 szabadsagi fokt x2-eloszlas siir(iségfiiggvénye. Az a = 0,05 szignifikan-
ciaszint(i préba kritikus értéke: ¢ = 11, 1.



2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobdkocka?

Szaz kockadobas hisztogramja

0.15
1

Relativ gyakorisagok

0.00
1

1 2 3 4 5 6

Lehetséges éntékek

u]
o)
1
n
it

DA



2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobodkocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15




x2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobodkocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15

Minden szam legalabb négyszer eléfordult, alkalmazhatjuk a x2-prébat. A;: i-t
dobunk, r =6, p, =1/6, k=1,2,...,6.

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra



x2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobodkocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15

Minden szam legalabb négyszer eléfordult, alkalmazhatjuk a x2-prébat. A;: i-t
dobunk, r =6, p, =1/6, k=1,2,...,6.

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra

- Z (N —n-pe)> (21 -100-1/6)> (11 —100-1/6)
YT T 100-1/6 100-1/6
(15 — 100 - 1/6)?

U Gl L AR VAV M Y
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2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobokocka?

értek 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15




x2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobokocka?

értek 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra

X2:7,52; f=r—1=5; a =0,05; Cirit = 11,1



x2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobokocka?

értek 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra

X2:7,52; f=r—1=5; a =0,05; Cirit = 11,1

2 = 7,52 < Guit = 11,1, illetve a p-értékre 0,1847 > 0, 05.

Elfogadjuk Hp-t, elfogadhatd, hogy a dobdkocka szabalyos, nincs szignifikans eltérés
az egyenletes eloszlastol.



2-préba: példa

Dobékockaval dobunk ezerszer. A terjedelmet oo = 0, 05-nek vélasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobdkocka?

Ezer kockadobas hisztogramja

Relativ gyakorisagok

0.00
1

1 2 3 4 5 6

Lehetséges éntékek

u]
o)
1
n
it

DA



x2-préba: példa

Ha ezerszer dobunk, és az alabbi eredmények adédnak:

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 191 154 140 184 156 175

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ax) # 1/6 valamelyik k-ra

X2 = 11,68; f=r—1=5; a=0,05; Gt = 11,1



2-préba: példa

Ha ezerszer dobunk, és az alabbi eredmények adédnak:

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 191 154 140 184 156 175

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ax) # 1/6 valamelyik k-ra

X2 = 11,68; f=r—1=5; a=0,05; Gt = 11,1

%2 = 11,68 > i, = 11,1, illetve a p-értékre 0,039 < 0, 05.

Elutasitjuk Hp-t, nem fogadhat6 el, hogy a dobékocka szabalyos, a minta alapjan
az eloszlas szignifikinsan eltér az egyenletes eloszlastdl.



