Statisztikai mezé (7. el6adas)

Definicié
Az (Q, A, P) hdrmast statisztikai mezdnek nevezziik, ha minden P € P-re
(2, A,P) Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6.

Paraméteres statisztika mezé: P = {Py : J € ©}. Ekkor ¥ az ismeretlen paramé-
ter, mely egy © C R9 ismert halmaz eleme.

Példaul: P lehet példaul

@ a )\ paraméterii Poisson-eloszlasok halmaza;
@ a normilis eloszlasok halmaza (ekkor ¥ = (m, o) az ismeretlen paraméter);

@ az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasok halmaza.



Minta és statiszika

Definici6é (Minta)
Legyen (2, A, P) statisztikai mezé. Egy
X=(X,X,...,X,): Q= BCR"
valoszindségi vektorvaltozét (n elemi) mintanak neveziink. [tt B a mintatér,

n a minta elemszama vagy nagysiga. A minta fiiggetlen, ha az X1, X5,..., X,
valészindiségi valtozok fliggetlenek.

y



Minta és statiszika

Definici6é (Minta)
Legyen (Q, A, P) statisztikai mezd. Egy
X = (X1, X, . Xo) : 2 — BCR”

valoszindségi vektorvaltozét (n elemi) mintanak neveziink. [tt B a mintatér,
n a minta elemszama vagy nagysiga. A minta fiiggetlen, ha az X1, X5,..., X,
valészindiségi valtozok fliggetlenek.

y

Definici6 (Statisztika)

Legyen T : B — R* fiiggvény. Ekkor a T(X1,Xa,...,X,) valosziniiségi valtozét
statisztikanak nevezziik.

v

Példaul: T(Xi,...,X,) = X a mintaatlag, vagy T(Xi,...,X,) = s a korrigalt
tapasztalati szoras.



Konfidenciaintervallumok

Legyen (2, A, P) statisztikai mez6, P = {Py : ¥ € O} és X = (Xq,...,Xy)
fiiggetlen azonos eloszlasi minta. Tegyiik fel, hogy ¥ valés paraméter, vagyis
O CR.

Definicié
Azt mondjuk, hogy a (T1(X), To(X)) intervallum legalabb 1 — o« megbizhatésagi

szintd konfidenciaintervallum ¥-ra, ha minden 9 € R esetén teljesiil, hogy

IP@(T]_(K) <Y< Tg(&)) >1—a.

A konfidenciaintervallum megbizhatdsagi szintje: infyco{Py(V € (T1, T2))}.



Konfidenciaintervallum

Példa: hatvan kiilonb6z6 mintabdl megmértiik a talajviz pH-értékét egy adott
helyen.

A minta egy részlete:

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikak: n = 60 (méret), X = 5,99 (atlag), si = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)



Konfidenciaintervallum

Példa: hatvan kiilonb6z6 mintabdl megmértiik a talajviz pH-értékét egy adott
helyen.

A minta egy részlete:

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikak: n = 60 (méret), X = 5,99 (atlag), si = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)

Cél: a varhaté érték becslése az adatok alapjan

pontosabban: adjunk meg egy olyan intervallumot, ami legalabb 95% valészind-
séggel tartalmazza az "igazi" varhat6 értéket — ezt fogjuk 95 % megbizhatosagi
szintii konfidenciaintervallumnak hivni



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

A ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye, azaz ha Z ~ N(0,1):

t
O(t) =P(Z < t) = \/% / /245,

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismert szoras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen azonos eloszlasi normalis eloszlasa valo-
sziniiségi valtozok, melyek szorasa, o ismert.
Ekkor a

T m = (g X ) )

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlds varhato értékére.

v




A kétoldali z-préba kritikus értéke

Standard normalis eloszlas
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Az o = 0,05 terjedelm( kétoldali z-préba (u-préba) kritikus értéke:
®1(1 — a/2) = d~1(0,975) = 1, 96.



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

rem)= (3o (- )5 R e (- 5) )

ahol felhasznaltuk, hogy mivel Xy, ..., X, fiiggetlen N(m, 0?) eloszlasuak, igy X ~
N(m,o?/n) eloszlasi. Ezért Z = (X — m)/(o/+/n) standard normalis eloszlasa,
vagyis

P(—a< Z <a)=d(a) — P(—a) = P(a) — (1 — P(a) =2¢(a) — 1.



Példa konfidenciaintervallumra

Minta: megmeértiik a talajviz ph-értékét, tegyiik fel, hogy ez normalis eloszlasi,
valédi szérasa 0, 2.

n =60 (méret), X = 5,99 (4tlag), s = 0,18 (korrigélt tapasztalati sz6ras)

Adjunk meg olyan intervallumot, ami legalabb 95% valdszintiséggel tartalmazza a
ph-érték val6di varhato értékét.

megbizhatésagi szint: 1 — o = 95%, azaz o = 0,05. Ebbsl ®~1(1 — a/2) =
®-1(0,975) = 1, 96.

95 %-o0s megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

0,2 0,2
5,00 —1,96- ——, 5,99+1,96  —— | = (5,94:6,04).
( V60 \/60) ( )

Kisebb mintaelemszamhoz hosszabb, nagyobb megbizhatésaghoz szintén hosszabb
konfidenciaintervallum tartozik.



Fisher—Bartlett-tétel

Val6jaban az eloszlas valédi szérdsa a legtobb esetben nem ismert. A o szérast

az s, korrigalt tapasztalati szérassal helyettesitjiik. Kérdés, hogyan valtozik igy az
eloszlas.

Tétel (Fisher—Bartlett)

Tegyiik fel, hogy X1, Xa, ..., X, fiiggetlen m varhaté értékd, o szorasd, normalis
eloszlasa valdszintiségi valtozok. Ekkor

Q X~ N(m, %),
Q X és s fiiggetlenek;

© (n—1)s:?/0? eloszldsa n — 1 szabadsagi foki x>-eloszlas;

Q *=7 . \/n eloszlssa n — 1 szabadsagi fokii t-eloszlas.

Itt

=g - (G5 )




t-eloszlas kritikus értékei
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Az f = 59 szabadsagi fokii & = 0,05 terjedelm( kétoldali t-préba kritikus értéke:
t5g70705 = 2, 001.



Konfidenciaintervallum a véarhaté értékre
Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tr , az f szabadsagi foku

« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

V4
1—a2=P(Y <tr,) =P ——=—— < t,|.
/ (V< tra) ( ZZ+...+ Z; f’)

Az Y = ﬁ valészinliségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foki t-eloszlas.
it T4f



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tr , az f szabadsagi foku
« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

V4
1—a/2=P(Y <trq)=P| ————= < tra |-
/ (V< tra) ( Z2+...+2¢ f’)
Az Y = ——%____ valésziniiségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foka t-eloszlas.

Z2+..+2?

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismeretlen sz6ras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen N(m,c?) normélis eloszldsi valosziniiségi
véltozék (m, o ismeretlenek). Ekkor a

= g = sk
T, )= (X —th1ia —=, X+ th-10 —
(T1, To) ( 1,a NE + th—1,a \/ﬁ>

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlas varhato értékére.

o




Példa konfidenciaintervallumra

Minta: megmértitk a talajviz ph-értékét, tegyiik fel, hogy ez normalis eloszlasa,
szérdsa nem ismert.

n =60 (méret), X = 5,99 (atlag), s; = 0,18 (korrigalt tapasztalati szo6ras)

Adjunk meg olyan intervallumot, ami legalabb 95% valdszin(iséggel tartalmazza a
ph-érték valédi varhato értékét.

megbizhat6sagi szint: 1 — a = 95%, azaz a = 0,05. Az f = 59 szabadsagi foka
o = 0,05 terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke: tsg o975 = 2.

95 %-0s megbizhatdsagi szintii konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

0,18 0,18
5,99 -2 =, 59942 - = (5,94;6,04).
( V60 \/60> ( )

Hosszabb intervallumot kaptunk, mint ismert szoras esetén.



Hipotézisvizsgalat

Legyen (Q, A, P) paraméteres statisztikai mez8, azaz P = {Py : J € ©} valamilyen

© paramétertérrel. A paraméterteret bontsuk fel két diszjunkt halmaz uniéjara:
© = Oy U B4, ahol tehat ©y N ©; = 0.

Nullhipotézis. Hy : ¥ € ©.

Ellenhipotézis. H; : ) € O;.



Hipotézisvizsgalat

Legyen (Q, A, P) paraméteres statisztikai mez8, azaz P = {Py : J € ©} valamilyen
© paramétertérrel. A paraméterteret bontsuk fel két diszjunkt halmaz uniéjara:
© = Oy U B4, ahol tehat ©y N ©; = 0.

Nullhipotézis. Hy : ¥ € ©.
Ellenhipotézis. H; : ) € O;.

A minta X = (X1,...,X,), a mintatér legyen B (vagyis (X1,...,X,) a B C
R" halmaz egy véletlen eleme). A mintateret is felbontjuk két diszjunkt halmaz
unidjara: B = By U By, ahol By N By = 0.

Elfogadasi tartomany: By. Ha (Xi,...,X,) € By, akkor Hp-t elfogadjuk.

Elutasitasi (kritikus) tartomany: B;. Ha (Xi,...,X,) € By, akkor Hp-t eluta-
sitjuk.

Tehat a nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha a minta az elfogadasi tartomanyba
esik, kiilénben elutasitjuk.



Hipotézisvizsgalat

Nullhipotézis (null hypothesis). Hp : ¥ € ©q.

Ellenhipotézis (alternative hypothesis). H, : ¥ € ©5.

o Elsdfaja hibat vétiink, ha Hy igaz, és elutasitjuk.

@ A préba szignifikanciaszintje vagy terjedelme (level of significance):

a = sup Py(X € By).
YEOg

@ Masodfaja hibat vétiink, ha Hy nem igaz, és elfogadjuk.

@ A préba eréfiiggvénye az alabbi 5 : ©; — [0, 1] fiiggvény:
B(9) =Py(X € By) (¥ € ©1).



Hipotézisvizsgalat: p-érték

Definicié
Egy hipotézisvizsgalati feladatban a p-érték (p-value) a legnagyobb olyan szignifi-
kanciaszint, ami mellett Hy-t elfogadjuk.

Vagyis ha « a szignifikanciaszint, akkor
p < « esetén elutasitjuk Hy-t, szignifikans eltérés Hy-tol.

p > « esetén elfogadjuk Hp-t, nincs szignifikans eltérés Hp-t6l, nem volt elég
bizonyiték Hi-re.

A szokdsos o = 0,05 értékkel: p < 0,05 esetén elutasitjuk a nullhipotézist,
szignifikans eltérés van, kiilonben elfogadjuk a nullhipotézist, nincs szignifikans
eltérés.

Nagy mintaelemszam esetén kis eltérés is szignifikans. A préba ereje hasznal-
hat6 annak ellenérzésére, hogy nem volt-e tal érzékeny az eljaras.



Normalis eloszlas paramétereire vonatkozd prébak

Az alabbi probak akkor hasznalhaték, ha

@ a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

o a megfigyelések fiiggetlenek, véges sz6rasi eloszlasbél szarmaznak, és a minta
mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100 (az atlag a centralis hatareloszlas-
tétel alapjan kézel normélis eloszlasa)



Normalis eloszlas paramétereire vonatkozd prébak

Az alabbi probak akkor hasznalhaték, ha

@ a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

o a megfigyelések fiiggetlenek, véges sz6rasi eloszlasbél szarmaznak, és a minta
mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100 (az atlag a centralis hatareloszlas-
tétel alapjan kézel normélis eloszlasa)

@ z-préba (vagy u-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a
o széras ismert



Normalis eloszlas paramétereire vonatkozd prébak

Az alabbi probak akkor hasznalhaték, ha

a megfigyelések fiiggetlenek, és feltételezhetjiik, hogy normalis eloszlastak

a megfigyelések fiiggetlenek, véges szérasi eloszlasbdl szarmaznak, és a minta
mérete, azaz n "elég nagy", példaul n > 100 (az atlag a centralis hatareloszlas-
tétel alapjan kézel normélis eloszlasa)

z-préba (vagy u-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén, ha a
o széras ismert

t-préba (vagy Student-préba): varhaté értékre vonatkozé hipotézis esetén,
ha a o széras nem ismert (csak az s tapasztalati széras)

F-préba: szérasra vonatkozé hipotézis esetén

Kapcsolat a konfidenciaintervallummal: egymintas prébanal akkor fogadjuk el
a nullhipotézist « terjedelem mellett, ha a benne megadott érték (varhaté érték
vagy sz6ras) az 1 — o megbizhat6ségi szintii konfidenciaintervallumba esik.



t-eloszlas egyoldali kritikus értékei

t-eloszlas
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Az f = 9 szabadsagi foki o = 0,05 terjedelmii egyoldali t-préba kritikus értéke:
Eg70705 = 1,83



Egymintas egyoldali t-préba (one-sample one-sided t-test)
@ A normalis eloszlas varhaté értékére, ismeretlen széras esetén — leg-
erdsebb préba.
@ X1, Xa,...,X, ~ N(m,o?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.

@ Prébastatisztika, aminek eloszlasa t-eloszlas Hy mellett a Fisher—Bartlett-tétel
szerint:

o Egyoldali ellenhipotézis (one-sided): Hp : m < my; Hi:m > mg.

@ Hat > t,_1,, azaz p < «, elutasitjuk a nullhipotézist; ilyenkor a varhaté
érték szignifikdnsan tébb mp-nal.

@ Ha t <t,_1,4, azaz p > «, elfogadjuk a nullhipotézist, a varhaté érték nem
tobb szignifikdnsan mg-nal az adatok alapjan.

@ A kritikus érték: t, 1, az f = n — 1 szabadsagi foki (degree of freedom)
t-eloszlas 1 — a-kvantilise, vagyis az f = n — 1 szabadsagi fokd egyoldal
t-préba kritikus értéke « terjedelem (level of significance) mellett.



Példa: egymintas egyoldali t-préba

Egy adott helyen vett tiz mintdbdl megmértiik az ivéviz keménységét. Az alabbi
eredmények adédtak (mg/l CaO):

351 370 352 340 362 363 366 355 374 347

Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy az ivéviz keménységének varhato értéke szig-
nifikinsan meghaladja a 350 mg/| egészségiigyi hatarértéket?



Példa: egymintas egyoldali t-préba

Egy adott helyen vett tiz mintdbdl megmértiik az ivéviz keménységét. Az alabbi
eredmények adédtak (mg/l CaO):

351 370 352 340 362 363 366 355 374 347

Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy az ivéviz keménységének varhato értéke szig-
nifikinsan meghaladja a 350 mg/| egészségiigyi hatarértéket?

n=10; X = 358; sy =10,77

Feltételezziik, hogy a mérési eredmények normalis eloszlastiak, az egymintas egy-
oldali t-prébat alkalmazzuk: Hy : m < 50; H; : m > 50.

X —mg 358 — 350
. =———v10=2,35.
sk Vi 10,77 ’

t=

Az f = n—1 = 9 szabadsagi foka egyoldali t-préba kritikus értéke o = 0,05
szignifikanciaszint (terjedelem) mellett g.9 g5 = 1, 833.



Példa: egymintas egyoldali t-préba

Egy adott helyen vett tiz mintdbdl megmértiik az ivéviz keménységét. Az alabbi
eredmények adédtak (mg/l CaO):

351 370 352 340 362 363 366 355 374 347
Allithatjuk-e az adatok alapjan, hogy az ivéviz keménységének varhato értéke szig-
nifikinsan meghaladja a 350 mg/| egészségiigyi hatarértéket?

n=10; X = 358; sy =10,77

Feltételezziik, hogy a mérési eredmények normalis eloszlastiak, az egymintas egy-
oldali t-prébat alkalmazzuk: Hy : m < 50; H; : m > 50.

X —mg 358 — 350
. =———v10=2,35.
sk Vi 10,77 ’

t =
Az f = n—1 = 9 szabadsagi foka egyoldali t-préba kritikus értéke o = 0,05
szignifikanciaszint (terjedelem) mellett g.9 g5 = 1, 833.

Mivel t > tg0,05, elutasitjuk a nullhipotézist, a vizkeménység szignifikansan
meghaladja 350 mg/| hatarértéket. A p-érték: p = 0,0217 < 0, 05.



Egymintas kétoldali t-préba (one-sample two-sided t-test)
@ A normalis eloszlas varhat6 értékére, ismeretlen széras esetén. Nem
legerésebb (nincs ilyen).
@ Xi,Xa,...,X, ~ N(m,o?), ahol m, o ismeretlen paraméterek.

@ Prébastatisztika (eloszlasa t-eloszlas/Student-eloszlas Hy mellett):

o Kétoldali ellenhipotézis (two-sided): Hp : m = mo; Hy - m # mg.

@ Ha |t| > t,_1,4, azaz p < «, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhato
érték szignifikinsan eltér mg-tdl.

@ Ha |t| < t,_1.4, azaz p > «, akkor elfogadjuk Hop-t, a varhaté érték nem tér
el szignifikdnsan mg-t4l.

@ A kritikus érték: t,_1, az f = n — 1 szabadsagi foka (degree of freedom)
t-eloszlas 1 — «v/2-kvantilise, vagyis az f = n — 1 szabadsagi foka (degree of
freedom) kétoldali t-préba kritikus értéke o terjedelem (level of significance)
mellett.



Kétoldali t-préba kritikus értékei
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Az f = 59 szabadsagi fokii & = 0,05 terjedelm( kétoldali t-préba kritikus értéke:
t29,0,05 = 2,04.



Példa: Egymintés kétoldali t-préba

Egy gydgyszer hatéanyagtartalma a csomagolas szerint 10 mg. Harminc tabletta
hatéanyag-tartalmat megmérve a mérések atlaga 9,8, korrigalt tapasztalati szé-
rasa 0,62 lett. A szignifikanciaszintet o = 0,05-nek valasztva az adatok alapjan
szignifikansan eltér-e a hatéanyag-tartalom varhato értéke a 10 mg-tél?



Példa: Egymintés kétoldali t-préba
Egy gydgyszer hatéanyagtartalma a csomagolas szerint 10 mg. Harminc tabletta
hatéanyag-tartalmat megmérve a mérések atlaga 9,8, korrigalt tapasztalati szé-

rasa 0,62 lett. A szignifikanciaszintet o = 0,05-nek valasztva az adatok alapjan
szignifikansan eltér-e a hatéanyag-tartalom varhato értéke a 10 mg-tél?

n=30; X=098 s =062

Egymintas kétoldali t-prébat végezhetiink, normalis eloszlast feltételezve.

Hy : m=10; H, :# 10; a = 0,05; f=n—-1=29.

9,810
n=22"" /30 =—1,77.
st v 0,62 ’

A kritikus érték: tag 9,05 = 2,045 = |t| = 1,77 < 2,045, nincs szignifikans eltérés.
p-érték: p = 10,0867 > 0, 05.



