
Az átlag konvergenciája (6. el®adás)

A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlásból vett mintából az els® n elem átlaga
n = 500-ig



A nagy számok gyenge törvénye

Legyenek X1, . . . ,Xn független azonos eloszlású véges szórású valószín¶ségi válto-
zók. Legyen m = E(X1) és σ = D(X1).

A korábbiak szerint

E(X ) = m; D2(X ) =
σ2

n
→ 0 (n→∞).

A Csebisev-egyenl®tlenség szerint minden ε > 0-ra

P(|X −m| > ε) ≤ D2(X )

ε2
=

σ2

ε2n
→ 0 (n→∞).

Tehát minden ε > 0-ra
P(|X −m| > ε)→ 0

teljesül n→∞ esetén.

Azaz: X → m = E(X1) sztochasztikusan.
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Egyenl®tlenségek
Állítás (Markov-egyenl®tlenség)

Legyen t > 0 tetsz®leges pozitív szám, X pedig olyan véges várható érték¶ való-

szín¶ségi változó, mely csak nemnegatív értékeket vesz fel, vagyis melyre X ≥ 0
teljesül. Ekkor

P(X ≥ t) ≤ E(X )

t
.

Állítás (Csebisev-egyenl®tlenség)

Legyen X véges szórású valószín¶ségi változó, t > 0 pozitív szám. Ekkor

P(|X − E(X )| ≥ t) ≤ D2(X )

t2
.

Következmény
Legyen X véges szórású valószín¶ségi változó, t > 0 pozitív szám. Ekkor

P(|X − E(X )| < t) ≥ 1− D2(X )

t2
.
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A nagy számok törvénye

Tétel (A nagy számok gyenge törvénye)

Legyenek X1,X2, . . . olyan valószín¶ségi változók, melyek függetlenek és azonos

eloszlásúak. Tegyük fel, hogy D(X1) <∞. Ekkor minden ε > 0 esetén

P(|X n − E(X1)| > ε)→ 0 (n→∞),

azaz X n → E(X1) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy számok er®s törvénye)

Legyenek X1,X2, . . . valószín¶ségi változók, melyek függetlenek és azonos eloszlá-

súak. Tegyük fel még, hogy m = E(X1) <∞. Ekkor

X n =
X1 + X2 + . . .+ Xn

n
→ E(X1) = m

teljesül 1 valószín¶séggel n→∞ esetén.

A második esetben gyengébb feltevésb®l er®sebb állítás következik.
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Normális eloszlás

Száz független normális eloszlású valószín¶ségi változó hisztogramja és a s¶r¶ség-
függvény (m = 10, σ = 3, x = 9, 88, s∗n = 2, 58)



Normális eloszlások átlaga

Százelem¶ minta az alábbi eloszlásból: n = 1000 független normális eloszlású
(m = 10, σ = 3) valószín¶ségi változó átlaga és az N(10, 3/

√
1000) normális

eloszlás s¶r¶ségfüggvénye (x = 9, 99, s∗n = 0, 084, σ/
√
n = 0, 095)



Normális eloszlások átlaga

Legyenek X ,Y függetlenek, normális eloszlásúak: X ∼ N(m1, σ
2

1
),Y ∼ N(m2, σ

2

2
).

Ekkor a következ®k igazak:

X + b eloszlása normális, m1 + b várható értékkel és σ szórással;

aX eloszlása normális am1 várható értékkel és |a|σ szórással;

X + Y eloszlása normális, m1 + m2 várható értékkel és
√
σ2
1

+ σ2
2
szórással.

Emlékeztet®: E(X + Y ) = E(X ) + E(Y ), és ha X és Y függetlenek, akkor
D2(X + Y ) = D2(X ) + D2(Y ).

Ebb®l következik: ha X1, . . . ,Xn független normális eloszlásúak m várható értékkel
és σ szórással, akkor

X1 + . . .+ Xn

n
∼ N

(
m,

σ2

n

)
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σ2

n
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Exponenciális eloszlás

Száz független λ = 1/3 paraméter¶ exponencális eloszlású valószín¶ségi válto-
zó hisztogramja és a s¶r¶ségfüggvény, azaz e−1/3/3 (E(X ) = D(X ) = 3, x =
3, 03, s∗n = 2, 89)



Exponenciális eloszlások átlaga

Százelem¶ minta az alábbi eloszlásból: n = 1000 független exponenciális eloszlású
(λ = 1/3) valószín¶ségi változó átlaga, és az N(3, 3/

√
1000) normális eloszlás

s¶r¶ségfüggvénye (x = 2, 98, s∗n = 0, 098, σ/
√
n = 0, 095)



Két kockadobás összege

Két szabályos kockadobás összegének eloszlása



Kockadobások átlaga

Százelem¶ minta az alábbi eloszlásból: n = 1000 független szabályos kockado-
bás átlaga, és az N(3, 5,D(X1)/

√
1000) normális eloszlás s¶r¶ségfüggvénye (x =

3, 501, s∗n = 0, 098, σ/
√
n = 0, 051)



Exponenciális eloszlás a kitev®ben

eX1 , eX2 , . . . , eX1000 hisztogramja, ahol Xi -k függetlenek, 2 paraméter¶ exponenci-
ális eloszlásúak (E(eX1) = 2,D(eX1) =∞, x = 1, 99, s∗n = 2, 33)



Exponenciális eloszlás a kitev®ben

Százelem¶ minta az alábbi eloszlásból: eX1 , eX2 , . . . , eX1000 átlaga, ahol Xi -k füg-
getlenek, 2 paraméter¶ exponenciális eloszlásúak. Itt eXi várható értéke véges, de
szórása végtelen.



Centrális határeloszlástétel
Tétel (Centrális határeloszlástétel)

Legyenek X1,X2, . . . független azonos eloszlású valószín¶ségi változók, melyekre

E(X1) = m és D(X1) = σ < ∞, azaz szórásuk véges. Ekkor tetsz®leges t valós

számra

P
(
X1 + X2 + . . .+ Xn − n ·m

σ
√
n

≤ t

)
→ P(Z ≤ t) (n→∞),

ahol Z standard normális eloszlású, azaz

P(Z ≤ t) = Φ(t) =

∫ t

−∞

1√
2π

exp

(
− x2

2

)
dx .

Ezt úgy is fogalmazhatjuk, hogy

X1 + X2 + . . .+ Xn − n ·m
σ
√
n

→ N(0, 1)

teljesül n → ∞ esetén eloszlásban. Azonos eloszlású: P(Xi ≤ t) = P(Xj ≤ t)
minden i , j párra és t valós számra



Centrális határeloszlástétel

Legyenek X1,X2, . . . független azonos eloszlású valószín¶ségi változók, melyekre
E(X1) = m és D(X1) = σ <∞. Ekkor

lim
n→∞

P
(
a ≤ X1 + X2 + . . .+ Xn − n ·m

σ
√
n

< b

)
=

1√
2π

∫ b

a

e−x
2/2dx .

A határértéket Φ(b)−Φ(a) = P(a ≤ Y ≤ b) alakban is írhatjuk, ahol Y ∼ N(0, 1).

Így is átfogalmazható a tétel állítása:

P(nm + aσ
√
n ≤ X1 + X2 + . . .+ Xn < nm + bσ

√
n)→ Φ(b)− Φ(a).

Ez azt jelenti, hogy az X n átlag eloszlása közel van egy m várható érték¶, σ/
√
n

szórású normális eloszláshoz.
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A statisztikáról

A statisztika céljai

mérési eredmények, meg�gyelések elemzése (leíró statisztika)

ismeretlen paraméterek becslése (matematikai statisztika, becsléselmélet)

hipotézisek ellen®rzése vagy cáfolata (matematikai statisztika, hipotézisvizsgálat)

véletlen folyamatok el®rejelzése (regresszió, id®sorelemzés)

Alkalmazási területek

hierachikus gépi tanulási struktúrák

nagy adathalmazok elemzése

társadalomtudományok: szociológia, pszichológia

él®� és élettelen természettudományok, pl. geológia, meteorológia

pénzügyi matematika, biztosítás, közgazdaságtan



Matematikai statisztika

Példa matematikai statisztikai kérdésre

Egy adott helyen húsz éven keresztül feljegyezték, hogy hányszor volt hurrikán.
Ezek alapján várhatóan hány hurrikán lesz 2020-ban? Mennyi a becslésünk
bizonytalansága? Mennyi a valószín¶sége, hogy ötnél több hurrikán lesz?

Egy közvéleménykutatás során 1000 ember közül 63 választana egy adott
pártot. Ez alapján állíthatjuk-e, hogy a párt támogatottsága szigni�kánsan
magasabb 5%-nál? Mennyi a tévedésünk valószín¶sége?

Megmérték 100 fér� és 60 n® testmagasságát. Állíthatjuk-e az adatok alapján,
hogy a fér�ak szigni�kánsan magasabbak a n®knél? Mennyi a tévedésünk
valószín¶sége?

100 ember közül 27 télen, 22 tavasszal, 34 nyáron, a többiek ®sszel születtek.
Állíthatjuk-e az adatok alapján, hogy a születések eloszlása szigni�kánsan eltér
az egyenletes eloszlástól (amikor minden évszaknak 1/4 a valószín¶sége)?



Matematikai statisztika

A mintavétel eredményeként kapott adatok véletlenek: véletlenszer¶en választjuk
a megkérdezetteket, mérési hibát követünk el stb. A kísérlet megismétlésénél más
eredményeket kapnánk.

Statisztikai minta: (X1,X2, . . . ,Xn) valószín¶ségi változók (azaz: valószín¶ségi
vektorváltozó).

Mintaelemszám: n

A minta független, ha az (X1,X2, . . . ,Xn) valószín¶ségi változók függetlenek (pél-
dául a megkérdezetteket függetlenül választottuk, a mérések nem befolyásolják
egymást), azaz

P(X1 ≤ t1,X2 ≤ t2, . . . ,Xn ≤ tn) = P(X1 ≤ t1) · P(X2 ≤ t2) · . . . · P(Xn ≤ tn)

teljesül tetsz®leges t1, t2, . . . , tn valós számok esetén.

Az (X1,X2, . . . ,Xn) valószín¶ségi változók eloszlása nem ismert. A cél ezeknek a
valószín¶ségi változók eloszlásának a becslése, rá vonatkozó hipotézisek eldöntése
a meg�gyelések, vagyis az adatok alapján.



Példa: statisztikai minta

A Duna vízállása húsz napon keresztül (2016. január, Országos Vízjelz® Szolgálat):

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186

Xi valószín¶ségi változó: a vízállás az i . napon (i = 1, 2, . . . , 20). Vagyis ennél a
meg�gyelésnél X1 = 106,X2 = 133, . . . ,X20 = 186.

Független-e ez a minta?

Nem független, nagyobb vízállás után várhatóan másnap is magasabb lesz a Duna
szintje.
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Leíró statisztika

Nem a véletlen hatásának megértése és valószín¶ségszámítási módszereken alapu-
ló következtetések levonása a célja, hanem a meg�gyelt adatok megjelenítése,
jellemz®inek kiszámítása. Ide tartozhat:

diagramok: kördiagram, oszlopdiagram, hisztogram

táblázatok, kontingenciatáblák

középértekek, szórások kiszámítása

kvantilisek számítása, boxplot ábra

indexek számítása



Példa: az adatok ábrázolása



Példa: hisztogram
A Duna vízállásának hisztogramja



Példa: hisztogram

Választunk egy intervallumot, mely magában foglalja a mérési adatokat. Az in-
tervallumot egyenl® nagyságú részekre osztjuk. Az egyes kis intervallumokba es®
mérési adatok számát ábrázoljuk. Sem a túl hosszú, sem a túl rövid intervallumok
nem adnak informatív ábrát.



Példa: túl hosszú intervallumok, túl kevés osztály

A Duna vízállására vonatkozó húszelem¶ minta hisztogramja 4 osztállyal



Példa: túl rövid intervallumok, túl sok osztály

A Duna vízállására vonatkozó húszelem¶ minta hisztogramja 15 osztállyal



Alapstatisztikák

Minta: X1, . . . ,Xn (a példában X1 = 106,X2 = 133, . . . ,X20 = 186)

minimum: a legkisebb mintaelem, azaz min(X1,X2, . . . ,Xn).

maximum: a legnagyobb mintaelem, azaz max(X1,X2, . . . ,Xn).

terjedelem (range): a legnagyobb és legkisebb mintaelem különbsége, azaz

max(X1,X2, . . . ,Xn)−min(X1,X2, . . . ,Xn).

medián: a nagyság szerinti középs® mintaelem, vagy a középs® kett® átlaga
(ha n páros).

módusz (mode): a leggyakrabban el®forduló mintaelem.



Alapstatisztikák

Minta: X1,X2, . . . ,Xn.

mintaátlag (mean): X = 1

n

∑n
j=1

Xj = X1+...+Xn

n .

tapasztalati szórásnégyzet:

s2n =
1
n

n∑
j=1

(Xj − X )2 =

(
1
n

n∑
j=1

X 2

j

)
− X

2

=
X 2

1
+ X 2

2
+ . . .+ X 2

n

n
− X

2

.

tapasztalati szórás: sn =
√
s2n .

korrigált tapasztalati szórásnégyzet (variance):

s∗2n =
n

n − 1
· s2n =

1
n − 1

n∑
j=1

(Xj − X )2 =
n

n − 1

((
1
n

n∑
j=1

X 2

j

)
− X

2

)
.

korrigált tapasztalati szórás (standard deviation, sd): s∗n =
√
s∗2n .



További statisztikák

korrigált tapasztalati szórásnégyzet (variance):

s∗2n =
n

n − 1
· s2n =

1
n − 1

n∑
j=1

(Xj − X )2 =
n

n − 1

((
1
n

n∑
j=1

X 2

j

)
− X

2

)
.

korrigált tapasztalati szórás (standard deviation, sd): s∗n =
√
s∗2n .

relatív szórás (relative standard deviation, rsd): s∗n
X
.

standard hiba (standard error): s∗n√
n



Példa: alapstatisztikák

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186

mintaelemszám: n = 20

minta: X1 = 106,X2 = 133, . . . ,X20 = 186.

átlag: X = 149, 9

tapasztalati szórásnégyzet: s2n = 1412, 09

tapasztalati szórás: sn = 37, 58

korrigált tapasztalati szórásnégyzet: s∗2n = 1486, 411

korrigált tapasztalati szórás: s∗n = 38, 55

relatív szórás: 0, 257

standard hiba: 8, 62



Rendezett minta

Rendezett minta: a mintaelemeket nagyság szerint növekv® sorrendbe állítjuk.
Jelölés:

(X ∗
1
,X ∗

2
, . . . ,X ∗n ).

Vagyis {X ∗
1
,X ∗

2
, . . . ,X ∗n } = {X1,X2, . . . ,Xn} és X ∗1 ≤ X ∗

2
≤ . . . ≤ X ∗n .

A minimum X ∗
1
, a maximum X ∗n . A k . legkisebb mintaelem X ∗k .

Példa: a Duna vízállásáról kapott húszelem¶ adatsor rendezett mintája:

99 102 106 111 113 120 123 126 133 135
148 158 164 171 180 186 189 205 211 218

X ∗
1

= 99,X ∗
2

= 102,X ∗
3

= 106, . . . ,X ∗
6

= 120, . . . ,X ∗
10

= 135

X ∗
11

= 148, . . . ,X ∗
14

= 171, . . . ,X ∗
20

= 218.
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Példa: boxplot
A Duna vízállásáról szóló minta boxplotja a húsznapos adatsorból



Példa: boxplot

A testmagasság boxplotja n = 96 elem¶ mintából, balról jobbra: fér�ak, n®k,
összesen



Kvantilisek

Az X valószín¶ségi változó z-kvantilise a legkisebb olyan q szám, melyre teljesül,
hogy P(X ≤ q) ≥ z .

A tapasztalati z-kvantilisre több de�níciót is szoktak használni, egy lehet®ség:

De�níció (Tapasztalati kvantilis)

Legyen X ∗
1
≤ X ∗

2
≤ . . . ≤ X ∗n rendezett minta, és z ∈ [0, 1] adott szám. Ekkor a

minta tapasztalati z-kvantilise:

q̂z = X ∗bz(n+1)c + (z(n + 1)− bz(n + 1)c) ·
(
X ∗bz(n+1)c+1

− X ∗bz(n+1)c
)
.

Els® kvartilis: z = 1/4-kvantilis, harmadik kvartilis: z = 3/4-kvantilis, a medián
pedig a z = 1/2-hez tartozó tapasztalati kvantilis.
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Boxplot

De�níció (Tapasztalati kvantilis)

Legyen X1,X2, . . . ,Xn minta, és z ∈ [0, 1] adott szám. Ekkor a minta tapasztalati

z-kvantilise:

q̂z = X ∗bz(n+1)c + (z(n + 1)− bz(n + 1)c) ·
(
X ∗bz(n+1)c+1

− X ∗bz(n+1)c
)
.

A boxplot készítéséhez szükséges adatok:

minimum: a legkisebb mintaelem (99);

els® kvartilis: a z = 1/4-hez tartozó kvantilis (118, 2 = X ∗
5

+ 0, 25 · (X ∗
6
−

X ∗
5

));

medián (141,5);

harmadik kvartilis: a z = 3/4-hez tartozó kvantilis (181,5);

maximum: a legnagyobb mintaelem (218).



Tapasztalati eloszlásfüggvény

Az X valószín¶ségi változó eloszlásfüggvénye az F : R→ [0, 1] függvény, melyre

F (t) = P(X ≤ t)

minden t ∈ R-re.

De�níció (Tapasztalati eloszlásfüggvény)

Az X1,X2, . . . ,Xn minta tapasztalati eloszlásfüggvénye az F̂n : R→ [0, 1] függvény,
melyre

F̂n(t) =
t-nél nem nagyobb mintaelemek száma

n
.

(empirical cumulative distribution function)
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Tapasztalati eloszlásfüggvény

A testmagasság tapasztalati eloszlásfüggvénye n = 96 elem¶ mintából, és az X =
174, 3 várható érték¶ és s∗n = 11, 5 szórású normális eloszlás eloszlásfüggvénye.



Középértékek: medián
De�níció (medián)

Egy X valószín¶ségi változó mediánja egy olyan m szám, melyre P(X ≤ m) = 1/2
teljesül.

Minta: (X1,X2, . . . ,Xn), mintaelemszám: n.

De�níció (tapasztalati medián)

Ha n páratlan: a rendezett minta középs®, (n + 1)/2. elemét, azaz X ∗(n+1)/2-t a

minta mediánjának nevezzük.

Ha n páros: a rendezett minta n/2. és n/2 + 1. elemének átlagát, azaz a

X ∗n/2 + X ∗n/2+1

2

mennyiséget a minta mediánjának nevezzük.

Példa: a Duna vízállásáról kapott húszelem¶ minta mediánja:

1
2

(X ∗
10

+ X ∗
11

) =
1
2

(135 + 148) = 141, 5.



Középértékek: az átlag és a medián összehasonlítása

Normális eloszlás

500 elem¶ független minta: X1,X2, . . . ,X500 függetlenek, eloszlásuk normális el-
oszlás m = 1 várható értékkel és σ = 1 szórással

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

-1.9840 0.2847 0.9842 0.9863 1.6930 3.6110

Exponenciális eloszlás

500 elem¶ független minta: Y1,Y2, . . . ,Y500 függetlenek, eloszlásuk exponenciális
eloszlás b = 1 paraméterrel. E(Yk) = 1 és D(Yk) = 1 minden k = 1, 2, . . . , 500-ra.

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

0.001326 0.282700 0.637300 0.984900 1.349000 5.895000



A normális eloszlású minta hisztogramja



Az exponenciális eloszlású minta hisztogramja



Az átlag és a medián összehasonlítása

Az átlag

�több információt használ�

érzékenyebb a kiugró adatokra, azaz egy hibás mérés is könnyen megváltoz-
tathatja

nem szimmetrikus esetben eltérhet a leggyakrabban meg�gyelt értékekt®l

A mediánt is érdemes használni, ha

vannak kiugró (esetleg hibás) adatok;

ha az eloszlás nem szimmetrikus, és az átlag és a medián jelent®sen különbözik
(mint a fenti példában az exponenciális eloszlás esetén).


