Val6szintségi vektorvaltozé (5. eléadas)

Definicié
Az
X=(X,....X%): Q> R"
fliggvény valésziniiségi vektorvaltozé, ha Xi, X, ..., X, valdszintiségi valtozok.

Ha X valdszindiségi vektorviltozo, akkor az X; valdsziniiségi valtozo eloszlasat az
X i. peremeloszlasanak nevezziik.

Az X valosziniiségi vektorvaltozé diszkrét, ha értékkészlete véges vagy meg-
szamlalhatoan végtelen.

v

1000 embert megkérdeziink a havi jovedelmérdl. Legyen X; az i. megkér-
dezett jovedelme. Ekkor (X1, Xa, ..., Xioo0) valésziniiségi vektorvaltozé.

Y;: a Duna vizéllasa az i. napon (i =1,2,...,20).



Valdszinlségi vektorvaltozé: példa
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X1 =106, X, = 133,..., X590 = 186 (az adatok forrasa: Orszagos Vizjelz6 Szolga-
lat)



Egyiittes eloszlasfiiggvény

Definicié
Az X = (Xi,...,X,) valosziniiségi vektorvaltozé egyiittes eloszlisfiiggvénye az
F :R" — [0,1] fiiggvény, melyre

F(t) = F(tr,. -, tn) =P(X1 < t1, X0 < tp,..., X, < t), ha (ts,...,t,) € R".

Példaul: egy véletlenszer(ien valasztott embert megkérdeziink a havi jovedelméré!
(X1), a havi kiadasairol (Xz), és az életkorardl (X3). Ekkor (X1, X2, X3) valészindi-
ségi vektorvaltozo, és ha eloszlasfiiggvénye F, akkor példaul

F(200000, 150000, 40) = P(X; < 200000, X> < 1500000, X3 < 40)

annak valésziniisége, hogy egy véletlenszer(ien valasztott ember havi jovedelme
legfeljebb 200000 (forint), havi kiadasa legfeljebb 150000 (forint), életkora pedig
legfeljebb 40 (&v).



sr

Egyuttes sdriiségfliiggvény
Definicio

Az X = (X1, ...,Xy,) valosziniiségi vektorvaltozo abszolit folytonos, ha van olyan
f:R" — R fiiggvény, melyre

t1 iy
F(tl,...,t,,):/ / f(s1,...,Sn)dsy ...dsp,.

teljesiil minden (ti,...,t,) € R" esetén. llyenkor az f fiiggvényt az

(X1, Xa, ..., X,) egyiittes siiriiségfiiggvényének nevezziik.

v



Egyuttes sdriiségfliiggvény

Definicié

Az X = (X1, ..., X,) valésziniiségi vektorviltozé abszolit folytonos, ha van olyan
f:R" — R fiiggvény, melyre

t1 i
F(tl,...,t,,):/ / f(s1,...,Sn)dsy ...dsp,.

teljesiil minden (ti,...,t,) € R" esetén. llyenkor az f fiiggvényt az

(X1, Xa, ..., X,) egyiittes siiriiségfiiggvényének nevezziik.

Tegyiik fel, hogy az (X1, Xa, ..., X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirliség-
figgvénye . Ekkor egy A C R" halmazra

P((X1, X3,...,X,) € A) = / f(t1, to, ..., tn) dty dts ... dty.
A

Kovetkezmény:

o0 o0
/ / f(ty,ta, ..., ty) dty dtp ... dt, = 1.



Kétdimenziés normalis eloszlas

0.2

Két fiiggetlen standard normalis eloszlas egyiittes siiriségfiiggvénye



Egyenletes eloszlds a négyzeten

A [0,1] x [0,1] négyzeten egyenletes eloszlas (két fiiggetlen, [0,1]-en egyenletes

eloszlas) egyiittes siirliségfiiggvénye



Fliggetlenség

Definicié (Véges eset)
Azt mondjuk, hogy az Xy, ..., X, : Q — R valdsziniségi valtozok fiiggetlenek, ha

P(Xl <t, X < tp,..., X, < tn) = P(Xl < fl)-P(XQ < tz)...]P(Xn < l'n)
teljesiil tetszéleges ty, ty, ..., t, valos szamokra, azaz
F(ti,ta,...,tn) = Fi(t1) - Fa(t2) - ... Fa(tn),

ahol F; az X; valosziniiségi valtozo eloszlastfiiggvénye.

Definicié (Végtelen eset)

Az Xi, Xo, X3 ... valosziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha koéziililk barmely véges so-
kat kivalasztva fiiggetlen valészindiségi valtozékat kapunk.

v




Fliggetlenség és egylittes siirliségfiiggvény
Allitas (Fiiggetlenség és siirtiségfiiggvény)

Legyen az X = (Xu, ..., X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirdiségfiiggvénye
f, tovdbba az X; valdsziniiségi véltozo siirliségfiiggvénye f; minden j =1,2,...,n
esetén. Ezekkel a jelolésekkel: X1, Xz, ..., X, pontosan akkor fiiggetlenek, ha

f(ty, ... ty) = A(t1) - H(t2) ... fa(th)

teljesiil barmely t;, to, . .., t, valés szamokra.

ey

Példaul: ha X, Xy fiiggetlen standard normalis eloszlast val6szinGségi valtozok,
akkor egyiittes siriiségfiiggvényiik

i) = () fate) = (o Z)) (v t2>>

1 2+t
—27Texp<— 5 .

Ez csak a (t1, t>) pont origotdl mért tavolsagatol fiigg.




Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (Xi,Xa,...,X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirdi-

ségfiiggvénye f. Hogyan kaphat6 meg példaul az elsé peremeloszlds, azaz X;
stir(iségfiiggvénye?



Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (Xi,Xa,...,X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirdi-
ségfiiggvénye f. Hogyan kaphat6 meg példaul az elsé peremeloszlds, azaz X;

stir(iségfiiggvénye?

Allitas

Tegyiik fel, hogy az X = (Xi,...,X,) valésziniségi valtozék egyiittes siiriség-
figgvénye f. Ekkor az X; valosziniiségi valtozo siiriiségfiiggvénye (melyet fj-vel

Jeldliink), azaz a j. peremsiiriségfiiggvény igy kaphaté meg f-bél:

G(t):/ / f(st,...,S-1,t,Sj41,...,Sp)ds1 ... dsj_1dsji1 ...dsp.

Specidlisan n = 2-re:




Tobbdimenziés normalis eloszlas

Definicié
Az (X1, Xa, ..., X,) valosziniiségi vektorvaltozé n-dimenziés normalis eloszlasa, ha
tetszdleges ay, az, . . ., a, valos szamokra az

n
Zanj =a X1+ aXo+ ...+ aX,
j=1

valészindiségi valtozé normilis eloszlasa.




Tobbdimenziés normalis eloszlas

Definicié
Az (Xy,Xo, ..., Xy,) valosziniiségi vektorvaltozé n-dimenziés normalis eloszlasu, ha
tetszdleges ay, az, . . ., a, valos szamokra az

Zanj =a X1+ aXo+ ...+ aX,
j=1

valészindiségi valtozé normilis eloszlasa.

@ Abbdl, hogy X1, Xs, ..., X, normalis eloszlastak, nem kdvetkezik, hogy (X1, Xz, .
normalis eloszlasa.

@ Ha Xy, Xy, ..., X, fiiggetlenek és normalis eloszlasuak, akkor (X1, Xz, ..., X,)
tobbdimenziés normalis eloszlasa.

@ Ha X = (X4, X5,...,X,) tobbdimenziés normalis eloszlasi, és A tetszéleges
k x n méretli matrix, akkor az AX val6szin(iségi vektorvaltozé k-dimenzids
normalis eloszlasq.



A kovariancia

Definicié (Kovariancia)

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozok, melyeknek szordsa létezik. Ekkor
az X és Y kovariancigja:

cov(X, Y) = E[(X — E(X)) - (Y — E(Y))].

Legyenek X, Y, Z, Xq,..., X, olyan val6szin(iségi valtozok, melyek szérasa létezik.
Ekkor a kovetkez6k teljesiilnek.

@ A kovariancia kiszamitasa:

cov(X, Y) = E(X - Y) — E(X)E(Y).

@ Szimmetria. cov(X, Y) = cov(Y, X).
@ Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).



A kovariancia tulajdonsagai

@ Konstanssal val6 kovariancia. cov(X,c) =0, ha c € R.
@ Linearitas. Egyrészt
cov(X +Y,Z)=cov(X,Z)+ cov(Y, 2),
masrészt tetszéleges ¢ € R szamra

cov(cX,Y) =c-cov(X,Y).

o Fiiggetlenséggel valé kapcsolat. Ha az X és Y val6sziniiségi valtozdk
fiiggetlenek, akkor cov(X,Y) = 0. Forditva nem igaz: lehet nem fiiggetlen
esetben is 0 a kovariancia.

o Osszeg szérasnégyzete. D?(X + Y) = D?(X) + D(Y) + 2cov(X, Y).

Tovabba . .
D2 ( 3 X,~> =3 D2(X) +23 " cov(X;, X))
i=1 i=1

i<j

o Kiildnbség szérasnégyzete. D*(X — Y) = D?(X) + D?(Y) — 2cov(X, Y).



Kovariancia: példa.

Legyen X Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozé 2 paraméterrel. A line-
aritas, a szérasnégyzettel val6 kapcsolat és a konstanssal valé kovariancia alapjan:

cov(X + 3,2 X) = 2cov(X + 3, X) = 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =
=2D*(X)=2-2=4.



Kovariancia: példa.

Legyen X Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozé 2 paraméterrel. A line-
aritas, a szérasnégyzettel val6 kapcsolat és a konstanssal valé kovariancia alapjan:

cov(X + 3,2 X) = 2cov(X + 3, X) = 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =
=2D*(X)=2-2=4.

Egy lizletben az A és B Gjsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szama Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A Gjsag ara 300 forint, a B-é 400. Mennyi az Gsszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a kovarianciaja?



Kovariancia: példa.

Legyen X Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozé 2 paraméterrel. A line-
aritas, a szérasnégyzettel val6 kapcsolat és a konstanssal valé kovariancia alapjan:

cov(X + 3,2 X) = 2cov(X + 3, X) = 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =
=2D*(X)=2-2=4.

Egy lizletben az A és B Gjsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szama Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A Gjsag ara 300 forint, a B-é 400. Mennyi az Gsszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a kovarianciaja?

cov(X + Y,300X +400Y) = cov(X,300X) + cov(X,400Y) + cov(Y,300X)+
+ cov(Y,400Y) = 300 - cov(X, X) + 400 - cov(Y, Y)
= 300D%(X) + 400D?(Y) =
=300 - 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk a linearitast, azt, hogy fiiggetlenség esetén 0 a kovariancia, illetve
a Poisson-eloszlas tulajdonségait.



Kovariancia: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +400Y') és az eladott példanyszam (X + Y) egyiittes el6fordulasa
n = 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 102000.



Korrelaciés egyiitthaté
Definicié

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozok, melyek szorasnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelaciés egyiitthatdja:

cov(X,Y)
D(X)D(Y)’

ha D(X) > 0,D(Y) >0 és0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.

R(X,Y) =




Korrelaciés egyiitthaté
Definicié

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozok, melyek szorasnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelaciés egyiitthatdja:

cov(X,Y)
R(X,Y)= ——2x

ha D(X) > 0,D(Y) >0 és0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.

Allitas
Legyenek X és Y olyan valdsziniiségi valtozok, melyek szérasa létezik.

(i) Ekkor teljesiil, hogy
IR(X,Y)| < 1.

(i) Legyen a > 0 valés szam, b tetszéleges valés szam. Ekkor
R(X,aX + b) =1 és R(X,—aX + b) = —1.

(iii) Tegyiik fel, hogy |R(X,Y)| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b valés szamok,
hogy az Y = aX + b egyenlet 1 valészindiséggel teljesiil.




Korrelacids egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +400Y') és az eladott példanyszam (X + Y) egyiittes el6fordulasa
n = 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 102000, korrelacids egyiitthaté: 0,9915.



Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A (jsag ara 300 forint, a B-é 400. Mennyi az Gsszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?

cov(X + Y, 300X +400Y) = 300 - 100 + 400 - 180 = 102000;
D(X +Y) = /D2(X) + D*(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X +400Y) = \/3002D2(X) + 4002D2(Y)
= /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17;
X + Y. 300X + 400Y 102
R(X + Y300 + 400Y) = cov(X + Y, 300X +400Y) 02000

D(X + Y)D(300X +400Y) 16,73 -6148,17
= 0,9915.




Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A (jsag ara 300 forint, a B-é 400. Mennyi az Gsszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?

cov(X + Y,300X +400Y) = 300 - 100 + 400 - 180 = 102000;

D(X +Y) = /D2(X) + D*(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X +400Y) = 1/3002D?(X) + 4002D2(Y)

= /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17;

cov(X + Y, 300X + 400Y) 102000
R(X + Y, 300X +400Y) = -
(XY, 300X +400Y) = 5 5 V) D(300X + 400Y) ~ 16,73 6148, 17
— 0,9915.

A korrelaciés egyiitthat6 értéke majdnem 1, azaz er6s pozitiv korrelacié van az
eladott példanyok szama és a bevétel kozott.



Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 4000. Mennyi az 6sszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?

cov(X + Y, 300X + 4000Y) = 300 - 100 + 4000 - 180 = 750000;
D(X + Y) = /D2(X) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X + 4000Y) = /3002D2(X) + 40002D2(Y) =

= /3002 - 100 + 40002 - 180 = 53749, 42;

X + Y, 300X + 4000Y 750000
R(X + Y, 300X + 4000Y) = SVX+ Y, + ) _

D(X + Y)D(300X +4000Y) _ 16,73 - 53749, 42
=0,083.




Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 4000. Mennyi az 6sszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?
cov(X 4+ Y, 300X + 4000Y) = 300 - 100 + 4000 - 180 = 750000;

D(X 4+ Y) = +/D2(X) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X +4000Y) = 1/3002D2(X) + 40002D2(Y) =

= /3002 - 100 + 40002 - 180 = 53749, 42;

cov(X + Y, 300X + 4000Y) 750000
R(X + Y, 300X + 4000Y) = -
(X+Y, 300X + )= D{X + Y)D(300X + 4000Y) _ 16,73 - 53749, 42
— 0,083

A korrelacids egyiitthaté értéke majdnem 0, azaz nincs jelent&s korrelacié az eladott
példanyok szdma és a bevétel kdzott, ha az Gjsagok ara nagyon eltérd.



Korrelacids egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X 44000Y) és az eladott példanyszam (X+Y) egyiittes el6fordulasa
n = 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 750000, korrelacids egyiitthaté: 0,083.



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet:



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség:



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacio, van ok-okozati
Osszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség:



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacio, van ok-okozati
Osszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét irany-
ban lehet ok-okozati Gsszefiiggés

@ vitorlazassal toltott id6 és egészség:



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacio, van ok-okozati
Osszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét irany-
ban lehet ok-okozati Gsszefiiggés

@ vitorlazassal toltott id6 és egészség:
ha van is pozitiv korrelacié, nem biztos, hogy van ok-okozati 6sszefiiggés,
a vitorlazas Osszefiigg az anyagi helyzettel, ami az egészséggel, illetve aki

beteg, kevesbé tud vitorlazni, vagyis csak a vitorlazastél nem biztos, hogy
egészséges lesz valaki

@ USA altal tudomanyra és technoldgiara kolttt pénz és ongyilkossagok:



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacio, van ok-okozati
Osszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét irany-
ban lehet ok-okozati Gsszefiiggés

@ vitorlazassal toltott id6 és egészség:

ha van is pozitiv korrelacié, nem biztos, hogy van ok-okozati 6sszefiiggés,
a vitorlazas Osszefiigg az anyagi helyzettel, ami az egészséggel, illetve aki
beteg, kevesbé tud vitorlazni, vagyis csak a vitorlazastél nem biztos, hogy
egészséges lesz valaki

@ USA altal tudomanyra és technoldgiara koltott pénz és ongyilkossagok: na-
gyon er8s pozitiv korrelacié (R = 0,9979), de feltehetéen nincs ilyen erds
ok-okozati Osszefiiggés
(forras és tovabbi példak: http://tylervigen.com/spurious-correlations)



Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozdsa

0.6

atlag
05

04

500

300

400

T
100 200

0.3

mintaelemszam

A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett mintabol az elsé n elem atlaga

n = 500-ig



A nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek Xi, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi véges szérast valésziniiségi valto-
z6k. Legyen m =E(X1) és o = D(Xy).

A korabbiak szerint

E(X) = m; D*(X)=— =0 (n — 00).



A nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek Xi, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi véges szérast valésziniiségi valto-
z6k. Legyen m =E(X1) és o = D(Xy).

A korabbiak szerint

0.2

E(X)=m  D(X)==

-0 (n — 00).

A Csebisev-egyenl6tlenség szerint minden € > 0-ra

— D?(X) o2
P(X —m| >¢) < = zsz—n—>0 (n — o).

Tehat minden € > 0O-ra -
P(|IX —m| >¢) =0

teljesiil n — oo esetén.

Azaz: X — m = E(X;) sztochasztikusan.



A nagy szamok torvénye

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye)

Legyenek Xi,Xa, ... olyan valdszindségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasuak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < co. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — 00),

azaz X, — E(Xy) sztochasztikusan.




A nagy szamok torvénye

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye)

Legyenek Xi,Xa, ... olyan valdszindségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasuak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < co. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o),

azaz X, — E(X;) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy szamok erGs torvénye)

Legyenek X1, Xo, ... valésziniiségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos eloszla-
stak. Tegyiik fel még, hogy m = E(Xy) < oo. Ekkor

Yn:X1+X2+...+Xn

n —>E(X1) =m

teljesiil 1 valoszindiséggel n — oo esetén.

A maésodik esetben gyengébb feltevésbdl erGsebb allitas kovetkezik.




