Abszolut folytonos valészindiségi valtozé (4. el6adas)

Definicié (Abszolat folytonossag és siirtiségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t)= / f(s)ds

—0o0

teljesiil minden t € R szamra. llyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniiségi valtozo
siiriiségfiiggvényének nevezziik.




Abszolut folytonos valészindiségi valtozé (4. el6adas)

Definicié (Abszolat folytonossag és siirtiségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t)= / f(s)ds
—00
teljesiil minden t € R szamra. llyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniiségi valtozo
siiriiségfiiggvényének nevezziik.

4

Allitas
Legyen az X abszolit folytonos valésziniiségi valtozé, melynek siriségfiiggvénye
f. Ekkor tetszbleges a < b szamokra teljesiil, hogy

b
IP’(a<X<b):IP’(a§X§b):/ £(s)ds.




A siirtiségfliggvény tulajdonsagai
Allitas (Az eloszlasfiiggvény és stirtiségfiiggvény kapcsolata)

Legyen X abszoliit folytonos valdsziniiségi valtozé, melynek F az eloszlasfiiggvénye.

(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szdmra
t
F(t) :/ f(s)ds.

(b) Az f(t) = F'(t) figgvény (azokra a t-kre, ahol F differencidlhaté) az X
striségfiiggvénye.

<




A siirtiségfliggvény tulajdonsagai
Allitas (Az eloszlasfiiggvény és stirtiségfiiggvény kapcsolata)

Legyen X abszolat folytonos val6sziniiségi valtozé, melynek F az eloszlasfiiggvénye.

(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szdmra

F(t) _/t f(s)ds.

— 00

(b) Az f(t) = F'(t) figgvény (azokra a t-kre, ahol F differencidlhaté) az X
striségfiiggvénye.

v

Allitas (A strtiségfiiggvény jellemzése)
Egy f : R — R fiiggvény pontosan akkor siiriiségfiiggvénye valamilyen valésziniiségi

véltozénak, ha

(i) f(s) > 0 teljesiil ,,majdnem minden” s € R-re (példdul véges vagy megszam-
lalhat6 sok kivétel lehetséges).

(i) 7, f(s)ds = 1.




Varhat6 érték és szoras

Definicié (Varhato érték, abszolat folytonos eset)

Legyen X abszolat folytonos valdészindségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvénye f.
Ekkor X varhato értéke:

E(X) = /oo s-f(s)ds, ha /OO Is| - f(s)ds < oo.

— 00 — 00




Varhat6 érték és szoras

Definicié (Varhato érték, abszolat folytonos eset)

Legyen X abszolat folytonos valdészindségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvénye f.
Ekkor X varhato értéke:

E(X) = /OO s-f(s)ds, ha /OO Is| - f(s)ds < oo.

— 00 — 00

Definici6 (Szérasnégyzet és széras)
Tegyiik fel, hogy az X valosziniiségi valtozé abszolut folytonos, és siiriiségfiiggvénye
f. Ekkor X szorasnégyzete:

D*(X) = E[(X — E(X))*],

szorasa pedig (ha E(X?) létezik)




Szérasnégyzet és szoras

Definici6 (Szérasnégyzet és széras)

Tegyiik fel, hogy az X valosziniiségi valtozé abszolut folytonos, és siiriiségfiiggvénye
f. Ekkor X szorasnégyzete:

D*(X) =E[(X — E(X))*],

D(X) = \/E[(X — E(X))?].

ha ezek a vérhaté értékek léteznek.

szorasa pedig

Allitas (A szérasnégyzet kiszamitasa)
A szérasnégyzetet a kovetkezéképpen szamithatjuk ki abszolut folytonos X valo-
sziniiségi valtozo esetén:

D?*(X) = E(X?) — []E(X)]2 = /oo s*f(s)ds — [/oo 5- f(s)dsr7

—0o0 —00

ahol f az X siiriiségfiiggvénye.




Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

relativ gyakorisagok

értékek

A standard normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye és 500 elem( minta hisztogramja
=} F = E E 9HAC



Normalis eloszlas

Definicié (Normalis eloszlas)

Legyen m valés, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniségi

valtozé normalis eloszlasti m varhato értékkel és o? szérasnégyzettel, ha siiriiség-
fliggvénye

1 (x — m)?
f(X) = \/ﬂo- exp (— T) (X € R)
Jelslése: Y ~ N(m,a?).




Normalis eloszlas

Definicié (Normalis eloszlas)

Legyen m valés, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniségi
valtozé normalis eloszlasti m véarhato értékkel és o i

szorasnégyzettel, ha siriség-
fliggvénye
1 _ 2
f(x) = exp (— = m)® ) (x €R).

V2no 202
Jelslése: Y ~ N(m,a?).

Ha Y ~ N(m,o?), akkor E(Y) =m, D(Y) =o.

Standard normalis eloszlas: m = 0 varhaté értékii és o = 1 szérast normalis
eloszlas. Eloszlasfiiggvénye: &, siirliségfiiggvénye:

w(x)—\/%exp(—f)



Normalis eloszlas

Mormal Distribution
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A normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye és annak valésziniisége, hogy a valészin(ségi

véltozé az (m—4o0, m—30), (m—30, m—20),...,(m+30, m+4c) intervallumokba
esik (forras: towardsdatascience.com)
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Normalis eloszlas
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A normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye és annak valésziniisége, hogy a valészin(ségi
véaltozé az (m — 30,m + 30),(m — 20, m + 20),(m — 0, m + o) intervallumokba
esik (forras: towardsdatascience.com)
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Testmagassag

Testmagassag hisztogramja

n: 96
dflag: 174,3
szoras: 11,5

gyakorisag

140 160 180 200

cm

Testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl, és az X = 174,3 varhaté
értékii és sy = 11,5 sz6rast normalis eloszlas siriiségfiiggvénye (pirossal)
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A Duna vizallasa

Vizallas hisztogramja

n 96
atlag: 392
szdras: 1574

0.0030
]

0.0020

gyakerisag

0.0010

0.0000

200 400 600 800

cm

A Duna havi legnagyobb vizllasanak hisztogramja (2002-2009, n = 96, forras:
Orszagos Vizjelz8 Szolgalat), és az X = 392 varhat6 értékd és s* = 157, 4 szérasd

normalis eloszlas sriiségfiiggvénye (piros): nem illeszkedik j6l a normalis eloszlas

o = z = z 9ac



A Duna vizallasa

Vizallas logaritmusanak hisztogramja

12

n 96
atlag: 5,89
szoras: 0,41

gyakorisag

T T T
50 55 6.0 65

logaritmus (cm)

A Duna havi legnagyobb vizalldsanak logaritmusanak hisztogramja (2002-2009,
n = 96, forras: Orszagos Vizjelz6 Szolgalat), és az X = 5,89 varhat6 értékii és

sy = 0,41 szbrash normilis eloszlas s(irliségfiiggvénye: jobban illeszkedik, a vizallas
logaritmusa lehet normalis eloszlast (vagyis a vizallas lehet lognormalis eloszlasi)



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhat6 értékkel és o2 szérasnégyzettel.

Ekkor tetszbleges a < b valds szamokra

1 (s—m)?

o Pla<Y<b)=Pa<Y<b) =L [Texp(— 52 )ds.
)

e Pla<Y <b)=o(m

N (s—m)?

o B(Y <b)=P(Y <b)= A [*_exp(— 555 )ds = o(b5m).

e Pla<Y)=Pa<y)= ¢2170 f;oexp(_ (sz—arg)z)ds: 1 o(e=m),



A normalis eloszlas tulajdonsagai

2

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhat6 értékkel és o= szérasnégyzettel.

Ekkor tetszbleges a < b valds szamokra

2mo ab exp ( - (5;02)2 )dS

o Pla<Y<b)=Pla<Y<b =1 |
)

e Pla<Y <b)=o(m

o (Y <b)=P(Y < b) = 7 [ exp (- 580 )ds = 0(5m).

o Pla<Y)=Pla<Y)= 1 [Few (5 s =1-0(5).

@ Az aY + b val6sziniiségi valtozé normalis eloszlast am + b varhaté értékkel
és a’0? szérasnégyzettel.



Példa: normalis eloszlas

Példa. Tegyiik fel, hogy az Y valészin(iségi valtoz6 normaélis eloszlast m = 4
varhaté értékkel és o = 3 szérassal. Ekkor

P(Yg?):cb(?_m) =<1><7;4) — ®(1) = 0,84.

g




Példa: normalis eloszlas

Példa. Tegyiik fel, hogy az Y valészin(iségi valtoz6 normaélis eloszlast m = 4
varhaté értékkel és o = 3 szérassal. Ekkor

P(Yg?):cb(?_m) =¢<7;4) — ®(1) = 0,84.

g

Pl<Y<7)=P(Y<7)-P(Y < ¢< m)_q,(l—m)

_q)( ) ( ): 1) - &(—1) = 20(1) — 1 = 0, 68.

Itt felhasznaltuk, hogy a standard normalis eloszlas szimmetridja miatt
dO(—x) =1-d(x)

teljesiil minden x-re.



Exponencialis eloszlas
Definicié (Exponencialis eloszlas)

Legyen \ > 0 valés szam. Azt mondjuk, hogy az X valésziniiségi valtozé exponen-
cialis eloszlasi A\ paraméterrel, ha siriségfiiggvénye

—As .
f(s):{)\e , has>0;

0, kiilénben.

Exponencialis eloszlas

Exp(1) stirGiségfiiggvénye és 500 elemi minta hisztogramja.




Az exponencialis eloszlas tulajdonsagai

Allitas
Legyen X exponencialis eloszlasi A\ > 0 paraméterrel. Ekkor a kbvetkezék teljestil-
nek.

(i) X eloszlasfiiggvénye:

t _ a—As .
F(t) =P(X < t) =P(X < t):/ fls)ds = 41— ¢ v has>0
0 kiilonben.

(i) X vdrhato értéke: E(X) = 1/A, szérasa: D(X) =1/A\.
(iii) Orokifja tulajdonsag. Legyenek s, t pozitiv szamok. Ekkor

P(X > s+t X >s) =P(X > t).

Radioaktiv részecske bomlasi ideje, kiszolgalasi vagy feldolgozasi id6.



Exponenciélis eloszlas: példa

Egy boltban egy vevs kiszolgalasanak ideje legyen az X valdsziniiségi valtozo, és

tegliyk fel, hogy ez percben szamolva 3 varhat6 értéki exponencialis eloszlasi
valdsziniiségi valtozé.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?



Exponenciélis eloszlas: példa

Egy boltban egy vevs kiszolgalasanak ideje legyen az X valdsziniiségi valtozo, és
tegliyk fel, hogy ez percben szamolva 3 varhat6 értéki exponencialis eloszlasi

valdsziniiségi valtozé.
Mennyi a valdsziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?

Mivel exponencilis eloszlas esetén E(X) = 1/, most A = 1/3 lesz. Az exponen-
cialis eloszlas eloszlasfiiggvénye alapjan

P(X>5)=1-P(X <5)=1-F(5)=1—(1—e ) =e=e"5%=0,189.



Exponenciélis eloszlas: példa

Egy boltban egy vevs kiszolgalasanak ideje legyen az X valdsziniiségi valtozo, és
tegliyk fel, hogy ez percben szamolva 3 varhat6 értéki exponencialis eloszlasi
valdsziniiségi valtozé.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?

Mivel exponencilis eloszlas esetén E(X) = 1/, most A = 1/3 lesz. Az exponen-
cialis eloszlas eloszlasfiiggvénye alapjan

P(X>5)=1-P(X <5)=1-F(5)=1—(1—e ) =e=e"5%=0,189.

Mennyi a valészin(isége, hogy a vevd kiszolgélasa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig
tart?



Exponenciélis eloszlas: példa

Egy boltban egy vevs kiszolgalasanak ideje legyen az X valdsziniiségi valtozo, és
tegliyk fel, hogy ez percben szamolva 3 varhat6 értéki exponencialis eloszlasi
valdsziniiségi valtozé.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?

Mivel exponencilis eloszlas esetén E(X) = 1/, most A = 1/3 lesz. Az exponen-
cialis eloszlas eloszlasfiiggvénye alapjan

P(X>5)=1-P(X <5)=1-F(5)=1—(1—e ) =e=e"5%=0,189.

Mennyi a valészin(isége, hogy a vevd kiszolgélasa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig
tart?

PR<X<4)=P(X<4)-P(X<2)=F(4)-F((2)=
—(1—e*3)—(1-e?3)=e23_e*3=0,025.



Fliggetlenség

Definicié (Véges eset)
Azt mondjuk, hogy az Xy, ..., X, : Q — R valdsziniségi valtozok fiiggetlenek, ha

P(Xl <t, X < tp,..., X, < tn) = P(Xl < fl)-P(XQ < tz)...]P(Xn < l'n)
teljesiil tetszéleges ty, ty, ..., t, valos szamokra, azaz
F(ti,ta,...,tn) = Fi(t1) - Fa(t2) - ... Fa(tn),

ahol F; az X; valosziniiségi valtozo eloszlastfiiggvénye.

Definicié (Végtelen eset)

Az Xi, Xo, X3 ... valosziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha koéziililk barmely véges so-
kat kivalasztva fiiggetlen valészindiségi valtozékat kapunk.

v




Fliggetlenség

Fiiggetlen valészin(iségi valtozdkra példa:

@ Két kockadobasnal az els6ként (X7) és masodikként dobott szam (X,).
@ A holnapi csapadékmennyiség Budapesten és New Yorkban.

@ Két taldlomra valasztott ember testmagassaga.
Nem fiiggetlen valésziniiségi valtozokra példa:

@ Két kockadobasnal az elsé szdm és a két dobott szam Gsszege.
@ A holnapi csapadékmennyiség Budapesten és Budadrson.

@ Két testvér testmagassaga.



Flggetlenség: egész érték(i valdszinlségi valtozék
Allitas (Egész értékii eset)

Az Xi,..., X, : Q — Z val6sziniiségi valtozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha

P(Xy = ki, Xo = kay .., Xn = kn) = P(Xy = k1) - P(Xz = k) ... P(X = kn)

teljesiil tetszéleges ky, ko, . .., k, egész szamokra.

Példa: két szabalyos dobokockaval dobunk, legyen Xj az els6ként dobott szam, X,
a masodikként dobott szam.

1
P(X; =4,X, =3) = % P(X; = H)P(X; = 3),
hasonléképpen tetszéleges 1 < ky < 6, 1 < ko < 6 egészekre

1
(X = ki, Xo = ko) = 55 = P(X1 = k)P(Xe = ko),



Figgetlenség: egész értékii valdszintiségi valtozdk
Allitas (Egész értékii eset)
Az Xi,..., X, : Q — Z val6sziniiségi valtozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha

P(Xy = ki, Xo = ko, ..., Xy = kn) = P(X1 = k1) - P(Xz2 = ko) ... P(X, = kp)

teljesiil tetszéleges ky, ko, . .., k, egész szamokra.

Példa: két szabalyos dobokockaval dobunk, legyen Xj az els6ként dobott szam, X,
a masodikként dobott szam.

1
P(Xy =4,X=3)= 36~ P(Xy = 4)P(X; = 3),

hasonléképpen tetszéleges 1 < ky < 6, 1 < ko < 6 egészekre
P(Xy = ki, Xo = ko) = % =P(X1 = k1 )P(Xs = ko),
vagyis X1 és X, fliggetlenek. Viszont
P(X;=1,X14+X=12)=0#P(X1 =1) - P(X1 + X, =12) = = - %

vagyis X1 és X; + Xo nem fiiggetlenek.



Filiggetlen valdésziniiségi valtozok Gsszege

Legyenek (X1, Xa, ..., X,) fiiggetlen azonos eloszlasi valésziniiségi valtozék (azo-
nos eloszlas: P(X; < t) = P(X; < t) minden t-re, ebbsl E(X;) = E(X;) és
D(Xj) = D(X1) kovetkezik). Mit mondhatunk az atlag viselkedésérsl?

— Xi+Xo+ ...+ X,
X — 1+ 24; +




Filiggetlen valdésziniiségi valtozok Gsszege

Legyenek (X1, Xa, ..., X,) fiiggetlen azonos eloszlasi valésziniiségi valtozék (azo-
nos eloszlas: P(X; < t) = P(X; < t) minden t-re, ebbsl E(X;) = E(X;) és
D(Xj) = D(X1) kovetkezik). Mit mondhatunk az atlag viselkedésérsl?

Xi+Xo+...+ X,
n

X =

@ Ha X1, X; fiiggetlenek, normalis eloszlasaak, akkor X; + Xz is normalis elosz-
last, varhato értékiik és szorasnégyzetiik is 6sszeadddik

@ HaX; ~ N(m,o?) fiiggetlenek, normalis eloszlastiak, akkor >i1 Xj ~ N(nm, no
szintén normalis eloszlasa, és X ~ N(m, o2 /n) is normalis eloszlasa
@ Ha Xy, X5,..., X, fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak A1, \a, ..., A, paraméte-

rekkel, akkor Xi + X + ... + X, is Poisson-eloszlasti A\; + X + ... + A,
paraméterrel



A varhato érték tulajdonsagai

@ (Osszeg varhaté értéke) Ha X, Y val6sziniiségi valtozok, és X, Y, X + Y var-
haté értéke létezik, akkor
E(X +Y) =E(X) +E(Y).
@ (konstans kiemelése) Ha az X valdszin(iségi valtozé varhat6 értéke létezik, és
¢ tetszbleges valds szam, akkor
E(c-X) = c-E(X).
@ (szorzat varhat6 értéke fiiggetlen esetben) Ha az X és Y val6szin(iségi valto-
z6k fiiggetlenek, és X, Y, X - Y véarhat6 értéke létezik, akkor
E(XY) = E(X) - E(Y).

o (fiiggvény varhato értéke) Ha g : R — R olyan fiiggvény, hogy E(X) létezik,

akkor
B((X) = Y g0)P(X =x).  Pe0)= [ g ot
i=1 -
ahol az X lehetséges értékei xq, X2, ..., ha X diszkrét, és X siiriiségfiiggvénye

f, ha X abszolat folytonos.



A szérasnégyzet tulajdonsagai

D*(X)=E((X — E(X))z) = E(X?) - E(X)~%

@ (nemnegativitds) D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil

@ (szorzas és eltolas) ha a, b valds szamok, X véges sz6rasu val6sziniiségi val-
tozé, akkor

D?(aX + b) = a°D*(X) = D(aX + b) = |a|D(X).



A szérasnégyzet tulajdonsagai

D*(X)=E((X — E(X))2> = E(X?) - E(X)~%

@ (nemnegativitds) D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil

@ (szorzas és eltolas) ha a, b valds szamok, X véges sz6rasu val6sziniiségi val-
tozé, akkor

D?(aX + b) = a°D*(X) = D(aX + b) = |a|D(X).

o (Osszeg szorasa fliggetlen esetben) ha az X, Y val6szinGségi valtozok fiigget-
lenek és szérasuk létezik, akkor

D*(X +Y)=D*(X)+D*(Y) = D(X+Y)=+/D2X)+D2Y).

@ van olyan val6sziniiségi valtoz6, melynek varhatd értéke véges, de a szérasa
nem létezik (példaul: P(X = k) = c/k® megfelels c-vel)



Az atlag varhaté értéke

Allitas

Legyenek X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi valosziniiségi valtozok, melyekre
E(X1) < co. Ekkor

E(X) = E(W) =E(X).




Az atlag varhaté értéke
Allitas

Legyenek X, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi valsziniiségi valtozék, melyekre
E(X1) < co. Ekkor

E(X) = E<X1+H+X) =E(X).

Bizonyitas.

E(X) = ]E<)<1+n+)<> _ %E(Xl b X)) = % n-E(X) = E(Xy).

Felhasznaltuk a varhato érték linearitasat, és hogy csak eloszlastol fiigg:

E(cX) = cE(X), ha c € R;
e E(Y + Z) =E(Y) + E(2);
@ ha Y és Z eloszlasa (azaz eloszlasfiiggvényiik) megegyezik, akkor E(Y) =

(2)

ﬁ




Az atlag szoérasa
Allitas

Legyenek X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi valosziniiségi valtozok, melyekre
o = D(X1) < co. Ekkor

D(X) D(Xl +...+X,,) _ D(X1)

n N/




Az atlag szoérasa
Allitas

Legyenek X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi valsziniiségi valtozék, melyekre
o = D(X1) < co. Ekkor

D(X) = D(Xl F .r.).+Xn> _ D\(/);l).
Bizonyitas.
D(X) = D(Xl +.'.7.+Xn> _ D(Xy +;7..+X,7) _ \/nD;(Xl) _ D\(/);l).

Felhasznaltuk a szo6ras alabbi tulajdonsagait:
@ D(cX) = |c|D(X), ha ceR;

@ D?(Y +2Z)=D?(Y)+ D?(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z)




