Feltételes valészintség (3. eléadas)

Gabornak harom gyereke van. Feltéve, hogy pontosan egy fia van, mennyi
a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?



Feltételes valészintség (3. eléadas)

Gabornak harom gyereke van. Feltéve, hogy pontosan egy fia van, mennyi
a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A: a kozépss gyerek fia; B: pontosan egy fit van.
. 1
P(A) = P(a kdzépss fi) = 5
A P(A|B) feltételes valésziniiséget igy szamolhatjuk ki:

PN, . P(ANB P(LFL
P(a kozéps6 fialegy fia van) = (]P’(B) ) = ]P’(FLL(LFL)LLF) =

=1/3.
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Definici6 (Feltételes valésziniiség)

Legyenek A, B € A események, és tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Az A esemény B-re
vonatkozo feltételes valdsziniisége:

P(AN B)

P(AIB) = —prp)




Feltételes valészintiség: példa

Egy 72000 f6s varosban harmincezer embernek van autdja, huszonttezernek lakasa,
tizenkét ezernek mindkett6. Egy véletlenszeriien valasztott lakosrdl tudjuk, hogy

van autéja. Erre vonatkozéan mennyi a feltételes val6sziniisége, hogy az illetének
van lakasa?
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\_ J

p(La) = F(LNA) _ 12000/72000 _ 12000 25000

- = =40% > P(L) = ==—— = 34,7%.
P(A) 30000,/72000 ~ 30000 %> P(L) = 23000 K




Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott
mennyiségii csapadék esetén mennyi valdsziniiséggel azik be a satra, illetve az el6-
rejelzés szerint mennyi az adott csapadékmennyiség valdsziniisége.

csapadék (mm) 0(B1) 0-5(B) 5-10(Bs;) 10-nél tdbb (B4)
beazas val6sziniisége 0 15% 35% 60%
elérejelzés 40% 10% 30% 20%

@ Mennyi annak valésziniisége, hogy holnap beazik Hanna satra?

@ Masnap Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak valdszin(isége,
hogy Sopronban tébb mint 10 mm esé esett ezen a napon?



Bayes-tétel: példa

Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott mennyiségii csapadék esetén mennyi

valészinliséggel azik be Hanna satra, illetve az el6rejelzés szerint mennyi az adott
csapadékmennyiség val6sziniisége. Mennyi a valdsziniisége, hogy beazik a satra?

A:

csapadék (mm) nincs (By) 0—-5(B,) 5—10(B;3) > 10 (Bs)
beazas valésziniisége 0 15% 35% 60%
elérejelzés 40% 10% 30% 20%

Hanna satra beazik. A By, By, B3, By események koziil pontosan az egyik ko-

vetkezik be (a By-t Ggy értve, hogy van csapadék, de nem tdbb 5 mm-nél) — ez
egy teljes eseményrendszer. A teljes valosziniiség tétele szerint:

P(A) = P(A|B1)P(By1) + P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(Bs3) + P(A|B4)P(Bs)
—0.0,340,15-0,140,35-0,3+0,6-0,2 — 0,24 — 24%.

Vagyis Hanna satra 24% valészin(iséggel azik be.



Bayes-tétel: példa

Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott mennyiségii csapadék esetén mennyi
valésziniiséggel azik be Hanna satra, illetve az el6rejelzés szerint mennyi az adott
csapadékmennyiség val6sziniisége.

csapadék (mm) 0(B1) 0-5(By) 5-10(Bs) 10-nél tdbb (B4)
beazas valosziniisége 0 15% 35% 60%
elérejelzés 40% 10% 30% 20%

Mar lattuk, hogy P(A) > 0, By, Ba, Bs, By pedig tovabbra is teljes eseményrendszer.
Alkalmazhatjuk Bayes tételét:

) B(AIB)2(B) _
P(BlA) = BralBP(B) + ... + P(AIB)P(Ba)
0,6-0,2 ~ 0,12

~0.0,3+0,15-0,1+0,35-0,3+0,6-0,2 0,24

=50%.

Vagyis feltéve, hogy bedzott a sator, 50% val6szintiséggel volt 10 mm-nél tébb
csapadék.



Teljes eseményrendszer

Definicié (Teljes eseményrendszer)

A Bi,By,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét teljes
eseményrendszernek nevezziik, ha

(i) U=, Bi =, azaz minden elemi esemény szerepel valamelyik eseményben;

(i) Bi N Bj =0 teljesiil minden 1 < i < j-re, azaz paronként kizaréak, semelyik
elemi esemény nem szerepel egyszerre két eseményben is;

(ii) P(B;) > 0 minden i = 1,2, .. .-re, azaz mindegyiknek pozitiv a valdszinisége.

<
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Definicié (Teljes eseményrendszer)

A Bi,By,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét teljes
eseményrendszernek nevezziik, ha

(i) U2, Bi =, azaz minden elemi esemény szerepel valamelyik eseményben;

(i) Bi N Bj =0 teljesiil minden 1 < i < j-re, azaz paronként kizaréak, semelyik
elemi esemény nem szerepel egyszerre két eseményben is;

(ii) P(B;) > 0 minden i = 1,2, .. .-re, azaz mindegyiknek pozitiv a valdszinisége.

<

Tétel (Teljes valészintiség tétele)

Legyen A € A tetszbleges esemény, By, B,, . .. pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

P(4) = 3" P(AIB)R(5).




Bayes-tétel

Tétel (Teljes valoszintiség tétele)

Legyen A € A tetszbleges esemény, By, B, . .. pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

oo

P(A) =) P(A[B)E(B;).

j=t

Tétel (Bayes-tétel)

Legyen A € A olyan esemény, melyre P(A) > 0, By, B, ... pedig teljes esemény-
rendszer. Ekkor minden k = 1,2, .. .-re teljesiil, hogy

P(A|Bx)P(Bx)
(A|B1)P(B1) + P(A|BL)P(B,) + P(A|B3)P(B3) + . ..
__ P(AIBx)P(Bx)
Y P(AIB)P(B))

P(Bk|A) = P




Szimmetrikus bolyongas

Lolanak kezdetben 0 forintja van. A kaszinéban minden
korben (a korabbiaktdl fiiggetleniil) 1/2 valészintiséggel nyer egy forintot, 1/2 va-
[6szintiséggel veszit egy forintot. Ha a nyereménye eléri az 1000 forintot, vagy az
addssaga a 200-t, be kell fejeznie a jatékot. Mennyi a valdszinlisége, hogy Lola
nyer a jaték végén, és nem addssaggal tavozik?




Szimmetrikus bolyongas

Lolanak kezdetben 0 forintja van. A kaszinéban minden
korben (a korabbiaktdl fiiggetleniil) 1/2 valészintiséggel nyer egy forintot, 1/2 va-
[6szintiséggel veszit egy forintot. Ha a nyereménye eléri az 1000 forintot, vagy az
addssaga a 200-t, be kell fejeznie a jatékot. Mennyi a valdszinlisége, hogy Lola
nyer a jaték végén, és nem addssaggal tavozik?

A nullabdl indulva minden lépésben a korabbiaktdl fiiggetleniil 1/2 valésziniiséggel
felfelé, 1/2 valésziniiséggel lefelé Iépiink egyet a szamegyenesen.
@ Mennyi a valésziniisége, hogy n lépés utan éppen az k szamban vagyunk?

@ Mennyi a val6sziniisége, hogy az a > 0 szdmot hamarabb érjitk el, mint a
b < 0 szamot?

@ Mennyi a valésziniisége, hogy végtelen sokszor visszatériink a 0-ba?



Szimmetrikus bolyongas

Annak valésziniisége, hogy n lépés utan éppen a k szamra ériink:

= ((ni']()/z), ha n — k paros;
0, ha n — k paratlan.

Osszesen 2" lehetséges Gtvonal van n lépés soran, ezek egyforman valészinek.
Kéziiliik ((n_'L) ,) érkezik k-ba.




Szimmetrikus bolyongas

Annak valésziniisége, hogy n lépés utan éppen a k szamra ériink:

= ((ni']()/z), ha n — k paros;
0, ha n — k paratlan.

Osszesen 2" lehetséges Gtvonal van n lépés soran, ezek egyforman valészinek.
Kéziiliik ((n_'L) ,) érkezik k-ba.

Megjegyzés. A nulldba 1 valészin(iséggel végtelen sokszor visszatériink. Ugyan-
ez érvényes a Z?-en valé bolyongésra is, de Z9-re nem, ha d > 3: ilyenkor an-
nak valésziniisége, hogy valaha visszatériink a nulldba, egynél kisebb pozitiv szam.
(Pdlya-tétel)



Szimmetrikus bolyongas

Annak valészin(isége, hogy sem a-t, sem b-t nem érjiik el a bolyongas soran (a, b
egészek): 0.

a > 0> begészek. Legyen p, annak valésziniisége, hogy a k-bél indulva hamarabb
érjiik el a-t, mint b-t. A teljes val6sziniiség tétele alapjan:

1 1
pk:i'pkfl""i'karl (b<k<a).

Tovabba p, =0 és p, = 1. A linearis egyenletrendszer megoldasa:

_k—b N _ —b
Pk—a_b Po—a_b-
Vagyis: Lolanak
—(—200 200 1
Po ( ) = = = 16,67%

T 1000 — (—200) 1200 6

esélye van a gyGzelemre.



Eloszlasfiiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t) =P{w € Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra.

Allitas
Ha a,b € R, és F az X eloszlastiiggvénye, akkor

P(a < X < b) = F(b) — F(a).




Eloszlasfiiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi

F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{{w e Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra.

Allitas
Ha a,b € R, és F az X eloszlastiiggvénye, akkor

P(a < X < b) = F(b) — F(a).

Allitas (Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai)

Legyen X valosziniiségi valtozo, F pedig az eloszlasfiiggvénye. Ekkor
(i) F monoton névé: a < b esetén F(a) < F(b).

(i) limi_o F(t) = 0; lim;oo F(t) = 1.

(iii) F jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valés szdmra lims_,,_ F(s) = F(t).

v




Példa: eloszlasfiiggvény

Kockadobas eloszlasfiiggvénye
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abra: Szabalyos dobdkockaval dobott szam eloszlasfiiggvénye.



Testmagassag

Testmagassag hisztogramja

n: 96
dflag: 174,3
szoras: 11,5

gyakorisag

140 160 180 200

cm

Testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl, és az X = 174,3 varhaté
értékii és sy = 11,5 sz6rast normalis eloszlas siriiségfiiggvénye (pirossal)
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Abszolat folytonos valésziniiségi valtozd

Definicié (Abszolat folytonossag és siirtiségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t)= / f(s)ds

—0o0

teljesiil minden t € R szamra. llyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniiségi valtozo
siiriiségfiiggvényének nevezziik.




Abszolat folytonos valésziniiségi valtozd

Definicié (Abszolat folytonossag és siirtiségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t)= / f(s)ds
—00
teljesiil minden t € R szamra. llyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniiségi valtozo
siiriiségfiiggvényének nevezziik.

4

Allitas
Legyen az X abszolit folytonos valésziniiségi valtozé, melynek siriségfiiggvénye
f. Ekkor tetszbleges a < b szamokra teljesiil, hogy

b
IP’(a<X<b):IP’(a§X§b):/ £(s)ds.




Varhat6 érték és szoras

Definicié (Varhato érték, abszolat folytonos eset)

Legyen X abszolat folytonos valdészindségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvénye f.
Ekkor X varhato értéke:

E(X) = /oo s-f(s)ds, ha /OO Is| - f(s)ds < oo.

— 00 — 00




Varhat6 érték és szoras

Definicié (Varhato érték, abszolat folytonos eset)

Legyen X abszolat folytonos valdészindségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvénye f.
Ekkor X varhato értéke:

E(X) = /OO s-f(s)ds, ha /OO Is| - f(s)ds < oo.

— 00 — 00

Definici6 (Szérasnégyzet és széras)
Tegyiik fel, hogy az X valosziniiségi valtozé abszolut folytonos, és siiriiségfiiggvénye
f. Ekkor X szorasnégyzete:

D*(X) = E[(X — E(X))*],

szorasa pedig (ha E(X?) létezik)




Szérasnégyzet és szoras

Definici6 (Szérasnégyzet és széras)

Tegyiik fel, hogy az X valosziniiségi valtozé abszolut folytonos, és siiriiségfiiggvénye
f. Ekkor X szorasnégyzete:

D*(X) =E[(X — E(X))*],

D(X) = \/E[(X — E(X))?].

ha ezek a vérhaté értékek léteznek.

szorasa pedig

Allitas (A szérasnégyzet kiszamitasa)
A szérasnégyzetet a kovetkezéképpen szamithatjuk ki abszolut folytonos X valo-
sziniiségi valtozo esetén:

D?*(X) = E(X?) — []E(X)]2 = /oo s*f(s)ds — [/oo 5- f(s)dsr7

—0o0 —00

ahol f az X siiriiségfiiggvénye.




Egvenletes eloszlas
Definicié (Egyenletes eloszlas)

Legyenek a < b valés szamok. Azt mondjuk, hogy az X valészindségi valtozé

egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon, ha siriségfiiggvénye

1 .
f(s) = { B2’ ha a<s<b;
0, kiilénben.

Egyenletes eloszlés

0
s
S

r T T
100 105 10

T 1
115 120

entékek

U(10,12) siirdségfiiggvény és 500 elemii minta hisztogramja.

=} F




Egyenletes eloszlas
Allitas (Az egyenletes eloszlas tulajdonsagai)

Legyen az X valdsziniiségi valtozo egyenletes eloszldsa az [a, b] intervallumon. Ek-
kor a kovetkezok teljesiilnek.

(i) X eloszlasfiiggvénye:

(i) Haa<c<d<b, akkor

P(C<X<d)—/cdf(s)ds—/cd

(iii) Az X valosziniiségi véltozé varhato értéke és szorasa:

b—a b—a

E(X) = a;b; D(X) = b\/_ﬁa.




Példa: egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futdr 10 és 12 6ra kozott érkezik. Feltessziik, hogy
érkezésének id6pontja egyenletes eloszlasa a [10, 12] intervallumon. Ekkor az el6z6
allitas alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valésziniisége, hogy 10 és 11 éra kozott érkezik: (11—10)/(12—10) =
1/2.

@ Annak valésziniisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik, 1/8 = 0, 125.

@ Erkezési idspontjanak varhaté értéke: (10 + 12)/2 = 11 éra.

o Erkezési idspontjanak szérasa: (12 — 10)/4/12 = 1//3 = 0,5774.



Az egyenletes eloszlas varhato értéke

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

L haa<s<b;
f — b—a’ - ="
() {O, kiilonben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhat6 értéke

o b 21b
1 1
E(X) = s-f(s)ds= [ s ——ds=_— s =
oo R b—a b—al2]_,

1 2 —a%2 a+b

b—a 2 2

hiszen az x fiiggvény primitiv fiiggvénye § és b2 — a°> = (b—a)(b+ a).



Az egyenletes eloszlas szérasa

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 -
f(s) = { Ba ha a<s<b;
0, kiilonben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhaté értéke

oo b 1 1 53 b
2y _ 2, — 2.~ ds= —
E(X)_/Oos f(s)ds /a s b—ads b—a[ ]

— 3 s=a

1 b3—a3_32—i—ab—|—b2
T b—a 3 3 ’

hiszen az x? fiiggvény primitiv fiiggvénye % és b3 — 3% = (b—a)(a® + ab+ b?)



Az egyenletes eloszlas szérasa

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 -
f(s) = { Ba ha a<s<b;
0, kiilonben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhaté értéke

> b 1 1 [s%7°
2y _ 2 _ 2 L s”
E(X )_[ms f(s)ds /a s b—ads b—a[3]

s=a
1 b3—a3_32—i—ab—|—b2
T b—a 3 3 ’

hiszen az x? fiiggvény primitiv fiiggvénye % és b3 — 3% = (b—a)(a® + ab+ b?)

3 2
_a®+ab+b* P +2ab+ b 2 —2ab+ b (b—a)
B - B 12 T2

DQ(X):E(XQ)_E(X)2 _ a‘+ab+b . (a—i—b)

3 4



