Val6szinlségi valtozé (2. el6adas)

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valosziniségi valtozo, ha tetszbleges a < b valds

szamokra
{we:a< X(w) <b} e A




Val6szinlségi valtozé (2. el6adas)

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valosziniségi valtozo, ha tetszbleges a < b valds

szamokra
{we:a< X(w)<b}e A

Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a fiak szdma. Ekkor
Q = {FFF,FFL,FLF,FLL,LFF,LFL,LLF, LLL};
X(LLL)=0;  X(LLF) = X(LFL) = X(FLL) = 1;
X(FFL) = X(FLF) = X(LFF) =2; X(FFF) = 3.

Ekkor P(X = 0) = 1/8,P(X = 1) = 3/8,P(X = 2) = 3/8,P(X = 3) =
1/8.



Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasa

Az el6z6 példaban: haromszor gyerek sziiletik, X a
fiak szama, mind a 23 = 8 lehet&ség egyforman valészinii.

Ekkor X lehetséges értékei: 0,1,2, 3.
P(X =0)=1/8; P(X=1)=3/8 P(X=2)=3/8; P(X=3)=1/8.
Mindezek alapjan X eloszlasa az alabbi (x;, p;) sorozat:

(0,1/8), (1,3/8), (2,3/8), (3,1/8).

Egyszer dobunk szabalyos dobékockaval,
jeldlje Y a dobott szamot. Ekkor Y eloszlasa az alabbi (x;, p;) sorozat:

(1,1/6), (2,1/6), (3,1/6), (4,1/6), (5,1/6), (6,1/6).



Példa: a gyerekek szamanak eloszlasa

0 1 2 3

Lehetséges értékek

Valészintiségek
000 005 040 0.45 020 025 030 035

A fink szamanak lehetséges értékei a harom gyerek koziil és a hozzajuk tar-
tozé valdsziniiségek:

(0,1/8);  (1,3/8);  (2,3/8);  (3,1/8).
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Diszkrét valdszinlségi valtozé varhaté értéke
Definicié (Varhato érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valdsziniségi valtozé, melynek eloszlasa
(x1,p1), (x2, p2),.... Ekkor X varhaté értéke:

o (e}
E(X) = Zx,-p,-, ha E(X) = Z |xi|pi < o0.
i=1 i=1




Diszkrét valdszinlségi valtozé varhaté értéke
Definicié (Varhato érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valdsziniségi valtozé, melynek eloszlasa
(x1,p1), (x2, p2),.... Ekkor X varhaté értéke:

E(X) = ZXiPi, ha E(X) = Z |xi|pi < oc.
i=1 i=1

Legyen X a fitk szama a harom gyerek koziil. Ekkor

1 1 12
E(X):0.7+1.§+2.§+3., 7:3

- =1,5.
8 8 8 8 8 2 =

Legyen Y egy szabalyos dobdkockaval
dobott szam. Ekkor

7
=—-=3,b.
2 )

1 1 1 1 1 1 21
E(Y)=1-2+42 - 243-2+44.245.-46.- ="
(¥) 6 6 e Ve 6




A varhato érték tulajdonsagai
o (Gsszeg varhat6 értéke) Ha X, Y val6sziniiségi valtozdk, és X, Y, X+Y
varhaté értéke létezik, akkor
E(X 4+ Y) =E(X) + E(Y).

o (konstans kiemelése) Ha az X valdsziniliségi valtozé varhaté értéke lé-
tezik, és c¢ tetsz6leges valds szam, akkor

E(c - X) = c-E(X).

o (fiiggvény varhaté értéke) Ha g : R — R olyan fiiggvény, hogy E(X)
létezik, akkor

E(g(X)) =Y g(i)P(X = x),
i=1

ahol az X lehetséges értékei xq, xo, . . ..



Valészinlségi valtozd szérasa

Lehetséges motivacié: nem mindegy, hogy a buszok iitemesen (szabalyosan)
tiz percenként érkeznek, vagy a kdvetési id6 varhaté értéke tiz perc, de hol
ot, hol tizendt percenként jonnek; egy mérGeszkdztsl a mérési hiba, vagyis a
mérés bizonytalansaga is fontos, példaul nem mindegy, hogy adott pontossag
eléréséhez hany mérést kell atlagolni.

Definicié (Széras)
Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo, melyre E(X?) létezik. Ekkor X
szorasnégyzete (variancidja):

D2(X) = ]E((X . IEX)2> = E(X?) — [E(X)]*.

Ebben az esetben X szbrasa (standard deviation):

D(X) = \/<(X EX)®) = VEX®) - [E())




Diszkrét valdszinliségi valtozé szérasa

Allitas
Legyen X olyan diszkrét valészindiségi valtozo, melyre B(X?) létezik. Ekkor

D?(X) = E(X?) — [E(X)]>.

Allitas (A széras kiszamitasa egész értékek esetén)

Legyen X olyan diszkrét valdsziniiségi véltozé, melyre E(X?) létezik, és mely-
nek lehetséges értékei nemnegativ egészek. Ekkor

D?(X) = i KP(X = k)—E(X)? = i K2P(X [Z KP(X r.
k=0 k=0

4



Diszkrét valdszinliségi valtozé szérasa

Legyen tovabbra is X a fitk szdma harom gyerek koziil:

P(X =0)=1/8; P(X=1)=3/8; P(X=2)=3/8 P(X=3)=1/8.

Diszkrét esetben igy szamolhatunk:

3

1 3 3 1 24
IEX2:§:I<2}P’X:/<:O-7 1-244.249.-="=3,
(X%) prs ( ) st et et 5T B

Ebbél és a korabbi szamolasbdl
3
D*(X) = E(X?) — [E(X)]? =3—1,5? =3-2,25 = 0,75 = e

Végiil pedig a fitk szamanak szérasa:



A kockadobés szérasa

Legyen X egy szabalyos dobékockaval dobott szam. Ekkor

1 1 1 1 1 1 91
B(X?)==.1242.22 42,3242 .42 2 .52 1 2.2 22
()6 +6 +63+6 +65+66 5

Maésrészt
1 1 1 1 1 1 7
E(X)=Z.1+Z.24 2. Z 44 = Z.6=—.
(X) 5 +6 +63+6 +65+66 5
Ebbsl

D*(X) =E(X?) — E(X)* = % — (;) =2,92.

A kockadobas szérasa: D(X) = /2,92 =1,71.

Altalaban n oldali dobékocka esetén: D(X) = %



A szérés tulajdonséagai

o (nemnegativitds) D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil
o (szorzas és eltolas) ha a, b val6s szamok, X véges szérasi valdszin(iségi
valtozo, akkor

D?(aX 4+ b) = a°D?*(X) = D(aX + b) = |a|D(X).



A szérés tulajdonséagai

o (nemnegativitds) D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil
o (szorzas és eltolas) ha a, b val6s szamok, X véges szérasi valdszin(iségi
valtozo, akkor

D?(aX 4+ b) = a°D?*(X) = D(aX + b) = |a|D(X).

@ van olyan valésziniiségi valtozé, melynek varhaté értéke véges, de a
szérasa nem létezik (példaul: P(X = k) = c/k3 megfelels c-vel)



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
b1 52 53 54 55 56

66

: az els§ dobas hatos; B: a masodik dobas hatos; A N B: mindkét dobas
hatos



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
b1 52 53 54 55 56

66

: az els§ dobas hatos; B: a masodik dobas hatos; A N B: mindkét dobas

hatos )
3% = P(ANB)=P(A)-P(B) =

| =
|

Az A és B események fiiggetlenek.



Fliggetlenség: példa
Két szabalyos dobdkockaval dobunk.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45

51 52 53 54 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; C: az dsszeg 10; ANC: az els6 dobas hatos, a
masodik négyes



Fliggetlenség: példa
Két szabalyos dobdkockaval dobunk.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45

51 52 53 54 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; C: az dsszeg 10; ANC: az els6 dobas hatos, a
masodik négyes

& =FANO #B(A) B = ¢

Az A és C események nem fiiggetlenek.



Fliggetlenség: példa
Két szabalyos dobdkockaval dobunk.

11 12 13 14 15

21 22 23 24 26
31 32 33 35 36
41 42 44 45 46
51 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; D: az 3sszeg 7; AN D: az elsé dobas hatos, a
masodik egyes



Fliggetlenség: példa
Két szabalyos dobdkockaval dobunk.

11 12 13 14 15

21 22 23 24 26
31 32 33 35 36
41 42 44 45 46
51 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; D: az 3sszeg 7; AN D: az elsé dobas hatos, a
masodik egyes

2 = B(AN D) =P(A) -P(D) =

| =
| =

Az A és D események fiiggetlenek.



Fliggetlenség: példa

Egy 72000 f8s varosban harmincezer embernek van autéja, huszondtezernek
lakasa, tizenkétezernek mindkettd. Igaz-e, hogy az, hogy egy véletlenszeriien
valasztott lakos rendelkezik autéval, illetve lakassal, fiiggetlen egymastol?

ﬁzooo 6 \

30000 auté




Fliggetlenség: példa

Egy 72000 f8s varosban harmincezer embernek van autéja, huszondtezernek
lakasa, tizenkétezernek mindkettd. Igaz-e, hogy az, hogy egy véletlenszeriien
valasztott lakos rendelkezik autéval, illetve lakassal, fiiggetlen egymastol?

ﬁzooo 6 \

30000 auté

\_ J

30000 25000
16,7% = —— =P(ANL) #P(A) - P(L) = ——= - ——— = 14,5%.
1% 72000 ( ) 7 B(A)-B(L) 72000 72000 5%




Fliggetlenség: példa

Egy 72000 f8s varosban harmincezer embernek van autéja, huszonotezernek
lakasa, tizenkétezernek mindkettd. Igaz-e, hogy az, hogy egy véletlenszeriien
valasztott lakos rendelkezik autéval, illetve lakassal, fiiggetlen egymastol?

ﬁzooo 6 \

\_ J

16,7% =P(ANL) # P(A)-P(L) = 14,5% = nem fiiggetlen a két esemény.




Események fliggetlensége

Definicié
Az A, B € A események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A) - P(B).




Események fliggetlensége

Definicié
Az A, B € A események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A) - P(B).

Hiazunk egy lapot egy magyarkartya-csomagbdl , mindet azonos
valészintiséggel (32 lap, 8 piros, 4 4sz). A: piros, B: asz.

P(A) = B(B) = = IP(AQB):?)%.

Tehat A és B fiiggetlenek.



Fliggetlenség

Definicié (Fliggetlenség)

Az A1, A, ..., A,y € A véges sok esemény fiiggetlen, ha minden1 < k < n-
reésl <ip <ih<...<ig<n indexsorozatra

P(A; NA, N...NA;,) =P(A,)P(A,) ... P(A;,).

Az A1, Ay, ... € A végtelen sok esemény fiiggetlen, ha tetszélegesen kiva-
lasztva véges sokat kéziiliik fiiggetlen eseményeket kapunk.

V.



Fliggetlenség
Definici6 (Fliggetlenség)

Az A1, A, ..., A,y € A véges sok esemény fiiggetlen, ha minden1 < k < n-
reésl <ip <ih<...<ig<n indexsorozatra

P(A; NA, N...NA;,) =P(A,)P(A,) ... P(A;,).

Az A1, Ay, ... € A végtelen sok esemény fiiggetlen, ha tetszélegesen kiva-
lasztva véges sokat kéziiliik fiiggetlen eseményeket kapunk.

Definicié (Paronkénti fiiggetlenség)

Az A1, Ay, . .. € A események paronként fiiggetlenek, ha minden1 < i < j
esetén A; és A; fiiggetlenek, azaz

IP)(A,' N Aj) = P(A,‘)P(Aj).

Ha az Aj, Ag, ... események fliggetlenek, akkor paronként is fiiggetlenek, de
forditva nem lehet kovetkeztetni.



Fliggetlenség

Fiiggetlen események:

@ egymas utani kockadobasok;
@ holnap New Yorkban, illetve Budapesten esik az esg;

@ egy szerver valaszideje két véletleniil valasztott idépontban legfeljebb
10 ms

Nem fiiggetlen események:

o két kockadobas dsszege, illetve szorzata;
@ holnap Budadrsén, illetve Budapesten esik az esg;

@ egy szerverre kdzvetleniil egymas utan kiildott emailek megérkeznek-e



Binomialis eloszlas

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
e mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.



Binomialis eloszlas

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
e mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.

Definicié
Az X valésziniiségi valtozé binomialis eloszlasi n renddel és p paraméterrel,
ha lehetséges értékei:

0,1,2,....n,

és minden 0 < k < n egészre

(n>1egész, 0 < p < 1.) Jeldlés: Bin(n, p).




Példa: binomialis eloszlas

Bin(n=20, p=0,75)

Valészinlségek
0.10
|

§ .:.EIDD N | D.:.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Lehetséges értékek

Binomialis eloszlas, n = 20, p = 0,75: hisz fiiggetlen kisérlet, mindegyik
75% valésziniiséggel sikeriil, a sikeresek szamanak eloszlasa.



Példa: binomialis eloszlas

@ Egy 8 hosszii véletlen bitsorozatban az egyesek szama binomialis eloszla-
st n = 8 renddel és p = 1/2 paraméterrel (fiiggetlenséget feltételezve).

8 8\ 1
P(pontosan k egyes van) = P(X = k) = (k> 0,5K0,58 K = (k) %

Példaul
8\ . . 56
P(pontosan 3 egyes van) = P(X = 3) = 3 0,5°0,5° = 256 = 0,219.

o Visszatevéses mintavételnél a hizott fekete golydk szama (N golyd,
ebb6l M fekete, n-szer hiazunk visszatevéssel) binomialis eloszlast n

renddel és p = M/N paraméterrel:

k _ n—k
P(pontosan k fekete) = (Z) M (Nan\/l) :



A binomialis eloszlas tulajdonsagai

Allitas

Legyen X binomialis eloszlasi valésziniiségi valtozé n renddel és p paramé-
terrel.

(a) Az X ~ Bin(n, p) binomislis eloszlisi valésziniiségi valtozé varhato ér-
téke:

E(X) = np.

(b) Az X ~ Bin(n, p) binomilis eloszlasii valészindségi valtozé szérasa:

D(X) = +/np(1 — p).

X ~ Bin(8,1/2) az egyesek szama. Ekkor

E(X)=8-1/2=4; D(X)=+/8-1/2-1/2=+/2=1,414.



Binomialis eloszlas

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
e mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;
@ X a sikeres kisérletek szama.



Binomialis eloszlas

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
e mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.

Peldaul:

@ Visszatevéses mintavétel

o Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg, egy adott kérdésre
mindenki a tobbiektdl flggetlenil p = 0,8 valészintiséggel valaszol. A
valaszok szdma binomialis eloszlasi, varhaté értéke np = 1200, szérasa
/np(1 — p) =+/1500-0,8-0,2 = 15, 49.

e Egy szerverre egy hénap alatt n = 60000 emailt kiildenek, mindegyik a
tobbitsl figgetlenil p = 0,0001 veszik el. Az elveszett emailek szdma
binomialis eloszlasi, varhaté értéke np = 6, szérasa 0,77.

o Tegyiik fel, hogy a nyar n = 92 napjanak mindegyikén a tobbitél fig-
getlendil p = 0,02 valésziniiséggel lesz jéges6 egy adott helyen. A nyari
Jégesbk szama binomialis eloszlasa.



Poisson-eloszlas

Definicié
Legyen A > 0. Azt mondjuk, hogy az X valdsziniiségi valtozé A\ paraméterii
Poisson-eloszlasi, ha lehetséges értékei k = 0,1,2, ..., a hozzajuk tartozé

valésziniiségek pedig:

PN
P(X = k) = Sre (k=0,1,...).

Allitas (A Poisson-eloszlas tulajdonsagai)

Legyen X Poisson-eloszlasi valészindségi valtozé A paraméterrel. Ekkor X
varhato értéke, szérdsa és szorasnégyzete:

E(X)=X  DX)=VvX  D*X)=A\




Példa: Poisson-eloszlas

o
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Lehetseges értékek

abra: Poisson-eloszlds, A = 3,61, k = 12-ig.



A Poisson-eloszlas és a binomialis eloszlas kapcsolata

A Poisson-eloszlast altalaban akkor hasznaljak, ha sok fliggetlen, kis valé-
szinliséggel bekdvetkezd eseménynél a bekdvetkezd események szamat kell
tekinteni. Példaul:

@ a sajtéhibak szama egy kdnyvben;
@ egy biztosité 15000 iligyfele altal Gsszesen okozott balesetek szama;

@ nagyobb tiizesetek szdma egy adott idészakban.

Legyen A > 0 pozitiv szdm, és p, = A\/n minden n = 1,2,... egészre. Le-
gyen X Poisson-eloszlasi val6szintiségi valtozé A paraméterrel, Y, eloszlasa
pedig Bin(n, p,). Ekkor tetszéleges k = 0,1,2, ... esetén

lim (Y, = k) = P(X = k),

azaz

lim (") pk(1 P S
im { pa(1— pn) =4e (k=0,1,2,...).

n—o0



Poisson-eloszlas

0.3

Relativ gyakorisagok
02

0.0

Golok szaméanak hisztogramja

megfigyelések

Poisson(1,375)
Poisson(1)
Poisson(2)

Medfigyelt értékek

A gélok szamanak hisztogramja n = 95 mérkdzésen, és kiilonb6zé paramé-

terii Poisson-eloszlasok

N



A Poisson-eloszlas és binomalis eloszlas kapcsolata

Binomialis és Poisson-eloszlas

. = binomidlis
e Poisson
)
=
=
&
o
K
3
E o
8 o |
5
@
=
0
8
=1
g
=1
0 1 2 3 4 5 6 7

Lehetséges értékek

A binomialis eloszlas n = 92 renddel és p = 0,0392 paraméterrel, illetve a
Poisson-eloszlas A = np = 3,61 paraméterrel



Geometriai eloszlas

o fiiggetlen kisérleteket végziink;
e mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;

e Y: hanyadik kisérlet az elsé sikeres.



Geometriai eloszlas

o fiiggetlen kisérleteket végziink;
e mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;
e Y: hanyadik kisérlet az elsé sikeres.

Definicié
Az Y valésziniiségi valtozé geometriai eloszlas p paraméterrel, ha lehet-
séges értékei:

1,2,3...

és minden 1 < k egészre

B(Y = k) = (1 p)*"p.

(0 < p<1.) Jelolés: Geo(p). Masik elnevezés: Pascal-eloszlas.




A geometriai eloszlas tulajdonsagai

egy szabalyos dobdkockaval dobunk sokszor egymas utan. Jeldlje Y,
hogy hanyadik dobasnal kapjuk az elsé hatost. Ekkor Y geometriai eloszlast
p = 1/6 paraméterrel. Y lehetséges értékei k =1,2,..., és

P(Y = k) = <2>Hé.



A geometriai eloszlas tulajdonsagai

egy szabalyos dobdkockaval dobunk sokszor egymas utan. Jeldlje Y,
hogy hanyadik dobasnal kapjuk az elsé hatost. Ekkor Y geometriai eloszlast
p = 1/6 paraméterrel. Y lehetséges értékei k =1,2,..., és

P(Y = k) = <2>Hé.

Allitas
Legyen Y geometriai eloszldsi valdsziniségi valtozé p paraméterrel. Ekkor




A geometriai eloszlas tulajdonsagai

egy szabalyos dobdkockaval dobunk sokszor egymas utan. Jeldlje Y,
hogy hanyadik dobasnal kapjuk az elsé hatost. Ekkor Y geometriai eloszlast
p = 1/6 paraméterrel. Y lehetséges értékei k =1,2,..., és

P(Y = k) = <2>Hé.

Allitas
Legyen Y geometriai eloszldsi valdsziniségi valtozé p paraméterrel. Ekkor

A példaban szerepls Y varhaté6 értéke és szérasa:

_ |56

= = =5,477.
1/36 V30=5,

E(Y)=6; D(Y)



Példa: geometriai eloszlas

Elso hatos
)
Zq
T o
om == 1
@ o
@
3
£
©
T
) I
8
=)
g
=)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lehetséges értékek

Az els6 hatos eloszlasa: geometriai eloszlas, p =1/6, k = 10-ig.

[m] = =

N



Hipergeometrikus eloszlas
Definici6

Legyenek N, M, n pozitiv egészek igy, hogy 1 < n < M < N. Az X
valésziniségi valtozo hipergeometrikus eloszlasi, ha

P(X:k):w

(n)

(k=0,1,...,n).




Hipergeometrikus eloszlas
Definici6

Legyenek N, M, n pozitiv egészek igy, hogy 1 < n < M < N. Az X
valésziniségi valtozo hipergeometrikus eloszlasi, ha

(n)

(k=0,1,...,n).

visszatevés nélkiili mintavételnél a hizott fekete golydk szama.

Lottésorsolasnal a talalatok szama (X) hipergeometrikus eloszlasi N = 90,
M =5, n =5 paraméterekkel:

P(sz)zw

(5)

k=0,1,2,3,4,5.




A hipergeometrikus eloszlas tulajdonsagai

Allitas

Legyen az X valdszindségi valtozé hipergeometrikus eloszlasi N, M és n
paraméterekkel.

(a) Az X valésziniiségi valtozo vérhaté értéke:

E(X)=n- N

(b) Az X valdsziniségi valtozo szdrasa:

000 = o (1~ ) =,

Az 6toslottdn a taldlatok szamanak varhatd értéke és szdrasa:

25

90

E(X) —=0,2778;  D(X) = 0,5006.




Példa: a hipergeometrikus eloszlas

Hipergeometrikus eloszlas

0 1 2 3 4 5 6

Lehetséges értékek

Valdszinlségek
1 | | | | 1

000 005 010 015 020 025 030 03235

7

Hipergeometrikus eloszlas, N =20, M =9, n=7.




