Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ki,. .., kn H oY =k) (K, ..., ko) € H).

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta abszolit folytonos, és Y; siiriiségfiiggvénye (a

Py valoszmuseg mellett) f; y, akkor a minta likelihood- fuggvenye

Loo(te, . ta) =[] fio(t)  (tr,....tn €R).




Likelihoodfliggvény
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n = 94 elem(i minta testmagassag-adatok alapjan, normilis eloszlast feltételezve.

Az atlag: X = 174, 8, a tapasztalati szoras s, = 10, 5.



Log-likelihoodfiiggvény
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n = 94 elem(i minta testmagassag-adatok alapjan, normilis eloszlast feltételezve.
Az atlag: X = 174, 8, a tapasztalati szoras s, = 10, 5.



ML-becslés: normalis eloszlas

X1, ..., X, fuggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel. Ek-
kor

Ln,m,o(XL . ;Xn) = H 6,19()(/) = H [;ﬂ_g exp <_ w>] ’



ML-becslés: normalis eloszlas

Xi, ..., X, fuggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel.

kor

Ln,m,o(X1,~--;Xn) = Hﬂﬂ(XJ) = H [1 exp <_ w>]




ML-becslés: normalis eloszlas

X1, ..., X, fuggetlenek, eloszlasuk normalis eloszlas m, o > 0 paraméterekkel. Ek-
kor

Ln,m,U(X1,~--;Xn) = HfJﬂ(XJ) = H [1 exp (_ (ij_o.zm))]

1 \" "L (X — m)?
Ln,m,g(xl,...,xn):( 2m) exp(— (1202)>

X —
log Ly mo(X1,...,X5) = —nlog(v2m) — nlogo — Z M

Régzitett o mellett ez akkor maximalis, ha Y27 | (Xj—m)* = 377 | X?=23"7 | Xjm+-

nm? minimalis = m = X.



ML-becslés: normalis eloszlas

(X — X)?
log Lo (X, ..., X,) = —nlog(V27) — nlog o — Z Q
j=1

A o szerinti parcialis derivalt:

9 " oy
% |0g Ln,o'(X]_,...7Xn) = — — + g.

Ez pontosan akkor pozitiv, ha 0 < 2 Y77 | (X; — X)? = s3.

Tehat az ML-becslés:

m=X;

Tehat normalis eloszlasnal az m paraméter becslése a mintaatlag, a szérasé a tapasz-
talati széras. Ebben a specialis esetben a momentum médszer és az ML-médszer
ugyanazt adja eredményiil.



ML-becslés: egyenletes eloszlas

Ebben az esetben az ML-becslés nem szamithaté ki az ML-egyenlet gyokeként,
vagyis nem kaphaté meg derivalassal.

X1, ..., X, flggetlenek, eloszlasuk egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon. Ekkor

n

‘ 1
Lnab(X1, .. Xn) :1_1:[1&,19(&-) :Eﬂ(a <X <b) g

Loab(Xi, ... Xn) = (bi a) I(a < min X; és maxX; < b).



ML-becslés: egyenletes eloszlas

Ebben az esetben az ML-becslés nem szamithaté ki az ML-egyenlet gyokeként,
vagyis nem kaphaté meg derivalassal.

X1, ..., X, flggetlenek, eloszlasuk egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon. Ekkor

n

. 1
Ln,ab(X1,. ., Xn) :J];[lf;ﬁ(xj) :Eﬂ(a < Xj<b)- b—a

]_ n
Loab(Xi, ... Xn) = (E) I(a < min X; és maxX; < b).

Az els6 tényez6 legyen minél nagyobb (vagyis b — a minél kisebb) agy, hogy a
masodik tényez6 nem nulla. Ebb4l:

a=minXj; b = max X;.
J J



Maximum-likelihood becslések

@ binomiilis eloszlas ismert k renddel: p = X/k

~

@ Poisson-eloszlas: A = X
@ geometriai eloszlas: p=1/X
@ normdlis eloszlas: m = X,6 = s,

~

@ exponenciélis eloszlas: A\ = 1/X

o>
I

@ egyenletes eloszlas: 4 = min; X; max; X;



Az ML-becslés tulajdonsagai

@ Nem minden statisztikai mezén létezik ML-becslés.

@ Az ML-becslés nem feltétleniil egyértelmdi.

@ Az ML-becslés nem feltétleniil torzitatlan.

o A (V) fiiggvéeny ML-becslése (1), ahol J ML-becslés ¥-ra.

@ Az alabbi egyenlet a maximumlikelihood-egyenlet:

0

39 log Ly 9(X1,...,X,) =0.

Megfelels feltételek mellett az ML-becslés a maximumlikelihood-egyenlet meg-
oldasa (ha az ML-becslés nem szamithat6 ki, de az egyenlet megoldhato,
gyakran az egyenlet megoldasaval helyettesitik az ML-becslést).



A maximum-likelihood becslés tulajdonsagai

Ha likelihoodfiiggvény teljesit bizonyos regularitasi feltételeket, akkor a ¥ paramé-
ternek az X1, Xo, ..., X, mintabdl szamolt ¥, maximumlikelihood-becslése

o létezik;

@ aszimptotikusan torzitatlan: lim,_o Ey(9,) = ¢ minden ¢ € ©-ra;,
@ aszimptotikusan hatasos: lim,_, .. \/nI1(19)D19(1§,,) = 1 minden ¥ € ©-ra;

@ aszimptotikusan normalis eloszlast: /nh (9)(0, — 1) eloszlasban tart a stan-
dard normaélis eloszlashoz minden ¥ € ©-ra n — oo esetén.



Momentumok

Definicié

Az X valésziniiségi valtozé k. momentuma:
E(X¥)  (k>1),

ha ez a varhaté érték létezik.

Ha az X val6sziniiségi valtozé diszkrét, és lehetséges értékei: xi, x», . . ., akkor
o0
k k
E(X*) =" xfP(X = X;).
j=1
Ha az X val6sziniiségi valtozé abszolat folytonos és siiriiségfiiggvénye f, akkor

E(X¥) = /Oo xKf(x)dx.

— 00



Momentummdadszer

Legyen Xi,..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi minta.

@ Az eloszlas k. momentuma, ha ¥ az ismeretlen paraméter: iy = Ey(X]).

Q Legyen fix = %Z};l Xjk az eloszlas k. tapasztalati momentuma.

© Irjuk fel az alabbi egyenleteket a legkisebb olyan k-ig, amire az egyenletrend-
szer egyértelmiien meghatarozza ¥-t (bar nincs mindig ilyen k):

1 n
Ey(X) = > X
=t

1 n
Eo(X}) = - X2
j=1

1 n
By (X)) = n ZXJk
=1

Q@ A ¥ momentummodszerrel kapott becslése az a 9, ami megoldasa a fenti

egyenletrendszernek. Nem mindig létezik, nem mindig egyértelmii, nem
feltétlenil hatasos.



Momentummddszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

Xi,..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasiiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet:

Ex(X) = X.

Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke A:

A=X.



Momentummddszer: Poisson— és exponencialis eloszlas

Xi,..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasiiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A k =
1-hez tartozé egyenlet: -
Ex(Xy) = X.
Mivel a A paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke A:
A=X.
Xi, ..., X, figgetlen exponencialis eloszlasiak ismeretlen A\ > 0 paraméterrel. A

k = 1-hez tartozé egyenlet:
11 -
Ex(X1) = N EZXJ =X.
j=1
Ez egyértelmiien oldhaté meg \-ra:

- L
X



Momentummaddszer: normalis eloszlas

Xi,..., X, fiiggetlen N(m, 0?) eloszlast minta (azaz normalis eloszlast m varhaté
értékkel és o szorassal).

A k = 1-hez és k = 2-hoz tartozd egyenletek:
Emo(X1)=m= X:

1 n
Em,U(XIQ) =0’ + m? = E ZXJQ
j=1

. . ~ 2 . -
A masodikba beirva az els6t: 0® = =37 | X? — X" = s} (a tapasztalati széras-
négyzet). Tehat az els6 két egyenlet egylitt egyértelmiien oldhaté meg, a momen-
tummodszerrel kapott becslés:

m=X;
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Az egyenletes eloszlas varhato értéke és szérasa

Az egyenletes eloszlés siirtiségfiiggvénye: f(x) = 31, haa < x < b, és 0 kiilénben.
A varhat6 értéke:
%) b 2 b
X X
%) /_OOX (x)ebx / b—a [%b—a)]H
b>—a*> a+b
2(b—a) 2




Az egyenletes eloszlas varhato értéke és szérasa

Az egyenletes eloszlés siirtiségfiiggvénye: f(x) = 1=, haa < x < b, és 0 kiildnben
A varhat6 értéke:

E(X):/_O;x-f(x)dx:/abbiadx: L(bxia)]b

X=a
-2  a+b
C2(b—a) 2

A négyzetének a varhaté értéke:

oS b 2 37b
o 2 X 1 X
E(X)—[mx f(x)dx—/a b—adx_b—a{ }
b —-ad  atab+ b
~3(b—a) 3 '




Az egyenletes eloszlas varhato értéke és szérasa

Az egyenletes eloszlés siirtiségfiiggvénye: f(x) = 31, haa < x < b, és 0 kiilénben.

A varhat6 értéke:

a+b
E(X) = .
(x)=23
A négyzetének a varhaté értéke:
2 2
E(x?) = 2 taot o +"”3b+b .

A szérasnégyzete:

D2(X) = E(X?) — E(X)? — & +ab+b* a4 2ab+ b’
3 4
a*> —2ab+ b>  (b— a)?
12 N 12




Momentummddszer: egyenletes eloszlas

Legyen Xi,..., X, fliggetlen minta az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasbdl

Ennek varhaté értéke (a + b)/2, szérasa (b — a)/v/12. Ezek alapjan a k = 1-hez
és k = 2-hoz tartozé egyenlet:

: ) . (b—a)? -2 4
A masodikba beirva az elsgt: (2x2 — Y XP = X" =57, amibs|

§:Y—\/§sn; B:Y—i—\/gs,,.

Hatranya: el6fordulhat, hogy ezek nem is lehetséges értékek: ha 4 nagyobb a

legkisebb megfigyelésnél, vagy b kisebb a legnagyobb megfigyelésnél.



Tobbvaltozés linearis regresszié (multiple linear regression)

Az Y valtozot fejezziik ki az X, ..., X, valosziniiségi valtozok linearis fliggvénye-
ként, de az egyiitthatdkat ismeretlennek tekintjiik (X , = b lehet a konstans tag):

Y = 31X,-71 + 32X,'72 + ...+ apX,-7p +&i,
ahol ¢; fiiggetlen N(0,0?) normalis eloszlast valésziniiségi valtozok.

Xi1 az év, X;o a CFC-12 kibocsatas, Y a koncentracié. Ekkor a linearis
modell:

Yi=a1Xi1+ ax X2 + ¢

Vektoros formaban: Y = X5 +¢, ahol X az X; ; megfigyelésekbdl készitett matrix,
és B = (a1, a2,...,a,) az egyiitthatok oszlopvektora.



Tobbvaltozés linearis regresszié (multiple linear regression)
Az Y valtozot fejezziik ki az X, ..., X, valosziniiségi valtozok linearis fliggvénye-
ként, de az egyiitthatdkat ismeretlennek tekintjiik (X , = b lehet a konstans tag):

Yi=a X1+ axXio+ ...+ aXip+ei,

ahol ¢; fiiggetlen N(0,0?) normalis eloszlast valésziniiségi valtozok.

Xi1 az év, X;o a CFC-12 kibocsatas, Y a koncentracié. Ekkor a linearis
modell:
Yi=a1Xi1+ ax X2 + ¢

Vektoros formaban: Y = X5 +¢, ahol X az X; ; megfigyelésekbdl készitett matrix,
és B = (a1, a2,...,a,) az egyiitthatok oszlopvektora.

Ezutan az ay, .. ., a,, egyiitthatdk becslése (torzitatlan, és ugyanaz a legkisebb négy-
zetek modszerével és maximumlikelihood-médszerrel):

B=(XTX)"*XTy

Ekkor is megfelels probastatisztikaval t-prébaval tesztelheték az a; = 0 hipotézisek,
vagyis ellenérizhet8, hogy az Y mely mennyiségektél fiigg szignifikansan.



Hipotézisvizsgalat a linedris modellben

Tobbvaltozés linearis modell:
Yi=a1 X1 +aXo+...+aXip+ei, azaz Y = XF3 +¢.

Legyen H olyan r x p méretli matrix, aminek a rangja r (itt r < p). Ekkor a
nullhipotézis: Hy : HB = 0, és H, : HB # 0. (Példaul: ha H egy sora a j.
egységvektor, az a; = 0-t jelenti.)

A valésziniiséghanyados préba prébastatisztikaja:

(Y = XB*)T(Y = XB*) = (Y = XB)T(Y — X})

F= ~ .
(Y = XB)T (Y.~ XB)

ahol 8* a 3 becslése a Hj3 = 0 feltétel mellett a redukalt linaris modellben (példaul:
bizonyos X-ek egyiitthatdja 0, ezeket nem hasznalhatjuk).

Ha Hy igaz, akkor F-(n—p)/r eloszlasa F-eloszlas (r, n—p) szabadsagi fokkal. Ezért
Ho-t elutasitjuk, ha F értéke nagyobb ennek az F probanak a kritikus értékénél.



Szérasanalizis

Budapest Debrecen Szeged Szombathely

10,8 8,8 111 8,9
10,1 9,9 10,8 9,4
114 10,0 10,1 8,9
11,3 10,2 10,0 9,3
11,0 10,4 10,4 9,7
10,1 10,8 10,3
10,3
atlag (X) 10,8 10,1 10,5 9.2
szoras (s;) 0,57 0,63 0,42 0,34

Néhany évi kbzéphémérséklet (forrds: Orszagos Meteoroldgiai Szolgalat), kiilonbo-
28 évekbdl



Szérasanalizis

Budapest Debrecen Szeged Szombathely

10,8 8,8 111 8,9
10,1 9,9 10,8 9,4
114 10,0 10,1 8,9
11,3 10,2 10,0 9,3
11,0 10,4 10,4 9,7
10,1 10,8 10,3
10,3
atlag (X) 10,8 10,1 10,5 9.2
szoras (s;) 0,57 0,63 0,42 0,34

Néhany évi kbzéphémérséklet (forrds: Orszagos Meteoroldgiai Szolgalat), kiilonbo-
28 évekbdl

Igaz-e, hogy az egyes varosokban az évi kozéphSémérséklet varhaté értéke megegye-
zik, vagy szignifikans kiilonbség lathat6?



Szérasanalizis

Evi kozéphdmérséklet

115
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Budapest Debrecen Szeged Szombathely

A vérosok évi kdzéphémérséklet adatai kiilonbdzé évekbdl. Van-e szignifikans elté-
rés a varhaté értékek kdzott?



Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

Legyenek Xj; fiiggetlen normalis eloszlast valdszintségi valtozok, i = 1,...,k és
Jj=1,...,n;. Az Xj; valészinliségi valtozé varhaté értéke p;, szérasa o.

XUNN(MI'70-) UZ].,Z,...,H,‘).
Vagyis: k csoport van, és a k. csoportban p; a varhaté érték. Masképpen: egy

faktor kiilonb6z6 szintjein torténik mérés, az i. csoportban a faktor /. szintjének
hatasa p;.

H0:N1:M2:~~-:/Jk-
H1 M1 = U2 = ... = Uk Nem teljesijl.
Masképpen:

Hp: a faktornak nincs szignifikans hatasa

Hi: a faktornak szignifikans hatasa van.



Szérasanalizis (ANOVA)

Legyenek Xj; fliggetlen normalis eloszlast valdsziniségi valtozok, i = 1,...,k és
Jj=1,...,n;. Az Xj valészinliségi valtozé varhaté értéke u;, szérasa o.

XUNN(MHJ) 021727"'7ni)‘

Ho :py = p2 = ... = .

Hy @ pp = pa = ... = e nem teljesiil.

@ normalis eloszlasok varhaté értékére vonatkozé préba

@ a kétmintas parositatlan Student-féle t-préba altalanositasanak is tekint-
het6, most nem ketts, hanem tébb csoport van, a szérasok mindenhol meg-
egyeznek

@ a linearis regresszi6 specialis esete 3 = (1, pto, - - - , fk)-val, ahol a magyarazé
valtozdk értéke 0 vagy 1, mert ezt 5-val megszorozva kapjuk valamelyik p-t,
és ehhez adédik hozza a hiba.

@ a nullhipotézis HB = 0 alakd, ezért F-probat végezhetiink.



Szérasanalizis (analysis of variance, ANOVA)

Xjj valésziniiségi valtozék, i =1,...,k, j=1,...,n;. Vagyis k csoport van, és az
i.-ben n; darab megfigyelés van. Jeldlések:

Csoporton beliili atlagok: X;. = =+ "7, Xj.
Az Gsszes megfigyelés szdma: n=ny + ... + ng.
. . ) Eva 1 k n;
Teljes atlag: X =731 >0 Xj.
Csoportokon beliili szor6das (hiba): S, = S, S (X = Xi)?

Csoportok kozotti szérédas: S, = fo:l ni(X;. — ?)2

Teljes szorédas: S = S°F S (X — X)2 =S, +S,.



Szérasanalizis

Budapest Debrecen Szeged Szombathely — Gsszesen

10,8 8,8 11,1 8.9

10,1 9,9 10,8 94

11,4 10,0 10,1 8.9

11,3 10,2 10,0 9,3

11,0 10,4 10,4 9,7

10,1 10,8 10,3

10,3

atlag (X;.) 10,8 10,1 10,5 9.2 X = 10,17
hiba 1,62 2,36 0,89 0,47 Sg =5,34

Teljes sz6r6das = csoportokon beliili + csoportok kozotti:

S5=5.+5=5,43+7,15 =12,49.



Szérasanalizis

A probastatisztika:

o St(n — k)

~ Se(k—1)’

ahol n a megfigyelések széma, k a csoportok szama, és a csoportokon beliili
szorodas (hiba): S, = YOk, i (X — Xi)?, a csoportok kdzbtti szérodas:
St = Zf:l n,-(Y,-. — Y)Q

F

Legyen ciiy az i = k — 1 és f, = n— k szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
terjedelem mellett.

Ha F > ¢, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhaté értékek kozott szigni-
fikans eltérés van.

Ha F < qqit, akkor elfogadjuk a nullhipotézist, a varhat6 értékek kozoétt nincs
szignifikans eltérés.



Szérasanalizis

Az el6z6 példaban: n = 24 a megfigyelések szdma, k = 4 az osztalyok szama.
A probastatisztika:

F -
Se(k—1) 5,433

=8,77,

ahol n a megfigyelések szama, k a csoportok szdma, és a csoportokon beliili sz6r6dds
(hiba): S. = Zf.;l ZJ":l(XU — X;.)? = 5,43, a csoportok kdzdtti szérédas: S; =

Sk mi(Xi = X)2 =17,15,

Az fy = k—1=3¢és f, = n— k = 20 szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
a = 0,05 terjedelem mellett: ¢4 = 3, 86.



Szérasanalizis

Az el6z6 példaban: n = 24 a megfigyelések szdma, k = 4 az osztalyok szama.
A probastatisztika:

~ Se(k—1) 5,43-3

F = 8,77,

ahol n a megfigyelések szama, k a csoportok szdma, és a csoportokon beliili sz6r6dds
(hiba): S. = Zf.(:l Zj"zl(XU — X;.)? = 5,43, a csoportok kdzdtti szérédas: S; =

Sk mi(Xi = X)2 =17,15,

Az fy = k—1=3¢és f, = n— k = 20 szabadsagi foka F-préba kritikus értéke
a = 0,05 terjedelem mellett: ¢4 = 3, 86.

Mivel F = 7,15 > ¢y, = 3,86, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, a varhaté
értékek kozott szignifikans eltérés van,

Vagyis a helynek mint faktornak (tényezének) szignifikans hatasa van az évi ko-
zéphSmérsékletre.



