Becslések és tulajdonsagaik (11. eléadas)

o (Q,A,P) statisztikai mez6;
o P ={Py: 9 € ©) valamely © halmazzal (© a paramétertér);
@ ¢ : © — R fiiggvény.

o Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T(X) valosziniségi valtozé és a
(1) érték valamilyen értelemben kozel esnek egyméashoz.
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Definici6 (Torzitatlansag)

A T statisztika torzitatlan becslés 1-re, ha minden ¥ € ©-ra
Ey(T(X1,..., X)) = ¥(9).

A T statisztika torzitasa a bt (9) = Eg(T(X1,...,Xn)) — ¥(9) fiiggvény.

X1, X2, ..., X, fiiggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlasbol.
Ekkor 2X torzitatlan becslés ¢(¢) = ¥-ra.



Torzitatlan becslések

Allitas (A varhaté érték torzitatlan becslése)

Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi véges varhato értéki minta. Ekkor

Ey(X) = Ey(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a mintaatlag torzitatlan becslés i)-re.

Allitas (A szérasnégyzet torzitatlan becslése)

Xi, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi véges szordsi minta. Ekkor Ekkor
Eg(s:2) = D3(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslés a szérdsnégyzet-
re.

v

Bizonyitasvazlat a kovetkezé oldalakon.



Az atlag varhaté értéke

Allitas
Legyen Xy, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi minta, és m = E(X;) < co. Ekkor

E(X) = m.




Az atlag varhaté értéke

Allitas
Legyen Xy, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi minta, és m = E(X;) < co. Ekkor
E(X) = m.
Bizonyitas.
- Xi+...+ X 1 1
E(X):E(M) Bt X)) =~ nm=m.
n n n

Felhasznéltuk a varhaté érték linearitasat, és hogy csak eloszlastdl fiigg:

o E(cX) = cE(X), haceR;
e E(Y+2Z)=E(Y)+E(2);
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor E(Y) = E(Z)

Tehat a mintaatlag torzitatlan becslés a varhaté értékre.



Az atlag szoérasa

Allitas
Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszldsi minta, és E(X}) < oo. Ekkor

D(X) = D(X)




Az atlag szoérasa

Allitas
Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszldsi minta, és E(X}) < oo. Ekkor
—. DX
D(X) = (%)
vn
Bizonyitas.
D(X):D<X1+"'+X") _ D(Xi+...+Xp) _ no? _ o
n n n n

Felhasznaltuk a széras alabbi tulajdonsagait:

@ D(cX) = |c|D(X), haceR;
@ D*(Y +Z)= DY)+ D?(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z)



A tapasztalati szérasnégyzet
Allitas (A tapasztalati szérasnégyzet masik alakja)

1]« —2
2 § 2
Sn—;|:k_1Xk:|—X.

Bizonyitas. Atrendezéssel kapjuk, hogy

Y- X2 =3 [XF-2X- X+ X ] =Y X2 20X X +0n- X =
k=1 k=1 k=1
n
=3 X —n-X°
k=1

Ebbél adédik, hogy

2= ,l,[znj(ka)ﬂ —I[Zx] X

k=1 k=1

a tapasztalati szorasnégyzet definicidja alapjan.



A korrigalt tapasztalati szérasnégyzet

n n
2 n n |1 2| 2 1 2 n -2
n n_1>" nl{n[Z k} } nl{; k} -1

n
k=1

Az els6 tag varhat6 értéke a szérasnégyzet definicija alapjan:

Es ( > XE) =3 Ey(X) = n-Eg(X?) = n- [D3(X1) + Eg(X1)?].
k=1 k=1
A masodik tag varhato értéke az atlag szorasnégyzete alapjan:

Ey (Yz) = D3(X*) + Ey(X)? = %Dg(xl) +Ey(X1)2

Vagyis valéban s;2 torzitatlan becslés a szérasnégyzetre:

n
n—1

[D5(X1) + Eg(X1)°] — niﬁl

Ey(s;%) =

1
;D§(X1) +Eo(X1)?| = D3(X1).



Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha

D3(T1) < D3(T»)
teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

v



Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.

@ A varhaté értékre nézve a mintaatlag hatasosabb minden Z}’Zl ¢ X; alaka
, 4 n
becslésnél (ahol Zj:1 ¢ =1).

v



Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

v

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.

@ A varhaté értékre nézve a mintaatlag hatasosabb minden Z}’Zl ¢ X; alaka
, 4 n
becslésnél (ahol 2121 ¢ =1).

@ Bizonyos feladatokban lehet a mintaatlagnal hatasosabb becslés a var-

hato értékre: A [0, b] intervallumon egyenletes eloszlas esetén b-re
ﬂnl max(Xi, ..., X,) hatdsosabb a mintaatlag kétszeresénél.



Konzisztens becslés

Exponencialis minta atlaganak reciproka
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mintaelemszam

A = 0,5 paraméterii exponencialis eloszlast generdlva a mintaatlag reciproka 0, 5-
hoz tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Konzisztens becslés

Exponencialis minta atlaganak reciproka
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mintaelemszam

A = 1 paraméterii exponencialis eloszlast generalva a mintaatlag reciproka 1-hez
tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Konzisztencia

Definicié

A T, = Ty(X,...,X,) konzisztens becsléssorozat )(})-ra, ha minden ¥ € ©-ra
(Ta(X1, -5 Xa)) = ¥(9)

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljesiil, hogy

Py(|To —9(9)] >€) 0  (n— 00).




Konzisztencia

Definicié

A T, = Ty(X,...,X,) konzisztens becsléssorozat )(})-ra, ha minden ¥ € ©-ra
(Ta(X1, -5 Xa)) = ¥(9)

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljesiil, hogy

Py(|To —9(9)] >€) 0  (n— 00).

Elégséges feltétel:

Es(T(X)) — 9 és Dy(T(X))—0

minden 9 € O-ra.




Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre

Xy, Xa, ... fuggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+Xn
n

T, — Ey(X1)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.

Speciilis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.



Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre
X1, Xa, ... fliggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+X,,
n

T, — Ey(X1)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.
Speciilis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.

Nevezetes eloszlasok:

@ Poisson-eloszlas A paraméterére az atlag torzitatlan, konzisztens

@ a normilis eloszlds m paraméterére az atlag torzitatlan és konzisztens; a o pa-
raméterre a tapasztalati szoras és a korrigalt tapasztalati széras konzisztensek,
de nem torzitatlanok; o?-re s'? torzitatlan

@ exponencialis eloszlas: 1/X konzisztens A-ra, de nem torzitatlan a paraméterre

@ exponenciilis eloszlas: n - min(Xy,..., X,) torzitatlan, de nem konzisztens a
varhat6 értékre (vagyis 1/A-ra).



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szamanak hisztogramja

Relativ gyakorisagok
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Megfigyelt értékek

megfigyelések

Poisson(1,375)
Poisson(1)
Poisson(2)

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméter(

Poisson-eloszlasok (Py(X = k) = A< /k! - e™?)

N



Geometriai eloszlas paraméterének becslése

Egy haztartasban él6k szama

> — megfigyelések
b= —— geom(0.423)
w0 — geom(0.3)
g 4 = geom(0.6)
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Lehetséges értékek

Egy haztartasban él6k szamanak hisztogramja (forras: KSH, 2011) és a geometriai
eloszlas p = 0,423 (piros), p = 0, 3 (fekete), és p = 0,6 (kék) paraméterekkel

n = 4105698 a haztartasok szama, 1/X = 0,423; P,(X = Q =(1-p)Ft-p

D¢



Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ke,- o kn) = [[Pio(Yi=k)  ((ki,... ki) € H).

Jj=1




Maximumlikelihood-mddszer

Definicié (Likelihood-fiiggvény)

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehetséges értékeinek szama véges
vagy megszamlilhaté sok), akkor a likelihood-fiiggvénye:

Loo(ki,. .., kn H oY =k) (K, ..., ko) € H).

Ha az (Yi,...,Y,) figgetlen minta abszolit folytonos, és Y; siiriiségfiiggvénye (a

Py valoszmuseg mellett) f; y, akkor a minta likelihood- fuggvenye

Loo(te, - ta) =[] fio(t)  (tr,....tn €R).




Maximumlikelihood-mddszer

Legyen (£, A, P) statisztikai mez8, ahol P = {Py : ¥ € ©}, vagyis az ismeretlen
eloszlas a ¥ paraméterrel jellemezhetd.

Definicié (Maximum-likelihood becslés)
A 9 maximumlikelihood-becslése (ML-becslése) az Xy, ..., X, mintabél 0, ha O

maximalizalja a 0 — L,5(X1,...,X,) fiiggvényt, ahol L,y a minta likelihood-
fliggvénye. Azaz, ha

Lnﬁ(Xl, cooy Xn) > Lpw(Xy, ..., X,) minden ¢ € O-ra.

Xi, ..., X, fuggetlenek, eloszlasuk exponencidlis eloszlas ¢ > 0 paraméter-
rel. Ekkor
Loo(Xs- . %) = [[ 600 = [ﬁexp(fﬁXj)H(Xj > 0)],
j=1 j=1
amibsl J = %




Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Tegyiik fel, hogy Xi, Xa, ..., X, flggetlen, azonos A\ paraméter(i Poisson-eloszlasa
minta, ahol A > 0 ismeretlen paraméter, n = 95, és X = 1, 379.

Poisson-eloszlasnal:

)\k 7)\

PAXj=k)="7¢"  E(X) =X D(X) =V

A megfigyelések az aldbbiak (a gélok szama Gsszesen Z}’Il X; = 131):

Annak valésziniisége \ paraméter mellett, hogy éppen ezt a sorozatot kaptuk:

DS END LD G A2
Los 2(3,0,2,...,2) = 3|eA Ole)‘ 2|e)‘-...-§e)‘—
ABHOFHZAZ \131 esn

T3.0.20... 25 T30 2°



Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Likelihood-fiiggvény

g ' '
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
lambda
131 . . . 4 . . , A
A s5ts—ie 2> likelihoodfiiggvény a A > 0 paraméter fiiggvényében;

a3 131 _
mintaatlag: X = 3¢ = 1,379



ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
G
P(X; = k) = He_)‘ (k=0,1,2,...).
Ekkor




ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
)\k
P(X; = k) = e e (k=0,1,2,...).
Ekkor

n
Loa(X1, ..o Xa) = A= Xem™ T X
j=1

log Ly A(X1,..., Xs) = Iog)\ZX—n)\+|ogHX|
j=1



ML-becslés: Poisson-eloszlas

Xi, ..., X, figgetlenek, Poisson-eloszlas A > 0 ismeretlen paraméterrel, azaz
)\k
P(X; = k) = e e (k=0,1,2,...).
Ekkor

n
Loa(X1, ..o Xa) = A= Xem™ T X
j=1

log Ly A(X1,..., Xs) = Iog)\ZX—n)\+|ogHX|
j=1

) STX _
oy 108 Loa(Xa, . Xs) = %—n>0<:m<x.
Ezért az ML-becslés: A = X. A log monoton névekedését hasznaltuk.



