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Bevezetés

A valésziniiségszamitas és statisztika céljai:

@ véletlen folyamatok modellezése;

kisérletekbél, felmérésekbsl szarmazé adatok elemzése;

ismeretlen mennyiségek becslése a mérések alapjan;

hipotézisek ellen6rzése vagy cafolata;

multbeli adatok alapjan a jovébeli folyamatok elérejelzése.



Bevezetés

A valésziniiségszamitas és statisztika céljai:

@ véletlen folyamatok modellezése;

kisérletekbél, felmérésekbsl szarmazé adatok elemzése;

ismeretlen mennyiségek becslése a mérések alapjan;

hipotézisek ellen6rzése vagy cafolata;

multbeli adatok alapjan a jovébeli folyamatok elérejelzése.

Alkalmazasi teriiletek:

@ informatika: adatok feldolgozasa, el6rejelzés, sorbanallas elmélete

@ él6 és élettelen természettudomanyok, tarsadalomtudomanyok: kisérleti ered-
mények értelmezése;

@ gazdasagi folyamatok elemzése, biztositas— és pénziigyi matematika.
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Példa: két szabalyos kockadobés

Két szabélyos dobdkockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel. Mennyi a val6szi-
niisége, hogy a dobott szdmok Gsszege 77



Példa: két szabalyos kockadobés

Két szabélyos dobdkockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel. Mennyi a val6szi-
niisége, hogy a dobott szdmok Gsszege 77

@ Mindkét dobas hatféle lehet: 6 - 6 = 36, vagyis 36 darab dobassorozat van.
@ A dobassorozatok egyforman valészintiek: mindegyiknek 1/36 a valésziniisége.
@ A kedvez6 dobassorozatok szama: 6.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Tehat P(az Gsszeg 7) = 6/36 = 1/6.



Példa: két hatos

Négy szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valdsziniisége, hogy pontosan két
hatos lesz?



Példa: két hatos
Négy szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valdsziniisége, hogy pontosan két
hatos lesz?

@ Mind a négy dobas hatféle lehet: 6-6-6-6 = 6* = 1296 dobassorozat van.

@ A dobassorozatok egyforman valészindek.

@ A kedvezs dobassorozatok szama: (‘2‘) -5 .5 =150.

6611 6161 ... 1166
6612 6162 ... 1266
6621 6261 ... 2166
6655 6565 ... 5566

25 25 e 25



Példa: két hatos
Négy szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valdsziniisége, hogy pontosan két
hatos lesz?

@ Mind a négy dobas hatféle lehet: 6-6-6-6 = 6* = 1296 dobassorozat van.

@ A dobassorozatok egyforman valészindek.

@ A kedvezs dobassorozatok szama: (‘2‘) -5 .5 =150.

6611 6161 ... 1166
6612 6162 ... 1266
6621 6261 ... 2166
6655 6565 ... 5566
25 25 e 25

A hatosokat (3) = 6-féleképpen helyezhetjiik el, a maradék két dobas pedig 55 =
25-féle lehet. A valasz 150/1296 = 0, 116.



Példa: véletlen bitsorozat

Tekintsiink egy 8 bit hosszl véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az &sszes 0 —1

sorozat egyforman valdszin(). Mennyi a valésziniisége, hogy pontosan 3 darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111
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@ Mind a 8 bit kétféle lehet: 28 = 256 lehetséges bitsorozat van.

@ A sorozatok egyforman valészintek.



Példa: véletlen bitsorozat

Tekintsiink egy 8 bit hosszl véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az &sszes 0 —1
sorozat egyforman valdszin(). Mennyi a valésziniisége, hogy pontosan 3 darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111

@ Mind a 8 bit kétféle lehet: 28 = 256 lehetséges bitsorozat van.

@ A sorozatok egyforman valészintek.

® A kedvezs bitsorozatok szama: (3) = &6 = 56, hiszen ennyiféleképpen

valaszthatjuk ki a harom darab egyes helyét a 8 lehet&ségbdl.

@ Tehat:

1
P(pontosan 3 darab egyes lesz benne) = (i) 5% = % =0,219.



Példa: véletlen bitsorozat

Tekintsiink egy n bit hosszi véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az dsszes 0 —1

sorozat egyforman valészini). Mennyi a val6sziniisége, hogy pontosan k darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111
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lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111

@ Mind az n bit kétféle lehet: 2" lehetséges bitsorozat van.

@ A sorozatok egyforman valészintek.



Példa: véletlen bitsorozat

Tekintsiink egy n bit hosszi véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az dsszes 0 —1
sorozat egyforman valészini). Mennyi a val6sziniisége, hogy pontosan k darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111

@ Mind az n bit kétféle lehet: 2" lehetséges bitsorozat van.
@ A sorozatok egyforman valészintek.

® A kedvez§ bitsorozatok széma: () = m, hiszen ennyiféleképpen va-
laszthatjuk ki a k darab egyes helyét az n lehet&ségbdl.

@ Tehat: .
P(pontosan k darab egyes lesz benne) = (Z) >



Példa: véletlen bitsorozat

Tekintsiink egy n bit hosszi véletlen bitsorozatot (feltételezve, hogy az dsszes 0 —1
sorozat egyforman valészini). Mennyi a val6sziniisége, hogy pontosan k darab 1-es
lesz benne?

11100000, 11010000, 11001000, . .., 10100100, 10100010, . . .,00000111

@ Mind az n bit kétféle lehet: 2" lehetséges bitsorozat van.
@ A sorozatok egyforman valészintek.

® A kedvez§ bitsorozatok széma: () = m, hiszen ennyiféleképpen va-
laszthatjuk ki a k darab egyes helyét az n lehet&ségbdl.

@ Tehat:

1
P(pontosan k darab egyes lesz benne) = (Z) >

Binomialis eloszlas: k =0,1,...,n, px = (})p*(1 — p)"~%.



Példa: 16 hosszi véletlen bitsorozat

16\ 1
P(pontosan k darab egyes lesz benne) = < )—

Egyesek

8 9 10 11 12 13 14 15 16

010 015
1 ]

Valészinlségek

005
|

000
1

Lehetséges értékek

abra: Az egyesek szamanak eloszlasa
[m] = =

DA



Visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztalyban 8 balkezes és 25 jobbkezes gyerek van. Tornadran véletlenszeriien
kivalasztanak egy hatf6s csapatot (minden hatfés csoportot azonos valdsziniiséggel
valasztanak). Mennyi a valésziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan két
balkezes gyerek van?



Visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztalyban 8 balkezes és 25 jobbkezes gyerek van. Tornadran véletlenszeriien
kivalasztanak egy hatf6s csapatot (minden hatfés csoportot azonos valdsziniiséggel
valasztanak). Mennyi a valésziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan két
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P(pontosan két balkezes) =




Visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztalyban 8 balkezes és 25 jobbkezes gyerek van. Tornadran véletlenszeriien
kivalasztanak egy hatf6s csapatot (minden hatfés csoportot azonos valdsziniiséggel
valasztanak). Mennyi a valésziniisége, hogy a kivalasztott csapatban pontosan két
balkezes gyerek van?

P(pontosan két balkezes) =

Egy dobozban N golyé van, koziiliik M fekete, a tobbi fehér. Visszatevés nélkiil
kihaznak n darabot (minden hizasnal minden, még a dobozban lévs goly6t azonos
val6sziniiséggel valasztva). Tegyiik fel, hogy n < M és n < N — M. Annak
valészin(isége, hogy pontosan k darab fekete goly6t haznak ki:

(i) - ()
(%)

A kihazott fekete golydk szama hipergeometrikus eloszlasi.

P(pontosan k fekete) =



Példa: visszatevés nélkiili mintavétel
8 balkezes, 25 jobbkezes, hatfés csapatot vélasztanak.
8 25
(k) ) (67k)
33 :
(%)

P(pontosan k balkezes) =

Hipergeometrikus eloszlés

0 1 2 3 4 5 6

Lehetséges értékek

Valésziniségek
000 005 040 0.45 020 025 030 035

abra: A balkezes csapattagok szdmanak eloszlasa



Példa: geometriai valdszinliség

Egy R = 30 cm sugar( céltablara |6viink. Feltételezziik, hogy a l6vedék biztosan
eltalalja a céltablat, és a 16vés helye véletlenszeriien, egyenletesen helyezkedik el. A

céltabla kozépsé r = 5 cm sugar( korlemeze 10 pontot ér. Mennyi a valdszin(isége,
hogy sikeriil 10 pontot elérni?



Példa: geometriai valdszinliség

Egy R = 30 cm sugar( céltablara |6viink. Feltételezziik, hogy a l6vedék biztosan
eltalalja a céltablat, és a 16vés helye véletlenszeriien, egyenletesen helyezkedik el. A

céltabla kozépsé r = 5 cm sugar( korlemeze 10 pontot ér. Mennyi a valdszin(isége,
hogy sikeriil 10 pontot elérni?

kdzépss rész terillete 52 -7 1
P(A) = - — — —2 8%
(4) céltabla teriilete 302.7 36 °




A valészin(iség elemi tulajdonsagai

@ valészinlisége eseményeknek van
@ a val6sziniiség értéke legalabb 0, legfeljebb 1

@ ha az A és B események kizaréak (vagyis AN B = (), egyszerre nem kdvet-
kezhetnek be), akkor uni6juk valésziniisége (legalabb az egyik bekdvetkezik):



A valészin(iség elemi tulajdonsagai

@ valészinlisége eseményeknek van
@ a val6sziniiség értéke legalabb 0, legfeljebb 1

@ ha az A és B események kizaréak (vagyis AN B = (), egyszerre nem kdvet-
kezhetnek be), akkor uni6juk valésziniisége (legalabb az egyik bekdvetkezik):

P(AU B) = P(A) + P(B).

Egy allaspalyazatra egy jelentkez6t vesznek fel. Tegyiik fel, hogy
annak valésziniisége, hogy barna szemii embert vesznek fel, 0,3, mig annak
valésziniisége, hogy kékszemiit, 0,1. Ekkor annak valésziniisége, hogy barna
vagy kék szem(i embert vesznek fel: 0, 4.



A valészin(iség elemi tulajdonsagai

@ valészinlisége eseményeknek van
@ a val6sziniiség értéke legalabb 0, legfeljebb 1

@ ha az A és B események kizaréak (vagyis AN B = (), egyszerre nem kdvet-
kezhetnek be), akkor uni6juk valésziniisége (legalabb az egyik bekdvetkezik):

P(AU B) = P(A) + P(B).

Egy allaspalyazatra egy jelentkez6t vesznek fel. Tegyiik fel, hogy
annak valésziniisége, hogy barna szemii embert vesznek fel, 0,3, mig annak
valésziniisége, hogy kékszemiit, 0,1. Ekkor annak valésziniisége, hogy barna
vagy kék szem(i embert vesznek fel: 0, 4.

A barna szem és kék szem kizaré események (egyszerre nem kévetkezhetnek
be), de nem fiiggetlenek.

@ Tegyiik fel, hogy A C B, azaz ha A bekovetkezik, akkor B is mindenképpen
bekovetkezik. Ekkor
P(A) =P(B) + P(A\ B).



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Definici6
Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezd, ha
@ Q nem iires halmaz;
e AC P(Q), azaz minden A € A-ra A C Q dgy, hogy
(i) Qe A;
(i) ha A1, As,... € A, akkor|J;” | A, € A (azaz megszamlalhato sok A-beli
elem unidja is A-beli);
(i) ha A € A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is
A-beli.
e P: A — [0,1] fiiggvény, melyre
(i) P(Q) =1;
(i) ha A1, Ay, ... € Aésmindenl < i< j-re AinA; =0, akkor

IP’( G A,,) = i]P’(An).

n=1




A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6

@ (): eseménytér vagy elemi események halmaza.

Q elemei (w € Q): elemi események.

@ A: események halmaza (vagy események o-algebraja).

A elemei (A € A): események.

IP: val6szintiség (probability).

Q esemény neve: biztos esemény.

() (iires halmaz) esemény neve: lehetetlen esemény.

@ Ac Aés B e A kizaré események, ha AN B = (), azaz nincs olyan w € A,
melyre w € B is teljesiil.

(22, A, P) olyan mértéktér, ahol P(Q) = 1 teljesiil, P pedig egy mérték.



Példa: Kolmogorov-féle valdsziniiségi mez6

0 Q = {(x,y) € R? : {/x2+y2 < 30}, A az Q megfelel§ részhalmazai,
A={(x,y) €R?: \/x? +y? <5}, és P(A) = 1/36.

© Q = {8 hossz bitsorozatok}, A = Q &sszes részhalmaza, P(w) = 1/256
minden w € Q elemi eseményre/bitsorozatra.
A esemény: pontosan 3 egyest kapunk, ekkor P(A) = 56/256 = 0, 219.

e Q = {hatfés csapatok}, A = Q &sszes részhalmaza, P(w) = (313) minden
6

w € £ elemi eseményre.

8) (25
A esemény: pontosan két balkezes keriil a csapatba; P(A) = (223%‘)
6

=0,319.



Példa: Kolmogorov-féle valdsziniiségi mez6

0 Q = {(x,y) € R? : {/x2+y2 < 30}, A az Q megfelel§ részhalmazai,
A={(x,y) €R?: \/x? +y? <5}, és P(A) = 1/36.

© Q = {8 hossz bitsorozatok}, A = Q &sszes részhalmaza, P(w) = 1/256
minden w € Q elemi eseményre/bitsorozatra.
A esemény: pontosan 3 egyest kapunk, ekkor P(A) = 56/256 = 0, 219.

e Q = {hatfés csapatok}, A = Q &sszes részhalmaza, P(w) = (313) minden
6

w € £ elemi eseményre.

8) (25
A esemény: pontosan két balkezes keriil a csapatba; P(A) = (223%‘)
6

=0,319.

Az utébbi két eset klasszikus valésziniiségi mezg: minden elemi esemény egyfor-
man valdszindi.



A valészintiségek kombinatorikai kiszamitasi médja

Tegyiik fel, hogy az (2, A,P) Kolmogorov-féle val6szinitiségi mezére az alabbiak
teljesiilnek (klasszikus val6sziniiségi mezg):

o Q véges sok elembdl all: Q = {wi,...,wp}.

@ A az Q Gsszes részhalmazabdl all.

@ P(w) = % minden w € Q-ra, azaz az elemi események valésziniisége egyenls.



A valészintiségek kombinatorikai kiszamitasi médja

Tegyiik fel, hogy az (2, A,P) Kolmogorov-féle val6szinitiségi mezére az alabbiak
teljesiilnek (klasszikus val6sziniiségi mezg):

@ Q véges sok elembdl all: Q = {w,...,wn}.

@ A az Q Gsszes részhalmazabdl all.

@ P(w) = % minden w € Q-ra, azaz az elemi események valésziniisége egyenls.
llyenkor tetszéleges A € A eseményre

A elemeinek szama  |A]

P(A) = =
(4) Q elemeinek szama  |Q]

két kockadobads, véletlen bitsorozat, visszatevés nélkili mintavétel.



A valészin(iség elemi tulajdonsagai

Legyen (9, A, P) Kolmogorov-féle valésziniiségi mezé.
Definici6
Legyenek A, B € A események.
@ Unio: AUB={weQ:weAvagywe B}
@ Metszet: ANB={weN:weAéswe B}.
@ Komplementer/ellentett esemény: A= {w € Q:w ¢ A}.
@ Kiilonbség: B\A={weQ:weBéw¢A}

@ A maga utin vonja B-t, ha minden w € A-ra w € B is teljesiil. Jel6lés:
ACB.

v




A valészin(iség elemi tulajdonsagai

Allitas (Komplementer valésziniisége)

Ha A € A esemény, akkor P(A) = 1 — P(A).

Allitas (Kiilsnbség valésziniisége)

Tetszéleges A, B € A eseményekre P(B) = P(AN B) + P(B\ A).




A valészin(iség elemi tulajdonsagai

Allitas (Komplementer valésziniisége)

Ha A € A esemény, akkor P(A) = 1 — P(A).

Allitas (Kiilsnbség valésziniisége)
Tetszéleges A, B € A eseményekre P(B) = P(AN B) + P(B\ A).

Allitas (Tartalmazas)

Ha az A, B € A eseményekre A C B, akkor P(A) < P(B).




A valészin(iség elemi tulajdonsagai

Allitas (Komplementer valésziniisége)
Ha A € A esemény, akkor P(A) = 1 — P(A).

Allitas (Kiilsnbség valésziniisége)
Tetszéleges A, B € A eseményekre P(B) = P(AN B) + P(B\ A).

Allitas (Tartalmazas)
Ha az A, B € A eseményekre A C B, akkor P(A) < P(B).

Allitas (Szitaformula)
Tetszbleges A, B € A eseményekre teljesiil, hogy

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).




Szitaformulak
Allitas
Tetszbleges A, B, C € A eseményekre teljesiil, hogy
P(AUBUC)=P(A) +P(B)+P(C) —P(AN B)—
—P(BNC)—P(CNA)+P(AnBNC).




Szitaformulak
Allitas
Tetszbleges A, B, C € A eseményekre teljesiil, hogy
P(AU B U C) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AN B)—
—P(BNC)—P(CNA)+P(AnBNC).

Legyenek Ay, ..., Ak tetsz6leges események. Ekkor az események unidjanak vald-
szin(iségét a kovetkez6képpen szamithatjuk ki:

k k
P(UA) =2 BA) -~ X BA AL+
i=1 i=1 1<ih<i<k
+ Z P(A, NA, NA,)—
1<ih<i<iz<k
— A (FDFIP(AL N N A =

k
= (71)t+1 Z ]P’(A,'1 N A,‘2 n...N A,'k).
=1

t 1<ih<ir<..<ik<k



Valészintiségi valtozo

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valdsziniiségi valtozd, ha tetszéleges a < b valds sz4-

mokra
{weQ:a< X(w) < b} e A




Valészintiségi valtozo

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valdsziniiségi valtozd, ha tetszéleges a < b valds sz4-

mokra
{weQ:a< X(w) < b} e A

Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a fitk szama. Ekkor
Q={FFF,FFL,FLF FLL,LFF LFL LLF LLL};
X(LLL) = 0; X(LLF) = X(LFL) = X(FLL) =1,
X(FFL) = X(FLF) = X(LFF) =2; X(FFF) = 3.

Ekkor P(X = 0) = 1/8,P(X = 1) = 3/8,P(X = 2) = 3/8,P(X = 3) = 1/8.



Példa: a dobott szamok Gsszege

Két szabalyos dobékockaval dobunk. Ekkor €:

11
21
31
41
51
61

Legyen Y : Q — R a dobott szamok Gsszege:

12
22
32
42
52
62

13
23
33
43
53
63

14
24
34
44
54
64

15
25
35
45
55
65

16
26
36
46
56
66

Y(11) =2, Y(12) = Y(21) = 3,...,

Y(61) = Y(52) =...= Y(16) = 7,...

,Y(66) = 12.



Példa: a dobott szamok Gsszege
Két szabalyos dobékockaval dobunk. Ekkor €:

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Legyen Y : Q — R a dobott szamok Gsszege:
Y(11) =2,Y(12) = Y(21) =3,...,
Y(61)=Y(52)=...=Y(16) =7,..., Y(66) = 12.
Ekkor

P(Y =2)=1/36,P(Y =3)=2/36,...,P(Y =7) =1/6,...,P(Y =

12) = 1/36.



Példa: a dobott szamok Gsszege
Két szabélyos dobdkockaval dobunk. A dobott szdmok Gsszegének eloszlasa:

Dobott szamok &sszege

§ I I
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12
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010
1

Valészinlségek

000

Lehetséges értékek

Két kockadobas 6sszegének eloszlasa



Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasa

Definicié (Diszkrét valésziniiségi valtozo)

Az X : Q — R valosziniiségi valtozo diszkrét, ha véges sok vagy megszamlalhato
sok értéket vesz fel.

v

Definici6 (Eloszlas)
Legyenek az X valdsziniiségi valtozé lehetséges értékei xi,x2,... € R, és legyen
p,':]P(X:X,') (i:1,2,...).

Ekkor az (x1, p1), (X2, p2), . . . sorozat az X valdsziniiségi valtozo eloszlasa.




Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasa

Az el6z6 példaban: haromszor gyerek sziiletik, X a fiak
szama, mind a 23 = 8 lehet6ség egyforman valészinii.

Ekkor X lehetséges értékei: 0,1,2,3.
P(X=0)=1/8;, P(X=1)=3/8, P(X=2)=3/8 P(X=3)=1/8.
Mindezek alapjan X eloszlasa az alabbi sorozat:

(0,1/8),  (1,3/8),  (2.3/8),  (3,1/8).

Egyszer dobunk szabalyos dobdkockaval, jeldlje
Y a dobott szdmot. Ekkor Y eloszldsa:

(1,1/6),  (2,1/6),  (3,1/6),  (4,1/6),  (5,1/6),  (6,1/6).



Példa: a gyerekek szamanak eloszlasa

0 1 2 3

Lehetséges értékek

Valészintiségek

000 005 010 0.45 020 025 030 035

A fiok szdmanak lehetséges értékei a harom gyerek koziil és a hozzajuk tartozé
valdszindiségek:

0,1/8);  (1,3/8);  (2,3/8);  (3,1/8).
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