12. feladatsor 1. feladat befejezése

Cél:
1/2

a=5( [ enas) < (( [ ) ([ E@ﬁ)ds)) — D(f(X))) - Dg(11)).

Alkalmazzuk a Fubini-tételt (ugyanez a szamolds mutatja, hogy abszolit értéket véve a kettds
integral véges lenne, hiszen feltettiik, hogy a szdrasok végesek):

1
A= E(&n,)ds.
/0 (ean.)ds

Az integralon beliil hasznéaljuk a varhato értékre vonatkozo Cauchy—Schwarz-egyenlétlenséget:
1 1
AL / E(fg)l/QE(nz)lmds = / a(s)b(s)ds.
0 0

Most az integraldsra és az a(s) = E(&?) 12 b(s) = E(n?) 12 fliggvényekre alkalmazva a Cauchy—
Schwarz-egyenlotlenséget:

A< ( /0 1 a(s)?ds - /0 1 b(s>2d5> N < ( /0 11@(53) : /0 1E(n§)d8> 1/2-

11. feladatsor 1/d. feladat

Az (a) és (b) feladatokbdl azt tudjuk, hogy W) Brown-mozgds a Q mérték alatt [0, 1]-en,
tovabba

t
(1) W = w4+ / sign WV ds,
0

ahol Wt(z) Brown-mozgas Q alatt a [0, 1]-en.
Kérdés: covg(W?, By), ahol B; = fol sign WM aw'®.

Az elsé 1épés a W, varhaté értékének kiszamitdsa Q szerint. Hasznéljuk az (1) egyenletet, és
azt, hogy WI(Q) Brown-mozgas Q alatt, tehat 0 varhato értéki:

1 1
(2) Eo(W) = Eq (va?) + / sign W§1>ds) =Eq ( / sign W§1>ds) .
0 0

Mivel id6 szerint integralunk, és

1
(3) E@(/ |signWs(1)\ds> =1 < oo,
0

alkalmazhatjuk a Fubini-tételt a varhaté érték és az integral felcserélésére. Tehat:
t
(4) ]EQ(Wl(2)) = / Eg (sign Ws(l))ds =0,
0

hiszen W " minden s-re nulla vérhaté értéki normalis eloszlas, a szimmetridja miatt az eljelé-
nek varhato értéke 0.

A kovetkezd 1épésben szétbontjuk Bj-et. Felhaszndlva, hogy az (1) egyenlet szerint Wt(z) Ito-
folyamat a Q mérték alatt, és ezért az id6 szerinti integralnal a két integrandus Gsszeszorzodik:

1 1
(5) B, = / sign W aw® 4 / sign® WM ds.
0 0



2

Gyakorlaton szerepelt, hogy az eldjel négyzetének integralja 0-tol t-ig 1 valdszinliséggel t-vel
egyenl6. Ezért

1
(6) B, = / sign WHaWw® 4 1.
0
Tehat:
1 1
Eq(W” - B) = Eq (Wl(Q) : (/ sign WHaw® 4+ 1)> = Eq (W1(2) : (/ sien Ws(l)dﬁ/f)))’
0 0

hiszen a (4) egyenlet szerint Wl(Z) varhato értéke a Q mérték szerint is 0. Most ujra felhasznalva
az (1) egyenletet:

1 1
(7) EQ(WI(Q) -Bp) =Eq ((VVP + / sign Ws(l)ds) . (/ sign Ws(l)dﬁ/f))) ‘
0 0

Itt az els6 tagban a szokdsos modon integralalakba irjuk at a Wl(2) folyamatot. Hasznélhatjuk az
[to-izometriat, hiszen Wl(Q) Brown-mozgas Q alatt, az integrandus pedig S-beli (progressziven
mérhetd és korlatos):

1 1 1
Eg <W1(2)- ( / sign W§1>dW;2>)> = IE@(( / 1dW® ( / sign WS(”dVT/S(?))) =
0 0 0
1
= E@(/ sign Ws(l)ds) =0,
0

ugyanugy, ahogy a (2) és a (4) egyenletekben a Fubini-tétel alapjan lattuk. A madsodik tag

kiszamitasahoz: legyen F a Wél),O < u < 1 altal generalt o-algebra. Erre feltételes varhato
értéket véve és a teljes varhato érték tételét alkalmazva:

1 1
o (f senvras) ([ i) ) -
0 0
1 1 ~
= Eq (EQ (/ sign Ws(l)ds) ~ (/ sign Ws(l)dWS(Q)) ’]—“ =
0 0
1 1 i

() s f o))

0 0

Az els6 tényez6t a mérhetéség miatt emelhettitk ki. A tobbvaltozdés Girsanov-tétel (vagy a

tébbdimenzids Lévy-karakterizdcid) szerint a Q mérték alatt Wi s W fiiggetlenek. Ezért

) et rogzitettnek véve szamoljuk ki az integral varhato értékét,

szamolhatunk ugy, hogy wi
majd W et behelyettesitjiik. Azonban az integrandus tetszoleges wi trajektoria esetén S-
beli, Wt(Q) pedig Brown-mozgas Q alatt, tehat az integral martingdal, varhato értéke 0. Igy a

feltételes varhato érték és az egész kifejezés varhato értéke is 0.

A legutébbi két egyenletet Osszerakva a (7) egyenlettel azt kapjuk, hogy az Wl(z) - By szorzat

varhato értéke 0. Mivel a (4) egyenlet szerint W1(2) varhat6 értéke is 0 a Q mérték szerint, a
kovariancidra

covo(Wy™), Br) = Eo(W, - By) ~ Eo(W)”) - Eq(B1) = 0~ 0~ Eg(By) = 0
adaodik
Legyenek a &g, ns folyamatok S-beliek, W pedig Brown-mozgas. Ekkor a kovetkezdk érvényesek

a kvadratikus variaciora:
t
[/gde57/ndes} :/ &s - msds.
¢ 0




[/gdes,/nsdsL = 0.
[/gsds,/nsdsk =0,

A szorzat varhato értékérol az Ito-izometria alapjan az elso esetben a kovetkezot tudjuk allitani:

E(/ﬂtfsdws-/otnsdws) =E</Ot€s~nsd8>.

Azonban a masodik és harmadik esetben nincs hasonlé Gsszefliggés a kvadratikus variacio és
a szorzat varhato értéke kozott. Legyen példaul & = n, = 1 minden s-re. Ekkor példaul a

harmadik esetben . .
E(/ &sds - / nsds> = E(t?) =%
0 0



