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1. Bevezetés

Célok:

e véletlen folyamatok modellezése;

e kisérletekbdl, felmérésekbol szarmazo adatok elemzése;

ismeretlen mennyiségek becslése a mérések alapjén;

hipotézisek ellenérzése vagy cafolata;

miultbeli adatok alapjan a jovébeli folyamatok elérejelzése.

Alkalmazasi teriiletek:

o ¢l és élettelen természettudomanyok, tarsadalomtudoményok: kisérleti
eredmények értelmezése; véletlen folyamatok (pl. id6jaras) elorejelzése;

e gazdasagi folyamatok elemzése, biztositas— és pénziigyi matematika.
Példak
o Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy a
dobott szamok Osszege 77

e Mennyi a valészintisége, hogy decemberben pontosan 6 olyan nap lesz,
amikor a homérséklet fagypont ala stillyed?

e Csomagot varunk, a futar 8 és 12 6ra kozott érkezik. Mennyi a valészint-
sége, hogy még 11 6ra elott megérkezik?

e Mennyi a valdszintisége, hogy a holnapi csapadékmennyiség nem ha-
ladja meg a 10 mm-t?

e Mennyi a valdszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott ember
balkezes? Annak, hogy pontosan 0, 1,2, ... testvére van? Annak, hogy
a testmagassdga 190 cm és 200 cm kozé esik?



2. A Kolmogorov-féle valésziniiségi mezo6

1. Definicié. Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valoszintiségi mez6, ha

e () nem tires halmaz;
o AC P(Q), azaz minden A € A-ra A C () gy, hogy

(i) Q€ A;
(ii) ha Ay, A, ... € A, akkor |J,, A, € A (azaz megszamldlhato sok
A-beli elem unidja is A-beli);

(iii) ha A € A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere
is A-beli.

e P: A—|[0,1] fiiggvény, melyre

() B(Q) = 1;
i1 1, g . = - i j — Y
(ii) ha Ay, A, € A ésminden 1 <i < j-re A;NA; =0, akkor

o(04) - Sr

Elnevezések:

e (): eseménytér vagy elemi események halmaza.
e () elemei (w € Q): elemi események.

o A: események halmaza (vagy események o-algebraja).

A elemei (A € A): események.

P: val6sziniiség (probability).

e () esemény neve: biztos esemény.

() (iires halmaz) esemény neve: lehetetlen esemény.

A € Aés B € A kizaré események, ha AN B = (), azaz nincs olyan
w € A, melyre w € B is teljesiil.

2. Definicié (Diszkrét valésziniiségi mez6). Az (), A, P) valdsziniiségi
mez6 diszkrét, ha () véges vagy megszamlalhatéan végtelen.
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Példa: két szabalyos kockadobas Két szabalyos dobdokockéaval dobunk,
egy pirossal és egy kékkel.

e ) = {11,12,13,...,65,66}, ahol példdul 13 azt jelenti, hogy a piros
dobas 1, a kék 3 (ez kiilonbozik 31-t6l). [Q] = 6 -6 = 36, vagyis 36
darab elemi esemény (dobdssorozat) van.

o A: az Q Osszes részhalmaza. |A| = 2%.

o P(A) = % minden A € A-ra. Példaul:

A = {16,25,34,43,52,61} = {az 6sszeg T}.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Tehat P(A) = P(az 6sszeg 7) = 6/36 = 1/6.

Példa: gyerekek nemének eloszlasa

Valakinek harom gyermeke sziiletik.

o A gyerekek neme a kovetkez6képpen alakulhat (sziiletési sorrendben):
Q={LLL,LLF,LFL,LFF,FLL,FLF,FFL,FFF}.

Ennek 8 eleme van, feltételezziik, hogy mind a nyolc lehetOség egy-
forman valdszinti.

o A: az ) Osszes részhalmaza. |A| = 28.

e Példdul legyen A C ) az az esemény, hogy a gyerekek kozott pontosan
egy lany van: A = {LFF,FLF, FFL.} Ennek valészintisége: P(A) =
3/8.

e Legyen B az az esemény, hogy a kozépso gyerek fiu:
B={LFL,LFF,FFL,FFF}.

Ennek valdszintisége: P(B) = 1/2.



2.1. Klasszikus valésziniiségi mezo

3. Definicié. Tegyiik fel, hogy az (2, A,IP) Kolmogorov-féle valésziniiségi
mezore az alabbiak teljestilnek:

e () véges sok elembdl all: Q = {wy,...,wy}.

o A az Q) Osszes részhalmazabol all.
e P(w) = 1 minden w € Q-ra, azaz az elemi események valdszintisége

egyenld.
Ilyenkor (52, A, P) klasszikus valésziniiségi mez6.

1. Allitas. Klasszikus valdszintiségi mezében tetszéleges A € A eseményre

A clemeinek szama | A|

P(A) = = .
(4) Q) elemeinek szama |}

Példa: két kockadobas, gyerekek neme.

Nem klasszikus valdszintiségi mez6: a decemberi fagyos napok szama. Az
Osszes lehetdség 0,1, ...,31, ez véges sok. Viszont nem jé feltételezés, hogy
minden lehet6ség (pl. 5 és 30) egyforman valészint.

2.2. A valésziniiség elemi tulajdonsagai
Legyen (22, A, P) Kolmogorov-féle valdsziniiségi mezé.
4. Definicié. Legyenek A, B € A események.

e Unio: AUB={weN:we Avagyw € B}.

o Metszet: ANB={weQ:weAéwe B}

e Komplementer/ellentett esemény: A = {w € Q:w ¢ A}.

e A maga utan vonja B-t, ha minden w € A-raw € B is teljesiil. Jel6lés:
ACB.

2. Allitss (Komplementer valésziniisége). Ha A € A esemény, akkor

P(A) = 1 — P(A).

3. Allitas (Tartalmazés). Ha az A, B € A eseményekre A C B, akkor
P(A) < P(B).



3. Fuggetlenség

5. Definicié. Az A, B € A események fiiggetlenek, ha
P(AN B)=P(A)-P(B).

Példa. Két szabalyos dobokockaval dobunk, egy pirossal és egy kékkel.
A: a piros kockaval harmat dobunk.

B: a kék kockaval 6tot dobunk.

C': a dobott szamok Osszege 6.

A és B fiiggetlenek: P(ANB) =1/36 =P(A) - P(B).

A és C' nem flggetlenek, illetve B és C sem fliggetlenek.
P(ANC)=1/36#1/6-5/36 =P(A) - P(C).

Példa. Tegyiik fel, hogy annak valdszintisége, hogy holnap Budapesten esik
az es6, 0,2. Annak valésziniisége, hogy holnap Torontoban esik az es6, 0, 1.
Annak valészintiisége, hogy holnap Budapesten és Torontéban is esik az eso,
0,02. Ekkor az a két esemény, hogy Budapesten (B), illetve Torontéban (77)
esik az esO, fuggetlen, hiszen

P(BNT) = P(mindkét helyen esik az es6) = 0,02 =0,2-0,1 = P(B)P(T).

Példa. Annak valdszintisége, hogy holnap Budapesten esik az es6, 0, 2.
Annak valdsziniisége, hogy holnap Budaodrson esik az esé, 0,15. Annak
valészintisége, hogy holnap Budapesten és Budadrson is esik az eso, 0,12.
Ekkor az a két esemény, hogy Budapesten (B), illetve Budadrson (C) esik
az esd, nem fuggetlen, hiszen

P(BNC)=0,12#0,03=0,2-0,15 = P(B)P(C).

6. Definicié (Fiiggetlenség). Az Ay, Ay, ..., A, € A véges sok esemény
(teljesen) fiiggetlenek, ha minden 1 < k < n-reés1 < iy <iys < ... <i <n-
re

Az Ay, Ag, ... € A megszamlalhatéan végtelen sok esemény (teljesen) fiigget-
len, ha minden k € N-re és 1 < iy < iy < ... < ij-ra



7. Definicié (Paronkénti fiiggetlenség). Az A;, As,... € A események
paronként fiiggetlenek, ha minden 1 < ¢ < j esetén A; és A, fiiggetlenek,
azaz

P(A; N Aj) = P(A)P(4;).
Példak fiiggetlenségre:

e Egy helyen 0t kiilonboz6 miiszerrel mérjiik meg a légszennyezettséget.
Legyen C; az az esemény, hogy az i. miiszer mérési hibaja a valds érték
10%-anal tobb. Feltételezhetjiik, hogy a (1, ..., C5 események fligget-
lenek.

e Egy szabalyos kockaval n-szer dobunk. Legyen A az az esemény, hogy
a k. dobds kettes (k =1,2,...,n). Ekkor Ay,..., A, fiiggetlenek.

e Valakinek n gyereke sziiletik. Legyen By az az esemény, hogy a k.
gyerek fia (k = 1,2,...,n). Ekkor feltételezhetjiik, hogy By,..., B,
fiiggetlenek.

4. Allitas. Ha az Ay, A,, ... , A, események fiiggetlenek, akkor paronként
fliggetlenek. A paronkénti fiiggetlenségbd6l nem kovetkezik a fliggetlenség.

Példa. Szabalyos dobdkockaval kétszer dobunk. Legyen

A: az els6 dobas paros. B: a masodik dobas paros. C: a két dobas Osszege
paros.

P(A) =P(B) =P(C) =1/2.
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC)=1/4.

Ugyanakkor, ha az els6 és a masodik dobés paros, akkor a két dobds Osszege
is biztosan paros, igy

P(ANBNC)=1/4#1/2-1/2-1/2=P(A) -P(B) - P(C).
Tehat: A, B, C paronként fliggetlenek, de nem fliggetlenek.

5. Allitas (Komplementer fliggetlensége). Ha az Ay, Ay, ..., A, € A
események fiiggetlenek, akkor az Ay, A, ..., A, € A események is fiiggetle-
nek.



6. Allitas. Ha az A, B € A események fiiggetlenek, akkor

o A és B fiiggetlenek;
e A és B fiiggetlenek;

e A és B fiiggetlenek.

7. Allitas. Legyenck A, B € A események tgy, hogy P(A) =0, vagy P(A) =
1. Ekkor A és B fiiggetlenek.

4. Valdszintliségi valtozok és eloszlasuk

7.1. Definicié (Valészintiiségi valtozd). Egy X : Q0 — R fiiggvény valo-
szintiségi valtozo, ha tetszoleges a < b valos szamokra

{weN:a< X(w)<b} €A

Példa. Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a fiik szama. Ekkor
Q={FFF,FFL,FLF,FLL,LFF,LFL,LLF,LLL};

X(LLL)=0;  X(LLF)=X(LFL)= X(FLL) = 1;
X(FFL)= X(FLF)=X(LFF)=2; X(FFF)=3

4.1. Diszkrét valosziniiségi valtozdk eloszlasa

7.2. Definicié (Diszkrét valdsziniiségi valtozd). Az X : Q — R vals-
szintiségi valtozo diszkrét, ha véges sok vagy megszamlalhaté sok értéket
vesz fel.

7.3. Definicié (Eloszlas). Legyenek az X valdszintiségi valtozo lehetséges
értékei xq,xs,... € R, és legyen

pi=PweQ: X(w) =) =P(X =2;) (i=12..)

Ekkor az (x1,p1), (x2,pa), ... sorozat az X valoszintiségi valtozoé eloszlasa.



Ezentl a definiciéban szerepld révidebb, P(X = x;) jelolést fogjuk haszndlni.

Vegyiik észre, hogy 0 < p; < 1 teljesil minden ¢« = 1,2,... esetén, és
Yoy pi = 1. Ugyanis {X = x;} teljes eseményrendszer (pontosan egy kovet-
kezik be koziiliik), tehat az unidjuk €2, igy pedig az 1. definici6 P-re vonatkozd
részébol kovetkezik az allitas.

7.4. Definicié (Valdsziniiségeloszlas). Azt mondjuk, hogy api,ps, . . . so-
rozat valoszintiségeloszlas, ha

e p;, > 0 mindent=1,2,... esetén;

o Zi’ilpi =L

Tehét azt lattuk, hogy ha (x;, p;) egy X valdszintiségi véltozé eloszlasa, akkor
p; valoszintiségeloszlas.

Valgszintiségek
000 005 010 015 020 025 030 0.35

0 1 2 3

Lehetséges értékek

1. abra.
A fitk szamanak lehetséges értékei a harom gyerek koziil és a hozzdjuk
tartozo valdszintiségek

Példa: harom gyerek. Az el6z6 példaban: haromszor gyerek sziiletik, X
a fiuk szama. Ekkor X lehetséges értékei: 0,1,2,3, vagyis z1 = 0,29 =
1,23 = 2,24 = 3. Tegyiik fel, hogy minden gyerek a tobbiektdl fliggetleniil
1/2 valészintiséggel fii. Eszerint mind a nyolc lehetéség valdszintisége 1/8,
hiszen példdul P(FLF) =1/2-1/2-1/2 = 1/8. Igy, a fenti csoportositashol
adddoan:

P(X =0)=1/8 P(X=1)=3/8 P(X=2)=3/8; P(X=3)=1/s.
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Mindezek alapjan X eloszldsa az aldbbi sorozat:
(0,1/8),  (1,3/8),  (2,3/8),  (3,1/8).

Ez az eloszlas lathatd az 1. abran.

Példa: szabalyos kockadobas. Egyszer dobunk szabalyos dobdkockaval,
jelolje Y a dobott szamot. Ekkor Y eloszldsa (2. dbra):

(1,1/6),  (2,1/6),  (3,1/6),  (4,1/6),  (5,1/6),  (6,1/6).

A 3. dbran 1000 (szamitégéppel szimuldlt) szabalyos kockadobéds utdn mind
a hat lehetséges értékrdl feltlintettiik a relativ gyakorisdgat: az el6fordulasok
szamanak és az Osszes dobasnak a hanyadosat.

0.15
|

010
1

Valészinliségek

0.05
1

0.00
L

fl 2 3 4 5 6

Lehetséges értékek

2. abra.
A szabdlyos kockadobas lehetséges értékei és a hozzajuk tartozéd
valoszintiségek

Példa: jéges6. Tegyiik fel, hogy juliusban 0, 7 valészintiséggel nincs jégeso,
0, 2 valoszintiséggel egyszer fordul elo, 0, 1 valdszintiséggel pedig kétszer. Le-
gyen Z a juliusi jégesok szama. Ekkor Z eloszlasa:

(0,7/10),  (1,2/10),  (2,1/10).

4.2. Diszkrét valészintiségi valtozé varhato értéke

7.5. Definicié (Varhaté érték, diszkrét eset). Legyen X : Q — R olyan
diszkrét valosziniiségi valtozo, melynek eloszlasa (x1,p1), (€2, p2), . ... Ekkor

11



1000 kockadobas

010 0.15
1 |

Relativ gyakorisag

0.05
1

0.00
L

T T T T T 1
1 2 3 4 5 6

Lehetséges értékek

3. abra. 1000 szabalyos kockadobasbol készitett hisztogram
X varhato értéke:

E(X) = inpi, ha E(X) = Z |z |p; < 0.
i=1 1=1

A definiciobdl is latszik, hogy a varhato érték csak a valdszintiségi valtozo
eloszlasatol fiigg.

Példak varhaté értékre

Fitk szama. Tovabbra is harom gyerek sziiletik, egymastdl fiiggetlentil
1/2 — 1/2 valészintiséggel fitk, illetve lanyok. X a fitk szdma. A fenti
szamolas alapjan

1 3 3 1 12 3
EX)=0--+1-=+42-- - =—=—-=1,5.
(X)=0 3 + 3 + 3 +3 3 5 , D
Kockadobas. Y a dobott szamot jeloli. Ekkor Y véarhaté értéke:

1 1 1 1 1 1 21 7
E(Y)=1-2+42--43-244--45-—46--=—=-=305
) 6 6 s e e 6 6 2

Jégeso. A fenti példaban a juliusi jégeso szamanak varhato értéke:

E(Z)=0-0,7+1-0,24+2-0,1=0,4.

12



4.3. Diszkrét valdszinuiségi valtozo szdérasa

7.6. Definici6é (Szérasnégyzet). Legyen X : Q — R diszkrét valészintiségi
valtozé, melyre B(X?) Iétezik. Ekkor X szérdsnégyzete:

D¥(X) = E((X - IEX)2>.

7.7. Definicié (Széras). Legyen X : Q) — R diszkrét valésziniiségi valtozo,
melyre E(X?) Iétezik. Ekkor X szdrdsnégyzete:

D(X) = \/]E<(X - IEX)2).

8. Allitas. Legyen X olyan diszkrét valészintiségi valtozé, melyre E(X?)
létezik. Ekkor
D*(X) = E(X?) - [E(X)]".

Példak szorasnégyzetre

Fitk szama. X a fiik szama a harom gyerek kozott. Mar lattuk, hogy X
lehetséges értékei: 0,1,2,3, és E(X) = 3/2. A definicié alapjdn tehdt ezt kell
kiszamitanunk:

D*(X) = E((X —3/2)?).

Az X — 3/2 valbszintiségi valtozé eloszldsa (minden lehetséges érték mellett
feltiintetjiik a valoszintiségét):

(=3/2;1/8);  (=1/23/8);  (1/2,3/8);  (3/2,1/8).

Ebbél latszik, hogy az (X — 3/2)% valdszintiségi valtozé lehetséges értékei
csak 9/4, illetve 1/4. Az elsd esetben: (X — 3/2)% = 9/4 pontosan akkor
teljesiil, ha X = 0 vagy X = 3. Ennek valdsziniisége 1/8+1/8 = 1/4. Tehat
(X —3/2)? eloszlasa:

(1/4,3/4); (9/4,1/4).

A 7.5. definicié alapjan:

DX(X) = E((X — 3/2)?) =

=~ =
IS V]
+
=] ©
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Maésik megoldas a 8. allitas alapjan. Az X valdszintiségi valtozé lehetséges
értékei 0,1,2,3 voltak. Igy az X? valdszinfiségi valtozé lehetséges értékei
0,1,4,9. Eloszlasa pedig:

0,1/8);  (1,3/8);  (4,3/8);  (9,1/8).

fgy a 7.5. definicié szerint

1 3 3 1 24
E(X?*)=0--+4+1--44--4+9.-="=3,
(X?) 08+ 8+ 8+98 3 3

Ebbdl és a korabbi szamolasbol

3
D*(X) =E(X?) - [E(X)]"=3-1,5=3-2,25=10,75 = T

Végiil pedig a fiuk szaméanak szorasa:

3
D(X) = \/; — 0, 866.

Kockadobéas. Most mar csak a 8. allitas alapjan szdmolunk. Az Y2 valdszintiségi
valtozo lehetséges értékei: 1,4, 9, 16,25, 36, mindegyiknek 1/6 a valésziniisége.
Tehéat

1 1 1 1 1 1 91
EY?)=1-—44-2+9 - —+16--+25-—+36- - = —.
¥ R T A A R R
Tehdt, mivel mér léttuk, hogy E(Y) = 3,5 = I
91 49 182 —147 35
DXY)=E(Y?) - [EV)]’ =2 - 2="2 " - _90]
(V) =E(Y?) - [EM)]" = 5 -7 5 5 = 29167,

amibdl a kockadobas értékének szorasa ennek négyzetgyoke:

D(Y) =1,7078.

Jégesd. A fenti példédban a juliusi jégesok szama (amit Z-vel jelltiink) 0 volt
0,7 valészintiséggel, 1 volt 0, 2 valdszintiséggel, és 2 volt 0, 1 valdszinliséggel.
Azt is lattuk, hogy E(Z) = 0,4. Tehat most

E(Z*) =0%-0,74+1%-0,2+2%-0,1=0,6.

Tehat a jégesok szamanak szorasa:

D(Z) = \/IE(Z2) — [E(2)]* = /0,6 — 0,42 = /0,44 = 0,6633.
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5. Nevezetes diszkrét eloszlasok

5.1. Binomidlis eloszlas

Az X valdszintiségi valtozé binomidlis eloszlasu n renddel és p paraméterrel,
ha

e n fliggetlen kisérletet végziink;
e mindegyik p valdszintiséggel sikertil;

e X a sikeres kisérletek szama.

Ezt az eloszlason keresztiil a kévetkezéképpen tudjuk definidlni.

8. Definicié. Az X valdszintiségi valtozoé binomialis eloszlasi n renddel és
p paraméterrel, ha lehetséges értékei:

0,1,2,...,n,

és minden 1 < k < n egészre

(n > 1 egész, 0 < p < 1.) Jelolés: Bin(n,p).
Példa: binomialis eloszlas

e A fiik szdma: 3 gyerek esetén a sziiletendd fiik szdma (X) binomidlis

eloszldsin = 3 renddel és p = 1/2 paraméterrel (fiiggetlenséget feltételezve).

3

P(pontosan £ fiu sziiletik) = P(X = k) = (k

)0, 5%0, 5%7F.

Példaul

1 3
P(pontosan 2 fiti sziiletik) = P(X = 2) = (;’) 0,5%0,5" = 3. <§> = 3/8.
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Bin(n=20, p=0,75)

0.15 020
1 |

Valészinlségek
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01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 18 17 18 19 20

[
[ ]
]

P ———— ]

Lehetséges értékek
4. dbra. Binomialis eloszlés, n = 20, p = 0, 75.

e Tegyiik fel, hogy juliusban minden nap a tobbitdl fiiggetleniil 0,04
valdszintiséggel jon jéges6. Ekkor a jégesdk széma (Y) binomiélis el-
oszlasi n = 31 renddel és p = 0,04 paraméterrel:

31

L )0, 04%0, 9631 *,

P(pontosan k napon van jéges§) = P(Y = k) = (

9. Allitas (A binomialis eloszlds tulajdonsigai). Legyen X binomidlis
eloszlasu valészintiségi valtozo n renddel és p paraméterrel.

(a) Az X ~ Bin(n,p) binomidlis eloszlasu valdsziniiségi valtozé varhato
értéke:
E(X) = np.
(b) Az X ~ Bin(n,p) binomialis eloszlasu valésziniiségi valtozo szorasa:

D(X) = v/np(1 —p).

(c) Az a k érték, melyre p, = P(X = k) maximalis (vagyis X mddusza):
[(n+41)pl, ahol [] az egész részt jeloli. Ha (n+1)p egész, akkor az eggyel
kisebb k is maximalis értéket ad.

Példa: X ~ Bin(3,1/2) a fiik szama. Ekkor

E(X)=3-1/2=3/2; D(X)=+/3-1/2-1/2 = \/gz 0, 866.
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Tegyiik fel, hogy egy osztalyban mind a 32 gyerek a tobbiektol fiiggetlentil
1/4 valészintiséggel balkezes. Jelolje Y a balkezes gyerekek szdmat. Ekkor
Y binomidlis eloszlasti n = 32 renddel és p = 1/4 paraméterrel. Ebbdl az
allitds alapjan kovetkezik, hogy E(Y) = np =8 és D(Y) = /np(1l —p) =

\/32-3/16 = V/6.

5.2. Poisson-eloszlas

9. Definicié. Legyen s > 0. Azt mondjuk, hogy az X valdsziniiségi valtozo
s paraméterti Poisson-eloszlasu, ha lehetséges értékeik = 0,1,2, ..., a hozzajuk
tartozo valosziniiségek pedig:

Sk

P(X =k)= e (k=0,1,..).

10. Allitds (A Poisson-eloszlas tulajdonsagai). Legyen X Poisson-eloszldsi
valoszintiségi valtozé s paraméterrel.

(a) Ekkor X vdrhato értéke, szordsa és szorasnégyzete:

E(X)=s: DX)=+v5 DYX)=s

(b) AP(X = k) valdsziniiség k = [s] esetén maximalis. Ha s egész, az eggyel
kisebb k is a legnagyobb értéket adja.

Példa. Tegyiik fel, hogy a nyari jégesok szama, Z, Poisson-eloszlasi s = 3, 61
paraméterrel. Ekkor E(Z) = s = 3,61, illetve D(Z) = /s = /3,61.

A Poisson-eloszlas és a binomialis eloszlas kapcsolata

A Poisson-eloszlast dltalaban akkor hasznaljak, ha sok fliggetlen, kis valészintiséggel
bekovetkezo eseménynél a bekovetkezo események szamat kell tekinteni. Példaul:

e a foldrengések szama egy év alatt;
e a sajtohibdk szama egy konyvben;
e cgy biztosité 15000 iigyfele altal 0sszesen okozott balesetek szama;

e nagyobb kart okozo viharok szama egy adott idészakban.
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Lehetséges értékek

5. abra.
Poisson-eloszlas, s = 3,61, k = 12-ig, a nyari jégesok szamanak kozelitésére.

Legyen s > 0 pozitiv szdm, és p, = s/n minden n = 1,2, ... egészre. Legyen
X Poisson-eloszlasu valoszintiségi valtozd s paraméterrel, Y, eloszlasa pedig
Bin(n, p,). Ekkor tetszéleges k = 0,1,2,... esetén

lim P(Y, = k) = P(X = k),

n—oo
azaz, .
. n k . n—k __ S_ -5 _
Legyen s > 0 pozitiv szdm, és p, = s/n minden n = 1,2, ... egészre. Legyen

X Poisson-eloszlasu valoszintiségi valtozd s paraméterrel, Y, eloszlasa pedig
Bin(n, p,). Ekkor tetszéleges k = 0,1,2, ... esetén

lim P(Y, = k) = P(X = k),

n—oo
azaz .
: n k n—k __ S_ —s _
nh_g)lo (k)pn(l—pn) =0 (k=0,1,2,...).
e X Poisson-eloszlasi s = 3,61 paraméterrel;

Y binomialis eloszlas n = 92 renddel és p = 0,0392 paraméterrel;

e vegyiik észre, hogy E(X) =s=3,61 =n-p=E(Y).

k 0 1 2 3 4 ) 6 7
P(X =k) 0,027 0,098 0,176 0,212 0,191 0,138 0,083 0,042
P(Y =k) 0,025 0,094 0,176 0,215 0,195 0,14 0,083 0,043
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6. abra.
A nyari jégesok szamanak kozelitése: binomidlis eloszlas, n = 92,
p=0,0392, k = 12-ig.

5.3. Geometriai eloszlas

Az Y valdszintiségi valtozd geometriai eloszldsu, ha

o fiiggetlen kisérleteket végziink;
e mindegyik p valésziniiséggel sikertl;

e Y: hényadik kisérlet az elso sikeres.
Az eloszlason keresztiil igy tudjuk ezt definidlni.

10. Definicio. AzY valoszintiségi valtozo geometriai eloszlasi p paraméterrel,

ha lehetséges értékei:
1,2,3...

és minden 1 < k egészre
PY = k)= (1-p)"p.
(0 < p < 1.) Jeldlés: Geo(p). Masik elnevezés: Pascal-eloszlds.

Példa: egy szabalyos dobdkockaval dobunk sokszor egymas utan. Jelolje Y,
hogy hanyadik dobasnal kapjuk az elsé hatost. Ekkor Y geometriai eloszlasu
p = 1/6 paraméterrel. Y lehetséges értékei k = 1,2,..., és

5\ 11

pact
~
I
>
S~—
Il
VR
(=]
N~
[«



11. Allitas (A geometriai eloszlas tulajdonsagai). Legyen Y geomet-
riai eloszlasu valoszintiségi valtozé p paraméterrel.

(a)
L

(b) AP(Y = k) valosziniiség k = 1-re maximalis.

A példaban szereplo Y véarhaté értéke és szorasa:

5/6

1/36 Va0 =5

E(Y)=6  D(Y)

Elso hatos

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Lehetséges értékek

0.15
|

010
1

Valészinliségek

0.05
1

o
a
o

7. abra. Az els6 hatos eloszldsa: geometriai eloszlas, p = 1/6, k = 10-ig.

5.4. Negativ binomialis eloszlas
o fiiggetlen kisérleteket végziink;
e mindegyik p valdszintiséggel sikertil;

e /: hanyadik kisérlet az r. sikeres.

11. Definicié. A Z valdsziniiségi valtozé negativ binomialis eloszlasi p pa-
raméterrel, ha lehetséges értékei:

rr+1r4+2,...
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és minden k > r,r+ 1,7+ 2... egészre

pz=0= (12 )a-n

(r>1egész, 0 <p<l.)
r = l-re a negativ binomidlis eloszlas megegyezik a geometriai eloszlassal.

12. Definicio. A Z valosziniiségi valtozé negativ binomialis eloszlasi p pa-
raméterrel, ha lehetséges értékei:

rr+1,r4+2,...

és minden k > r,r+ 1,7+ 2... egészre

k—1

P(Z:k):(r_l

)(1 —p)"p
(r>1egész, 0 <p<l.)

12. Allitis (A negativ binomialis eloszlis tulajdonsigai). Legyen Z ne-
gativ binomialis eloszlasu valosziniiségi valtozé p paraméterrel. Ekkor

5.5. Hipergeometrikus eloszlas

Példa. Egy osztalyban 8 balkezes és 25 jobbkezes gyerek van. Tornadran
véletlenszertien kivélasztanak egy hatfés csapatot (minden hatfés csopor-
tot azonos valdsziniiséggel valasztanak). Mennyi a valdsziniisége, hogy a
kivalasztott csapatban pontosan két balkezes gyerek van?

P(pontosan két balkezes) =

Egy dobozban N golyé van, koziilik M fekete, a tobbi fehér. Visszatevés
nélkiil kihtznak n darabot (minden hizasnal minden, még a dobozban 1évé
goly6t azonos valdszintliséggel vélasztva). Tegyiik fel, hogy n < M és n <
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N — M. Annak valészintisége, hogy pontosan k darab fekete golyot hiznak

ki: My N
()
13. Definicid. Legyenek N, M, n pozitiv egészek ugy, hogy 1 < n < M <

N. Az X valdszintiségi valtozé hipergeometrikus eloszlasi N, M és n pa-
raméterekkel ha lehetséges értékei k = 0,1,...,n,ésk=20,1,...,n esetén

MY (N—M
(i) Gi)
()
Példa: visszatevés nélkili mintavételnél a huzott fekete golydk szama. A

fenti példaban a kivalasztott balkezes gyerekek szama hipergeometrikus el-
oszlasi: N =32, M =8,n = 6.

P(pontosan k fekete) =

P(X = k) =

Lottésorsolasnél a taldlatok szdma (X) hipergeometrikus eloszlasu N = 90,
M =5, n =5 paraméterekkel:

5 85
P(X = k) :M k=0,1,234,5.

(5)

13. Allit4s (A hipergeometrikus eloszlas tulajdonsagai). Legyen az X
valdszintiségi valtozo hipergeometrikus eloszlasi N, M és n paraméterekkel.

(a) Az X valdsziniiségi valtozo varhato értéke:

M

E(X) =n: o5

(b) Az X valosziniiségi valtozé szoréasa:

N

Példa. Az otoslotton a taldlatok szamanak varhaté értéke és szordsa:

25
E(X) = 90 = 0,2778; D(X) = 0,5006.
A fenti példaban a kivalasztott balkezes gyerekek szamanak varhaté értéke:
8-6/32=1,5.
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Hipergeometrikus eloszlas
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8. abra. Hipergeometrikus eloszlas, N =20, M =9,n =T.
6. Eloszlasfiggvény és sturiiségfiiggvény
13.1. Definicié (Eloszlasfiiggvény). Legyen X : Q — R valdszintiségi

valtozé. Ekkor X eloszlastiiggvénye az alabbi F : R — [0, 1] fiiggvény:

Ft)=PX <t)=P{weQ: X(w) <t}) minden t € R valds szamra.

14. Allitas. Legyenek a,b € R tetszbleges valds szémok. Ekkor
Pla < X <b) = F(b) — F(a).

Bizonyitds. Ez azonnal adédik az P(a < X <b) = P(X <b) —P(X < a)
egyenlGséghol és az eloszlasfliggvény definicidjabdl. O

Példa. Szabdlyos kockdval dobunk. A dobott szamot jelolje X. Legyen F
az X eloszlasfiiggvénye. Ekkor

FIO)=P(X <0)=0; F(1)=P(X <1)=1/6

Fr)=P(X <m)=P(X <3)=1/2; F(6)=P(X <6)=1.

1. Tétel (Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai). Legyen X valdszintiségi
valtozo, I’ pedig az eloszlastiiggvénye. Ekkor

(i) F monoton névé: a < b esetén F(a) < F(b).

(ii) limy oo F(t) =0,  limy0 F(t) = 1.
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9. abra. Szabdlyos dobdkockaval dobott szam eloszlasfiiggvénye.

(iii) F jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valds szamra limg_,; F(s) =
F(t).

1. Megjegyzés. Ha a G : R — [0, 1] fiiggvény rendelkezik a tételben sze-
replé (i) —(i1i) tulajdonsagokkal, akkor van olyan valésziniiségi valtozo, mely-
nek G az eloszlastiiggvénye.

13.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X valdszintliségi valtozo folytonos,
ha eloszlastiiggvénye folytonos.

Egy valdszintiségi valtoz6é pontosan akkor folytonos, ha P(X = t) = 0 tel-
jesiil minden ¢ szamra. fgy példdul a kockadobds nem folytonos: P(X =
1) = 1/6 # 0. Altaldnosabban, nincs olyan valdszintiségi valtozd, mely
egyszerre diszkrét és folytonos is lenne. Olyan viszont van, ami sem nem
diszkrét, sem nem folytonos (példdul a napi csapadékmennyiség, ami pozitiv
valoszintiséggel nulla, viszont nem megszamlalhatéan végtelen az értékkész-
lete).

13.3. Definicié (Abszolit folytonossag és siiriiségfiiggvény). Az X va-
I6szintiségi valtozo abszolit folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,
melyre

P(th):/_t F(s)ds

teljesiil minden t € R szamra. Ilyenkor az f filiggvényt az X valdsziniiségi
valtozo strtiségfiiggvényének nevezziik.
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15. Allitas. Legyen az X abszolit folytonos valoszintiségi valtozo, melynek
stirtiségfiiggvénye f. Ekkor tetszoleges a < b szamokra teljesiil, hogy

Pla< X <b) — /bf(s)ds.

Példa: 1épcsos stirtiségfiiggvény. Tegyiik fel, hogy a holnapi csapadék-
mennyiség striségfiiggvénye az alabbi:

0,2, ha s € [0, 1];
f(s) =404, ha s € (1,3];
0 ha s < 0 vagy s > 2.

Jelolje a holnapi csapadékmennyiséget X. Ekkor annak valdszintisége, hogy
holnap legfeljebb 0,5 mm csapadék lesz:

0,5 0,5
PO < X <0,5) = (s)ds:/ 0,2ds = 0,5-0,2 =0, 1.
0 0

Annak valdszintisége, hogy a holnapi csapadékmennyiség 0,5 mm és 2 mm
kozott lesz:

2
P(0,5 < X <2)= 05f(5)d3=/0

1 2
0, 2ds+/ 0,4ds = 0,5-0,2+1-0,4 = 0, 5.
1

5

16. Allitas (Az eloszlasfiiggvény és silirliségfiiggvény kapcsolata). Le-
gyen X abszoliit folytonos valoszintiségi valtozo, melynek F' az eloszlasfiiggvénye.

(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szdmra

F(t) = / ; F(s)ds.

(b) Az f(t) = F'(t) fiiggvény (azokra a t-kre, ahol F differencialhaté) az X
stirtiségtiiggvénye.

17. Allit4s (A stirtiségfiiggvény tulajdonsagai). Legyen f : R — R az
X valoszintiségi valtozo strtségtiiggvénye. Ekkor

(i) f(s) > 0 teljesiil “majdnem minden” s € R-re (példaul véges vagy
megszamlalhaté sok kivétel lehetséges).

(i) [, f(s)ds = 1.

2. Megjegyzés. Ha a g : R — R fiiggvényre teljesiil a fenti (i) és (i1) tulaj-
donsag, akkor van olyan X valosziniiségi valtozo, melynek g a stirtiségtiigg-
vénye.
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6.1. Abszolut folytonos valdszintiségi valtozék varhato
értéke, szorasa és momentumai

13.4. Definici6é (Varhaté érték, abszolit folytonos eset). Legyen X ab-
szoliit folytonos valoszintiségi valtozo, melynek stiriiségfiiggvénye f. Ekkor
X varhato értéke:

ha ez az integral létezik és véges.

13.5. Definicié (Szérasnégyzet és széras). Tegyiik fel, hogy az X valo-
szintiségi valtozo abszoliit folytonos, és stiriiségfiiggvénye f. Ekkor X szoras-
négyzete:

D*(X) =E[(X - E(X))].

szorasa pedig

D(X) = \E[(X ~E(X))2],

ha ezek a varhato értékek léteznek.

18. Allitas (A szérasnégyzet kiszamitdsa). A szordsnégyzetet a kovet-
kezoképpen szamithatjuk ki abszoliit folytonos X valoszintiségi valtozo esetén:

DA(X) = B(0) - [BCO) = [ 2 f(s)ds - [ | f(s)ds] 2,

—00 o0

ahol f az X siirtiségfiiggvénye.

7. Nevezetes abszolit folytonos eloszlasok

7.1. Egyenletes eloszlas

13.6. Definicié (Egyenletes eloszlas). Legyenek a < b valés szamok. Azt
mondjuk, hogy az X valosziniiségi valtozo egyenletes eloszlasi az |a, b] inter-
vallumon, ha stirtiségfiiggvénye

L haa<s<b;
g) = ¢ b—a’ - " =7
/() {O, kiilonben.
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1 . , 0 b ,
Vegyiik észre, hogy f(s) > 0 minden s-re, és [*° f(s)ds = [ 7=-ds =1, igy
f valdban lehet stirtiségfiiggvény, a 17. allitas és az azt kovetd megjegyzés
alapjan.

19. Allitas (Az egyenletes eloszlas tulajdonsagai). Legyen az X valo-
szintiségi valtozo egyenletes eloszldsu az [a, b] intervallumon. Ekkor a kévet-
kezok teljesiilnek.

(i) X eloszlastiiggvénye:

0, hat < a;
F(t)=P(X <t)=¢ &2 haa<t<b
1, hat >b.

(ii)) Ha a < ¢ <d <b, akkor

d d _
P(CSXSd):/f(s)ds:/bl ds:zl c
. . b—a —a

(iii) Az X valésziniiségi valtozé varhato értéke és szordsa:

E(X) = “;b; D(X) = b\/_T;‘

Vegyiik észre, hogy a varhato érték a megadott intervallum kozepe, a széréas
pedig az intervallum hosszaval aranyos — hosszabb intervallum esetén na-
gyobb a szoras.

Példa. Csomagot varunk, a futar 10 és 12 éra kozott érkezik. Feltessziik,
hogy érkezésének idépontja egyenletes eloszlasu a [10, 12] intervallumon. Ek-
kor az elozo allitas alapjan az alabbiak igazak.

e Annak valdszintisége, hogy 10 és 11 6ra kozott érkezik: (11 —10)/(12 —
10) = 1/2.

e Annak valészintisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik, 1/8 = 0, 125.
e Erkezési idépontjanak vérhat6 értéke: (10 +12)/2 = 11 éra.

e Erkezési idépontjanak szérdsa: (12 — 10)/v/12 = 1/4/3 = 0,5774.
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Egyenletes eloszlas
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10. abra. U(10,12) stirtiségfiiggvénye és 500 elemii minta hisztogramja.

7.2. Normalis eloszlas

13.7. Definicié (Normadlis eloszlas). Legyen m valds, o pedig pozitiv szam.
Azt mondjuk, hogy az Y valoszintiségi valtozo normalis eloszlasu m varhato
értékkel és 0? szérdsnégyzettel, ha stirtiségfiiggvénye

f(s) = ﬁl—m exp (— %) (s €R).

Jelolése: Y ~ N(m,c?).

Ez az f val6ban siirliségfliiggvény, és hogy az igy megadott Y-ra E(Y) =m
és D*(Y') = o (ezeket nem bizonyitjuk).

13.8. Definicié (Standard normadlis eloszlas). Azt mondjuk, hogy a Z
valdszintliségi valtozo standard normalis eloszlasi, ha normalis eloszlasu m =
0 vdrhaté értékkel és 0 = 1 szérasnégyzettel, azaz Z ~ N(0,1), és siiriiség-

fliggvénye:
1 2
—5%/2
f(s) = e s € R).
(s) or ( )

A standard normalis eloszlas eloszlastiiggvényét ®-vel jeloljiik, vagyis

I
@(t):P(Ygt):E/ e~/ 2ds.

28



Normalis eloszlas

A

' TN

04

relativ gyakorisagok
0.3
L

0.1

eriékek

11. abra.
A standard normalis eloszlas strtségfiiggvénye és 500 elemii minta
hisztogramja

20. Allitas (A normalis eloszlas tulajdonséigai). HaazY valdsziniiségi
valtozé normélis eloszlasti m varhaté értékkel és o? szérasnégyzettel, vala-
mint a < b valos szamok, akkor

(i)
Pla<Y <b)=Pla<Y <b) =

i [ o522
{2)-o(52)

(i) P(Y <b) =P(Y <b) = - [" exp ( - <5;;;‘>2>ds - @(l’——m).

2mo

(i) Pla<Y)=P(a<Y) = %faooexp(— %)ds —1- @(a;m>.

(iv) Y vdrhaté értéke m, szérasa o.

(v) Legyenek u,v valds szamok. Ekkor uY +v is normalis eloszlasu valészint-

ségi valtozo, um + v varhaté értékkel és u’o? szérasnégyzettel.
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Példa. Tegyiik fel, hogy a holnapi csticshémérséklet (Celsius-fokban mérve)
normalis eloszldasi m = 2 vérhaté értékkel és o? = 9 szérasnégyzettel.
Jeloljiik ezt a valoszintliségi valtozot Y-nal. Ekkor annak valészintisége, hogy
a holnapi csucshomérséklet 0 és 4 °C' kozott lesz:

IP(0<Y<4):IP(Y<4)—IP’(Y<O):<I>(%>—(I)(-%) =

o) o — 2 =a(2)_(1-(?
3 3 3 3
= 2@(%) —1=2-0,7486 — 1 = 0,4972,
felhasznalva a normadlis eloszlas tablazatét (vagy barmilyen statisztikai szoft-

vert) és a
O(—z)=1—0(2)

tulajdonsdgot (mely a standard normaélis eloszléds stirtiségfiiggvényének 0-ra
vonatkoz6 szimmetrigjabdl adddik).

7.3. Exponencidlis eloszlas
13.9. Definicié (Exponencidlis eloszlas). Legyen b > 0 pozitiv szdm.

Azt mondjuk, hogy az X valosziniiségi valtozé exponencialis eloszlasi b pa-
raméterrel, ha stirtiségfiiggvénye:

be7", has > 0;
(o) = {0

kiilonben.

21. Allitas (Az exponencialis eloszlis tulajdonsigai). Legyen X expo-
nencialis eloszlasi b > 0 paraméterrel. Ekkor a kovetkezok teljestilnek.

(i) X eloszlastiiggvénye:

1—e?, has>O0;

Fit)=PX <t)=P(X <t)= /_ f(s)ds = {O Kiilénben,

(ii)) X vdrhato értéke: E(X) = 1/b, szérdsa: D(X) = 1/b.
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Exponencialis eloszlas

06

relativ gyakorisagok
04

02

0.0

12. dbra. Exp(1) stirtiségfiiggvénye és 500 elemii minta hisztogramja.

Példa. Tegyiik fel, hogy egy radioaktiv részecske élettartamanak elolszasa
(mésodpercben mérve) 10 paraméterii exponencidlis eloszldsu valdsziniiségi
valtozo. Jeloljik ezt X-szel. Ekkor annak valdszintisége, hogy a részecske
tobb mint 1 méasodpercig életben marad:

PX>1)=1-F(1)=1-(1-e") =e1=0,0000454.
Annak val6szinlisége, hogy a részecske élettartama 0,1 és 0,2 mésodperc
kozé esik:
P(0,1< X <0,2)=F(0,2) — F(0,1) =1 —¢ 1002 (1 — 7 1001) =
=1/e—1/e* =0,2325.

A részecske élettartamanak véarhaté értéke: E(X) =1/10=0, 1.

8. Feltételes valoszintliség

Kérdés. Valakir6l annyit tudunk, hogy hiarom gyermeke van. Mennyi a
valészintisége, hogy a kozépso gyermeke fin? Es ha elarulja, hogy pontosan
egy fia van, mennyi annak valdsziniisége, hogy a kozépso gyermeke fiu?

Kérdés. Mennyi annak valdszinlisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott
embernek magas a vérnyomasa? Mennyi annak valészintisége, hogy magas a
vérnyomasa, ha megmérjiik a testtomegét, és megtudjuk rola, hogy tulsilyos
(de nem elhizott)?
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13.10. Definicié (Feltételes valésziniliség). Legyenek A, B € A események,
és tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Az A esemény B-re vonatkozé feltételes
valoszintisége:

P(AN B)

PIAIB) = 55

Az els6 esetben: A: a kozépso gyerek fit; B: pontosan egy fid van a harom
gyerek kozott. Ekkor AN B azt jelenti, hogy a kozépsé gyerek fii, és pon-
tosan egy fiu van, vagyis a mésik ketto lany. Mindebbdl, az egyszeriiség
kedvéért feltételezve, hogy a fitk és lanyok ardnya népességben megegyezik,
és a testvérek neme kozott nincs Osszefliggés (vagyis mind a nyolc lehetdség:
FFF, FFL, FLF, ..., LLL egyformén valészinti):

1
P(A) = P(a kozéps6 fin) = 5

Ugyanakkor a feltételes valdszintiséget igy szamolhatjuk ki:

L ) P(ANB P(LFL
P(a kozépsd fitlegy fit van) = <P(B) '~ IP’(FLL<LFL)LLF) -

= 1/3.

lwo|ool—

A miésodik esetben (nagyjabdl valés adatokkal): a magyar lakossdg 25 %-
danak van magas vérnyomésa (A esemény). A magyar lakossdg 30%-a tul-
sulyos (de nem elhizott), ez a B esemény. Azok ardnya, akik tulsilyosak
(de nem elhizottak) és magasvérnyomas-betegségben is szenvednek, 15 %.
Tehat:
P(magas vérnyomads) = 0, 25.

P(ANB) 015 _ .

P(B) 0,3 7

P(magas vérnyomas|tilsily) = P(A|B) =

Példa feltételes valészintiségre

Holnap 0, 4 valészintiséggel nem lesz csapadék, 0, 15 valdszintiséggel lesz es6
és ho is, 0,25 valdszintiséggel csak esd, 0,2 valdszintiséggel pedig csak ho.
Feltéve, hogy lesz es6, mennyi a valoszintisége, hogy havazni is fog?

A esemény: havazni fog. B esemény: lesz holnap esd. Ekkor P(B) = 0,15 +

0,25 =0,4. Masrészt AN B azt jelenti, hogy es6 és ho is lesz. Igy:

P(ANB) 0,15
P(B) 0,4

P(havazni fog|lesz esd) = =0, 375.
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3. Megjegyzés. 0 < P(A|B) < 1 teljesiil minden A, B € A eseményre, ha
P(B) > 0. Szintén ha P(B) > 0: az, hogy A és B fiiggetlenek, ugyanakkor
teljesiil, mint hogy P(A|B) = P(A).

8.1. Teljes valoszintliség tétele

13.11. Definicié (Teljes eseményrendszer). A By, By,... € A (véges
vagy megszamlalhaté sok) esemény egytittesét teljes eseményrendszernek ne-
vezziik, ha

() Uy Bi =
(ii) B; N Bj =0 teljestil minden 1 < i < j-re;

(iii) P(B;) > 0 minden i = 1,2, .. .-re

Példa.

Bi: holnap nem lesz csapadék;

Bs: holnap lesz csapadék, de nem tébb 5 mm-nél;

Bs: a holnapi csapadékmennyiség tobb mint 5 mm, de kevesebb mint 10 mm;
By4: a holnapi csapadékmennyiség meghaladja a 10 mm-t.

Ekkor By, By, Bs, By teljes eseményrendszer (koziiliik pontosan az egyik ko-
vetkezik be).

2. Tétel (Teljes valésziniiség tétele). Legyen A € A tetszbleges esemény,
By, By, ... pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

= > B(AIB)R(B)

Bizonyitas.

1. lépés: Felhaszndlva, hogy a 13.11. definicié (i) része szerint | J;=, B; =

P(A) :P<Aﬂ (QB)) - P(Q(AﬂBi).
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2. lépés: Az AN B;, i = 1,2,... események péaronként kizdréak (vagyis
semelyik ketté nem kovetkezhet be egyszerre). Ugyanis

hiszen a 13.11. definicié (i7) része szerint a B; események is paronként
kizardak.

3. lépés: A valbsziniiség (i) tulajdonsaga (az 1. definicié) megszamlalhato
sok paronként kizar6 esemény unidjanak valészintisége a valdszintiségek Gssze-
ge, igy az 1. lépést folytatva, majd felhasznalva a feltételes valdsziniiség de-
finicidjat (a 13.10. definicid):

P(A) = IF’< G(AOBZ-) - iIP(AﬂBi) - iIP(A|Bi)IP(Bi). O

Példa. Hanna satorozni megy Badacsonyba. Ha van csapadék, de nem
tobb 5 mm-nél, akkor 15% valdszintliséggel dzik be a satra. Ha tobb mint
5 mm, de kevesebb mint 10 mm csapadék lesz, akkor 35% valdszintliséggel.
Végiil, ha tébb mint 10 mm csapadék lesz, akkor 60% valdszintiséggel dzik
be a sator. Az elorejelzés szerint 10% valdszintiséggel lesz csapadék, de nem
tobb 5 mm-nél, 30% valdszintliséggel a holnapi csapadékmennyiség tobb mint
5 mm, de kevesebb mint 10 mm, és 20% annak valdészinlisége, hogy a csa-
padékmennyiség holnap meghaladja a 10 mm-t. Mennyi annak valészintisége,
hogy holnap beazik Hanna satra?

Az el6z06 példaban mar lattuk, hogy az ott felsorolt By, By, B3, B, események
teljes eseményrendszert alkotnak. Legyen az A esemény az, hogy Hannanak
bedzik a satra. Fzekre alkalmazzuk a teljes valdsziniiség tételét:

P(A) = P(A|B)P(B1) + P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(Bs) + P(A|By)P(By)
=0-0,34+0,15-0,14+0,35-0,34+0,6-0,2 = 0,24 = 24%.

8.2. Bayes-tétel

3. Tétel (Bayes-tétel). Legyen A € A olyan esemény, melyre P(A) > 0,
By, By, ... pedig teljes eseményrendszer. Ekkor minden k = 1,2, .. .-ra tel-
jestil, hogy

P(A|By)P(By)
P(Bi|A) = S IP>(/116|BZ‘)P]ZBZ')'
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Bizonyitds. Hasznéljuk a feltételes valészintiség definicidjat (13.10. definicid),
mindkétszer:

P(Br,NA)  P(A|By)P(By)

P(Bi|A) = =
Mivel A esemény, Bi, Bs, ... pedig teljes eseményrendszer, ezutan hasznél-
hatjuk a teljes valdszintiség tételét (2. tétel) a P(A) valészintiség kifejezésére,
igy megkapjuk az allitast. 0

Példa. Masnap Hanna a bedzott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak
valészintisége, hogy Badacsonyban tobb mint 10 mm eso esett ezen a napon?

A kérdés a By esemény (tobb mint 10 mm esé) valészintisége, feltéve, hogy
az. A esemény (a sdtor bedzik) bekovetkezett, azaz P(B4|A). Mar lattuk,
hogy P(A) > 0, By, By, B3, By pedig tovabbra is teljes eseményrendszer, igy
alkalmazhatjuk Bayes tételét:

P(A|B4)P(By) _
(A|BI)P(B1) + ...+ P(A|By)P(By)
B 0,6-0,2 ~ 0,12
" 0-0,340,15-0,14+0,35-0,3+0,6-0,2 0,24

P(BMA) = P

0, 5.

4. Megjegyzés. Szorzasi szabaly: ha A1, Ao, ..., A, események, és teljesiil,
hogy P(A;N...NA,) > 0, akkor

P(A;N...A,) =P(A)P(A3]A))P(A3] A1 N Ay) .. . P(ALJAT N ..M AL).
22. Allitds. Az exponencislis eloszlas orokifju tulajdonsaga. Legyen

X exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozé (barmilyen paraméterrel), és
legyenek s,t > 0 pozitiv szamok. Ekkor

P(X >s+tX >s)=P(X >1).
Bizonyitds. Legyen X paramétere b > 0. Az exponencialis eloszlas el-
oszlasfliggvénye, azaz a 21. allitas szerint
PX>u)=1-PX<u=1-Fu)=1-(1-e")=e"
Ezt és a feltételes valosziniiség definicidjat felhasznalva:

P(X > t —b(s+t)
P(X >s+tX >s) = (IP(in_)):ee—bs —e " =P(X >t). O
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9. Valészintliségi valtozdok egyiittes eloszlasa

13.12. Definicié (Valésziniiségi vektorvaltozd). Az X = (Xi,...,X,):
Q — R" fiiggvény valésziniiségi vektorvaltozo, ha tetszéleges a; < b; (i =
1,2,...,n) valés szamokra teljesiil, hogy

{we:a; < Xj(w) <by,ay < Xo(w) < bg,...,a4, < X,(w) <b,} €A

Ha X valoszintiségi vektorvaltozo, akkor az X; valoszintiségi valtozoé eloszlasat
az X 1. peremeloszlasanak nevezziik.

Az X valoszintiségi vektorvaltozo diszkrét, ha értékkészlete véges vagy meg-
szamlalhatoan végtelen.

9.1. Egyiittes eloszlas— és suriségfiiggvény

13.13. Definicié. Az X = (X;, ..., X,,) valdsziniiségi vektorvaltozo egytittes
eloszlasfiiggvénye az F' : R™ — [0, 1] fiiggvény, melyre

F(t) :F(tl,,tn) :P(Xl §t1,X2 §t27,Xn Stn), ha (tl,,tn) e R"™.

13.14. Definicié. Az X = (Xy,...,X,) valdsziniiségi vektorvaltozé ab-
szoliit folytonos, ha van olyan f : R™ — R fiiggvény, melyre

t1 tn
F(tl,...,tn):/ / f(s15--0y8p)dsy ... dsy,.

teljesiil minden (ty,...,t,) € R™ esetén. Ilyenkor az f fiiggvényt az X
egylittes stiriiségtiiggvényének nevezziik.

9.2. Valészintiiségi valtozok fiiggetlensége

13.15. Definicié. Azt mondjuk, hogy az Xi,..., X, : Q — R valdsziniiségi
valtozok fiiggetlenek, ha

P(Xl S tl,XQ S tg, e ,Xn S tn) = P(Xl S tl) . ]P(XQ S tg) .o P(Xn S tn)
teljesiil tetszoleges ty,ts, ..., t, valos szamokra.

Végtelen hosszii sorozatra a definicié igy modosul. Az X1, Xo, X3 ... valoszini-
ségi valtozok fliggetlenek, ha koziiliik barmely véges sokat kivalasztva fligget-
len valészintiségi valtozokat kapunk.
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Fliggetlen valészintiségi valtozokra példa:

o Két kockadobdsnal az elséként (X) és masodikként dobott szdm (X3).
e A holnapi csapadékmennyiség Budapesten és Torontéban.

o Két taldlomra valasztott ember testmagassaga.
Nem fiiggetlen valészintiségi valtozdkra példa:

o Két kockadobéasnal az els6 szam és a két dobott szam Gsszege.

e A holnapi csapadékmennyiség Budapesten és Budaorson.

o Két testvér testmagassaga.
23. Allitas. Tegyiik fel, hogy az Xi,...,X, valosziniiségi valtozok fiigget-
lenek, és ¢y, ..., g, : R — R fiiggvények. Ekkor a g1(X1), g2(X2),. .., gn(Xy)

valészintiségi valtozck is fiiggetlenek. Tovabba, ha h : RF — R, akkor a
Xy, .o, Xk), Xeta, - - -, Xy, valoszintiségi valtozok is fiiggetlenek.

24. Allitas (Fiiggetlenség és siirtiségfiiggvény). Tegyiik fel, hogy az X =
(X1, ..., X,) valoszintiségi vektorvaltozo abszoliit folytonos, egytittes stirtiség-
fliggvénye f, tovabba az X; valészintiségi valtozo stirtiségtiiggvénye f; minden
1=1,2,...,n esetén. Ezekkel a jelolésekkel: X1, X,, ..., X,, pontosan akkor
fiiggetlenek, ha

flt, . tn) = fi(ty) - folta) ... fu(tn)

teljestil barmely tq,1s,...,t, valos szamokra.

25. Allitas (Fiiggetlenség egész értékii esetben). Tegyiik fel, hogy az
X = (Xy,...,X,) valoszintiségi vektorvaltozé diszkrét, s6t minden perem-
eloszlasa egész értékii. Az X, Xo,..., X, valoszintliségi valtozok pontosan
akkor fiiggetlenek, ha

P(X1 = ki, X = k) =P(X1 = k1) - P(Xo = ks) ... P(X,, = k)

teljesiil barmely k1, ko, ..., k, egész szamokra.
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Példa. Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk n-szer, jelolje X; az i. dobés
értékét (i =1,...,n). Ekkor (X1, Xs, ..., X,,) flggetlenek. Példaul

1

P(X1=3X,=4)=P(X1 =3) - P(Xo =4) = 3
X 1
]P)( 1:3,X2:47X3:2>:P(Xl:3).P(X2:4),P<§(3:2):63

Vegylik észre, hogy ez 6sszhangban van azzal, hogy az els6 két dobas eredménye
36, a az elsé hdrom dobds eredménye 6° = 216-féle dobdssorozat lehet.

Példa. Tegytik fel, hogy az X és Y valoszinliségi valtozok fliggetlenek, és a
kovetkezoket tudjuk:

P(X=0)=1/2; P(X=2)=1/2; PY =1)=1/3 P =4)=2/3.

Ekkor a fliggetlenségbol kovetkezik, hogy

P(X =0,Y =4) =P(X =0)-P(Y =4) =

10. Varhaté érték, szoras, kovariancia, kor-
relacio

10.1. A varhaté érték tulajdonsagai

26. Allitas. Legyenek XY, X1, Xy, ..., X, olyan valosziniiségi valtozok, me-
lyeknek varhato értéke létezik vagy a 7.5. definicid, vagy a 13.4. definicio
értelmében. Ekkor a kévetkezok teljestilnek.

(a) Ha a < X < b teljesiil 1 valésziniiséggel valamely a,b vals szamokra,
akkor a < E(X) <b.

(b) Konstanssal szorzas. Ha ¢ € R, akkor
E(c- X) =c-E(X).
(c) Osszeg vérhaté értéke. E(X +Y) =E(X) +E(Y).
(d) Szorzat varhaté értéke fliggetlen esetben. Ha az X ésY valdszintiségi

valtozok fiiggetlenek, akkor E(X -Y) = E(X) - E(Y).
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(e) Legyen g : R™ — R fiiggvény. Ekkor, ha Xy, ..., X, diszkrét valésziniiségi
valtozok, akkor

E(g(X1,.... X)) = Y gt tn)P(Xy=t1,..., X, =1,),

ha a jobb oldal abszoliit konvergens, és az 0sszegzés az X1, Xa, ..., X, le-
hetséges értékeire torténik. Ha X1, ..., X, abszoliit folytonos valoszintiségi
valtozok f egytittes stirtiségfiiggvénnyel, akkor

E(g(X1, ..., X)) :/Oo /Oo Gt ) f(trs o ta)dty . d,

ha a jobb oldal abszoliit konvergens.
Gyakran el6fordul, hogy fiiggvényként a k. hatvanyra emelést hasznaljuk.

13.16. Definicié (Momentumok). Legyen X olyan diszkrét vagy abszolit
folytonos valészintiségi valtozé, melyre X* varhaté értéke létezik. Ekkor az
X valoszintiségi valtozo k. momentuma:

E(X*  (k=1,2,...).
Az allités (e) része alapjan, ha X diszkrét valdszintiségi valtozd, akkor
E(X*) =) ufP(X = u),
i=1

ahol uy, uq, ... az X lehetséges értékei. Ha X abszolit folytonos, és stirtiség-
fiiggvénye f, akkor viszont igy szamolhatjuk a k. momentumot:

E(X*) = /Oo thf(t)dt.

e}

10.2. A szoérasnégyzet tulajdonsagai

27. Allitas. Legyenck X,Y, X1, Xo, ..., X,, olyan valésziniiségi valtozdk, me-
lyeknek szorasa létezik. Ekkor a kovetkezOk teljesiilnek.

(a) Nemnegativitas. D(X) > 0.
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(b) D*(X) = 0 akkor és csak akkor, ha P(X = c¢) = 1 valamilyen ¢ € R
szamra.

(c) Konstans hozzdadasa D?(X + b) = D*(X) tetszéleges b € R szdmra.

(d) Konstanssal val6é szorzas. D?*(a - X) = a?D?*(X), és D(a - X) =
la|D(X) tetszéleges a € R szamra.

(e) Osszeg szérasnégyzete fiiggetlen esetben. Ha X és Y fiiggetlenek,
akkor D*(X +Y) = D*(X)+ D?*(Y). Altaldnosabban, ha X, X, ..., X,
fiiggetlenek, akkor D*(X; + ...+ X,,) = D*(X}) + ... + D*(X,,).

Példa. Tegyiik fel, hogy X és Y fliggetlen normaélis eloszldsu valdszintiségi
valtozok, és X varhato értéke 3, szérasa 2, Y varhaté értéke 10, szérasa 5.
Ekkor az 0sszegiik varhato értéke és szorasnégyzete:

E(X +Y)=E(X)+E(Y) = 13; D*(X +Y) = D*(X)+ D*(Y) = 29.
A kiilonbségiik varhaté értéke és szorasa:

E(X -Y)=EX)-EY) = -T; D*(X —Y)=D*X)+ D*Y) =29
A 2X + 3Y valdszintiségi valtozo varhaté értéke és szorasnégyzete:

E(2X+3Y) = 2E(X)+3E(Y) =36;  D*(2X+3Y) = 4D*(X)+9D*(Y) = 241.
Példa: Az atlag varhato értéke és szorasa

28. Allitas. Tegyiik fel, hogy X1, Xo,..., X, figgetlen, azonos eloszldst
valoszintiségi valtozok (vagyis eloszlasfiiggvényiik megegyezik). Ekkor

E(X1+ ...+ X,) =nE(X));  D(Xi+...+X,) =vnD(Xy).

29. Allit4s. Legyenek X1, Xo, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi
valtozok. Ekkor

E(X1+.7;L.+Xn) _E(X)): D(X1+.7.1.+Xn) _ Df/)g)‘
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10.3. A kovariancia és tulajdonsagai

13.17. Definicié (kovariancia). Legyenek X ésY olyan valésziniiségi valtozdk,
melyeknek szorasa létezik. Ekkor az X és'Y kovarianciaja:

cov(X,Y) = E[(X — E(X)) - (Y — E(Y))].

30. Allitas. Legyenck X,Y,Z, X1, ..., X, olyan valésziniiségi valtozok, me-
lyek szorasa létezik. Ekkor a kovetkezOk teljestilnek.

(a) A kovariancia kiszamitasa. cov(X,Y) =E(X -Y) - E(X)E(Y).

(b) Szimmetria. cov(X,Y) = cov(Y, X).

(c) Konstanssal val6 kovariancia. cov(X,c) =0, ha c € R.

(d) Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).

(e) Linearitas. Egyrészt cov(X + Y, Z) = cov(X, Z) + cov(Y, Z), mdsrészt
tetszéleges ¢ € R szamra cov(cX,Y) = c¢- cov(X,Y).

(f) Fiiggetlenséggel val6 kapcsolat. Ha az X ésY valdszintiségi valtozok
fiiggetlenek, akkor cov(X,Y) = 0.

(g) Osszeg szérasnégyzete. D*(X +Y) = D*(X) + D*(Y) + 2cov(X,Y).

Tovabbd ) )
D ( 3 Xi> =Y D*(X) +2) cov(X.Y).
=1 =1

1<j

(h) Kiilonbség szoérasnégyzete D*(X —Y) = D*(X) + D*(Y).

Példa. Legyen X Poisson-eloszlasi valészintiségi valtozé 2 paraméterrel.
Ekkor
(e) (e)

cov(X +3,2- X) = 2cov(X + 3, X) = 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =

“Dop(X)=2.-2=4,

ahol felhasznéltuk a Poisson-eloszlas szorasnégyzetére vonatkozo Osszefliggést
(10. allitas (a) rész).

Példa. Legyenek X és Y fiiggetlen standard normalis eloszlast valdszintiségi
valtozok. Ekkor

cov(2X —=5Y, X +Y) © 2cov(X, X) + 2cov(X,Y) — 5cov(X,Y) — beov(Y,Y)

D op2(X) — 5D (Y) = —3.
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13.18. Definicié (Korrelalatlansig). Ha az X,Y valdszintiségi valtozok
kovarianciaja 0, akkor azt mondjuk, hogy X ésY korrelalatlanok.

31. Allitas (Fiiggetlenség és korreldlatlansag). (i) Ha az X és'Y vals-
szintiségi valtozok fiiggetlenek és szorasuk Iétezik, akkor korrelalatlanok, azaz
cov(X,Y) =0.

(ii) Vannak olyan U,V valésziniiségi valtozok, melyek nem fiiggetlenek, de
korrelalatlanok, azaz cov(U, V') = 0.
Az &llités (ii) részére példa a kévetkezd. Legyen X és Y két szabdlyos koc-
kadobas, ezek fiiggetlenek. Legyen tovabbd U = X + Y,V = X — Y. Ekkor
cov(U, V) =cov(X +Y, X -Y) =
D D2AX) — cov(X,Y) + cov(X,Y) — DX(X) =

Y p2x) — DY) = 0.

Ugyanakkor U és V nem fiiggetlenek, példaul

0=PU =11,V =0) #P(U = 11) - B(V = 0) =

| =

3
36
10.4. A korrelacios egyiitthato

13.19. Definicié (Korrelaciés egyiitthatd). Legyenek X ésY olyan valo-
szintiségi valtozok, melyek szorasnégyzete létezik. Ekkor X és'Y korrelacios
egylitthatoja:

cov(X,Y .
R(X,Y) = SXBey, ha D(X)>0,D(Y) > 0;
0, ha D(X) =0 vagy D(Y) = 0.

32. Allitas (A korrelacids egytuitthaté tulajdonsagai). Legyenek X és
Y olyan valészintiségi valtozok, melyek szorasa létezik.

(i) Ekkor teljestil, hogy
IR(X,Y)| < 1.

(ii) Legyen a > 0 valds szam, b tetszéleges valos szam. Ekkor

R(X,aX +b)=1¢és R(X,—aX +b) =—1.

42



(iii) Tegyiik fel, hogy |R(X,Y)| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b valds
szamok, hogy az Y = aX + b egyenlet 1 valoszintiséggel teljestil.

Példa. Kétszer dobunk szabalyos dobdkockaval. Kiszamitjuk az elészor
dobott szamnak és a dobott szamok 0sszegének korrelacios egyiitthatéjat.

Ehhez legyen X az el6szor dobott szam, Y a mésodszor dobott szam. A
kérdés X és X + Y korrelaciés egyiitthatoja. Felhaszndlva, hogy X és Y
fiiggetlenek, és igy egyrészt a kovarianciajuk nulla, méasrészt az Osszegik
szordsnégyzete a szordsnégyzeteik dsszege (27. allités):
RX.X+Y) = cov(X, X +Y) _ cov(X, X) 4 cov(X,Y)
D(X)D(X +Y)  D(X)/D*X)+ D*(Y)

T DX)-V2-D(X) V2

14. Definicié (Standardizalas.). Legyen X valdsziniiségi valtozo, mely-
nek szorasa létezik. Ekkor X standardizaltjanak az

_ X -E(X)

=T

valosziniiségi valtozot nevezziik.

5. Megjegyzés. A standardizalt varhato értéke 0, a szorasa 1, és az is tel-
jesiil, hogy R(X,Y) = R(X*,Y™).

11. A nagy szamok torvényei

14.1. Definicié (Sztochasztikus konvergencia). Legyen X, X, ... valo-
szintiségi valtozok sorozata. Azt mondjuk, hogy ez a sorozat sztochasztikusan
konvergal az Y valdszintiségi valtozohoz, ha minden € > 0-ra

P(|X,—-Y|>¢)—0

teljesiil n — oo esetén.

15. Definicié. Elnevezés: azt mondjuk, hogy az X ésY valoszintiségi valtozok
azonos eloszlasiak, ha eloszlasfiiggvényiik megegyezik, azaz minden t € R-re
P(X <t)=PY <t).
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4. Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye). Legyenek X, X, ... olyan
valdszintiségi valtozok, melyek fiiggetlenek, és azonos eloszlasiak (vagyis el-
oszlasfiiggvényiik megegyezik). Tegyiik fel, hogy D(X) létezik. Ekkor

X1+ Xo+...+ X,
n

sztochasztikusan n — oo esetén.

Ez tehét azt jelenti, hogy ha X,, = (X1 + Xo + ... + X,,)/n jeloli az els6 n
valdszintiségi valtozo atlagat, akkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X;)| >¢) =0 (n — 00).

15.1. Definicié (1 valdszintiségili konvergencia). Legyen X, X, ... valo-
szintiségi valtozok sorozata. Azt mondjuk, hogy ez a sorozat 1 valoszintiséggel
konvergal a Z valoszintiségi valtozohoz, ha

P({w e Q: Xp(w) = Z(w)}) = 1.

6. Megjegyzés. Ha X,, — Z teljesiil 1 valdsziniiséggel, akkor X, — Z
sztochasztikusan is. Ennek a megforditdsa viszont nem igaz (van olyan szto-
chasztikusan konvergens sorozat, mely nem 1 valdsziniiséggel konvergens).

5. Tétel (A nagy szdmok erds torvénye). Legyenek X1, Xo, ... valoszi-
ntiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azonos eloszlasuak. Tegytik fel még,
hogy E(X,) létezik. Ekkor

Xi+Xo4 ...+ X,
BRI T

n

teljesiil 1 valoszintiséggel n — oo esetén.

11.1. Egyenlotlenségek

33. Allitas (Markov-egyenl6tlenség). Legyen t > 0 tetszéleges pozitiv
szam, X pedig olyan véges varhaté értéki valoszintiségi valtozo, mely csak
nemnegativ értékeket vesz fel, vagyis melyre X > 0 teljesiil. Ekkor

E(X)

B(X > 1) < =
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34. Allit4s (Csebisev-egyenl6tlenség). Legyen X véges szordasu valszinti-
ségi valtozo, s > 0 pozitiv szam. Ekkor

D*(X)

2

PX —E(X)[ > s) <

S

35. Allit4s. Legyen X véges szorasu valdszintiségi valtozo, s > 0 pozitiv
szam. Ekkor
D*(X)

52

B(X —E(X)| < s) > 1—

12. Centralis hatareloszlastétel

15.2. Definicié (Eloszlasbeli konvergencia). Legyen X, Xs, ... valoszi-
niiségi valtozok sorozata, X; eloszlasfiiggvénye F; (i = 1,2,... esetén). Le-
gyen tovabba Y valoszintiségi valtozo, melynek eloszlastiiggvénye F. Azt
mondjuk, hogy az (X,)nen sorozat tart Y-hoz eloszlasban, ha

F,.(t) = F(t) (n — o0)

teljesiil minden olyan t € R-re, melyre F folytonos t-ben.

6. Tétel (Centralis hatareloszlastétel). Legyenek X, Xo, ... fiiggetlen a-
zonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, melyeknek szorasa létezik. Hasznaljuk
a kovetkez6 jeloléseket: E(X;) = m és D(X;) = s. Legyen Y standard
normaélis valésziniiségi valtozé: Y ~ N(0,1). Ekkor

s\v/n

eloszlasban n — oo esetén. Vagyis tetszoleges a < b valos szamokra teljestil,
hogy

—Y

sv/n

azaz (mivel Y standard normalis eloszlasi):

Xi+Xo+...+X,—n- 1 b
lim P(a < ki ks nom < b) = —/ e 2y
n—o0 S\/ﬁ a

lim ]P’(a <

n—oo

<b):P(a§Y<b),
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Ez utébbi osszefliiggést igy is atfogalmazhatjuk:

1 b
P(nm+as\/ﬁ§X1+X2+...+Xn<nm+bs\/ﬁ)—>—/e_$2/2dm
V2r Ja

teljesiil n — oo esetén.

Példa. Legyenek X;, X,,... fliggetlen s = 0,5 paraméterii exponencialis
eloszlasu valészintiségi valtozdk. Ezek azonos eloszlasiak, véges szorasuak,
és
1 1
E(Xl) = - = 2, D(Xl) =—-=2
s s

A nagy szamok erds torvénye szerint
n
o1
lim — E X; =2
n—oo 1
=1

1 valészintiséggel.

A centralis hatareloszlastétel szerint tetszdleges a < b szamokra

"X, —2n b
lim P(a < M < b) = / e Pdxr = (b) — ().
n—00 2\/5 a
Atrendezve:

n—oo

n b
lim P( 2av/n < X, —2n<2b/n) = | e dx = d(b) — d(a).
j
Jj=1 a

n—oo a

) "X 2b
limP<2+—a§h<2+—)
n—00 \/ﬁ n \/ﬁ

n b
lim P(Qn + 2ay/n < ZXj <2n+ 2b\/ﬁ) = / e 2dx = ®(b) — ®(a).
j=1

= /b e 2y = O(b) — P(a).

a

Tehat példaul a = —1 és b = 1 valasztassal
2 i1 X 2 !
lim]P(2 ——=< h <24+ —) = / e Pdr = d(1) — d(—1)
n—00 vn n vn _1

= (1) — [1—B(1)] =28(1) —1=12-0,8413 — 1 = 0, 6826.
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13. abra.
Az atlag valtozdsa a darabszam fiiggvényében fiiggetlen exp(0,5) eloszlasu
mintanal

Ugyanakkor példaul

noX.
% < 2,00008) — 1.

lim P(l, 99993 <
n—oo

A 13. dbran a kovetkezd lathatd. Xi, Xo, ..., X300 fliggetlen exponencidlis
eloszlasu valdszintiségi valtozok s = 0,5 paraméterrel, mint elébb. Min-
den n = 100,101,...,3000-re kiszamitjuk az %(27:1 X;) atlagot, és ezt
abrazoljuk n fiiggvényében. Az étlag E(X;) = 1/s = 2-hoz konvergdl a
nagy szamok eros torvénye szerint 1 valoszintiséggel. Az abréan az atlag nem
megy nagyon kozel a kettéhoz, de elég nagy n-re 1,95 és 2,05 kozé esik. Az
atlag szérdsa n = 3000-re 2/4/3000 = 0,0365 a 29. allitds szerint.

13. Valoszintliségi valtozok oOsszege

13.1. Konvolucid

36. Allitas. Legyenek X és Y olyan fiiggetlen valosziniiségi valtozok, me-
lyek lehetséges értékei egész szamok. Ekkor

P(X+Y =k) = f: P(X = i)P(Y =k — ).

1=—00
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37. Allit4s. Legyenek X ésY egymastdl fiiggetlen, abszoliit folytonos valo-
szintiségi valtozok. Legyen az X stiriiségfiiggvénye f, az Y -é pedig g. Ekkor
az X +Y valoszintiségi valtozo is abszolit folytonos, és stirtiségfiiggvénye:

heolt) = [ " Fs)glt — s)ds.

13.2. Nevezetes eloszlasok 0Osszege

38. Allitas (Binomislis eset). Tegyiik fel, hogy X1, Xa, ..., X, fiiggetlen
valosziniiségi valtozok, ugy, hogy X; eloszlasa binomialis m; renddel és p
paraméterrel (i = 1,...,n). Ekkor X;+...+ X, eloszldsa binomialis eloszlas
my1 + mo + ...+ m, renddel és p paraméterrel.

39. Allitas (Geometriai eset). Tegyiik fel, hogy X;, Xo, ..., X, fiiggetlen
valdszintiségi valtozok, gy, hogy X; geometriai eloszlasu p paraméterrel (i =
1,...,n). Ekkor X;+ ...+ X, eloszldsa negativ binomialis eloszlas n renddel
és p paraméterrel.

40. Allitas (Negativ binomidlis eloszlas). Legyenek Xy,..., X, fiigget-
len valészintiségi valtozok, igy, hogy X; negativ binomialis eloszlasii m; rend-
del és p paraméterrel (i = 1,...,n). Ekkor X; + ...+ X,, eloszldsa negativ
binomialis eloszlas my + mo + ...+ m,, renddel és p paraméterrel.

41. Allitas (Poisson-eloszlas). Legyenek X, ..., X, figgetlen valészinii-
ségi valtozok, gy, hogy X; Poisson-eloszlasu s; paraméterrel (i = 1,...,n).
Ekkor

(a) X1 + Xy Poisson-eloszlasu s + so paraméterrel.
(b) X1+ Xs+ ...+ X, Poisson-eloszlasii s; + ...+ s, paraméterrel.
42. Allitias (Normalis eloszlas). Legyenek X, ..., X, fiiggetlen valoszi-

niiségi valtozdk, gy, hogy X; normalis eloszldsti m; vdrhaté értékkel és o?
szorasnégyzettel (i = 1,...,n). Ekkor

(a) X1+ X, normalis eloszldsi my+my vdrhaté értékkel és o3 +03 szérasnégy-
zettel.

(b) X1+ Xo+...+ X, normélis eloszlasi my + ...+ m, varhaté értékkel és

0% + ...+ 02 szérdsnégyzettel.
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14. Tovabbi nevezetes abszolut folytonos el-
oszlasok

15.3. Definicié (gamma-fiiggvény). Ha a > 0 pozitiv szdm, legyen
[(a) = / t*te~tdt.
0

Parcidlis integrélassal kiszamithatd, hogy I'(a) = (a — 1)['(a — 1) minden
a > 1-re, és igy I'(n) = (n — 1)!, ha n pozitiv egész.

15.4. Definicié (gamma-eloszlas). Legyenek a és \ pozitiv szamok. Azt
mondjuk, hogy az X valosziniiségi valtozé gamma-eloszlasi a renddel és \
paraméterrel, ha stirtiségfiiggvénye

DN PR .
fly={ @
0, t <O0.

15.5. Definicié (y*-eloszlas). Legyenek X1, Xo,..., X, fiiggetlen standard
normalis eloszlasu valoszintiségi valtozok. Az

Y=X{+X7+...+X2

valészintiségi valtozé eloszlasat q szabadséagi foku x?-eloszlasnak nevezziik.
Ennek stirtiségfiiggvénye:

ta/2=t _t/2 .
f = | e 20
0, t<0.

A ¢ szabadsagi foki y-négyzet eloszlds megegyezik az a = ¢/2 rendd és
A = 1/2 paraméterti I-eloszlassal.

15.6. Definicié (F-eloszlas). Legyenek m,n pozitiv egészek, X1, ..., X,
Y1,Ys, ..., Y, pedig fiiggetlen standard normalis eloszlasu valosziniiségi valto-

z0k. Ekkor az
Cn(XP+ X4+ X))

- om(YP Y YD)

valosziniiségi valtozo eloszlasat m,n paraméterii F-eloszlasnak nevezziik.
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14. dbra. Az n = 3 szabadsdgi foku y?-eloszlas stirtiségfiiggvénye

15.7. Definicié (t-eloszlas). Legyenek Xy, Xs, ..., X, ésY fiiggetlen stan-
dard normalis eloszlasu valészintiségi valtozok. Ekkor a

Y
V(X2 + X2+ .+ X2)/n

valoszintiségi valtozo eloszlasat n szabadséagi foku t-eloszldasnak (vagy Student-
eloszldasnak) nevezziik.

15.8. Definicié (Cauchy-eloszlas). Az n = 1 szabadsagi foku t-eloszldst
Cauchy-eloszlasnak nevezziik. Vagyis, ha X ésY fiiggetlen standard normalis
eloszlasi valészintiségi valtozcok, akkor X /Y Cauchy-eloszlasi. Ennek stirtiség-
fliggvénye:

1
1422

A Cauchy-eloszlasnak sem varhato értéke, sem szérasa nem létezik.

15.9. Definicié (beta-eloszlas). Legyenek a,b > 1 szdmok. Azt mondjuk,
hogy az U valobszintiségi valtozo beta-eloszlasi a és b paraméterekkel, ha
stirtiségtiiggvénye

F(6L+b) a—1 - b—1 ‘
f(t) = { T -t e 0,1];
0, t<0vagyt>1.

Vegyiik észre, hogy a slirliségfiiggvény csak a [0,1] intervallumon vesz fel
pozitiv értékeket, vagyis a beta-eloszlasbol sorsolt értékek mindig 0 és 1 kozé
esnek.
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15. abra. A Cauchy-eloszlas stirtiségfiiggvénye
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16. abra. A beta-eloszléas stirtiségfiiggvénye a = 5 és b = 2 paraméterekkel

o1



