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1. Valdésziniliségi mezo

1.1. definicié (Kolmogorov-féle valésziniiségi mez8). Az (2, A, P) hadr-
mast Kolmogorov-féle valosziniiségi mezének nevezziik, ha

e () nem tires halmaz;

o A az Q részhalmazaibdl allé halmaz (azaz minden A € A-ra A C Q)
gy, hogy

(i) Q€ A;

(ii) ha Ay, Ay, ... € A, akkor |J,~ | A, € A (azaz megszdmldlhaté sok
A-beli elem unidja is A-beli);

(iii) ha A € A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere
is A-beli.

e P: A—|[0,1] fiiggvény, melyre

(i) P(Q)=1;
(ii) ha Ay, Ay, ... € A és minden 1 <i < j-re A; N A; =0, akkor

o(00) - Srn

1.2. definicié. A Kolmogorov-féle valosziniiségi mezével kapcsolatos elne-
vezések:

e (): eseménytér vagy elemi események halmaza.
e () elemei (w € Q)): elemi események.
e A: események halmaza (vagy események o-algebrdja).

o A elemei (A € A): események.



P: valdszintiség (probability).

e () esemény neve: biztos esemény.

() (iires halmaz) esemény neve: lehetetlen esemény.

A € A és B € A kizdré események, ha AN B = (), azaz nincs olyan
w € A, melyre w € B is teljestil.

1.3. megjegyzés. A valdszintiség (it) tulajdonsagat (megszamldlhaté sok
kizaré esemény unidjanak valészintlisége a valoszintiségiik dsszege) o-additi-
vitasnak hivjak.

1.4. definicié (Diszkrét valdsziniiségi mez6). Az (2, A, P) valoszintiségi
mez6 diszkrét, ha ) véges vagy megszamlalhatoan végtelen.

1.5. allitas. Ha ) elemeinek szama n, akkor az Osszes lehetséges esemény
szama 2".

Bizonyitds. Az események () részhalmazai. Egy n elemii halmaznak 2"
részhalmaza van, ezek koziil barmelyik lehet esemény. O
1.1. Példak valoszintliségi mezore

Csapadék

Tegytik fel, hogy holnap 25% valdszintiséggel lesz csapadék. Ennek egy mo-
dellje Kolmogorov-féle valdszintiségi mezdvel:

e () = {lesz, nem lesz}.
o A az ) Osszes részhalmaza. Ez 22 darab:

A = {0, {lesz}, {nem lesz}, {lesz, nem lesz} }.

e P: A —[0,1] az aldbbiak szerint:

P(D) = 0; P(lesz) = 0,25; P(nem lesz) = 0, 75; P(lesz, nem lesz) = 1.



Szabalyos kockadobas

Egyszer dobunk egy szabdlyos dobdkockaval.
o O =1{1,2,3,4,5,6).
o Aaz {1,2,3,4,5,6} Osszes részhalmaza. Ez 2° darab, vagyis | A| = 64.
o P(A) = % minden A € A-ra. Vagyis példaul

P(5) = P(6t6st dobunk) = 1/6 (A={5});
P(1,2) = P(hdromnél kisebb szamot dobunk) = 2/6 = 1/3;
P(2,4,6) = P(paros szamot dobunk) = 3/6 = 1/2.

Vagyis: annak valészintisége, hogy péros szamot dobunk, 1/2.

Harom szabalyos érmedobas

Héromszor dobunk egy szabdlyos pénzérmével. A szabdalyossag (szimmetria)
miatt minden lehetséges dobassorozat egyforman valdszinii.

e Q= {FFF FFI,FIF,FII,IFF,[FI,IIF,[IT}. Vagyis |0 = 8.
o A az ) Osszes részhalmaza. Ez 28 darab.
o P(A) = % minden A € A-ra. Vagyis példaul

P(FII) = P(az els6 dobés fej, a mésik ketté iras) = 1/8;
P(FFF,FFI, FIF, FII) = P(az els6 dobés fej) = 4/8 = 1/2;
P(FFI,FIF,IFF) = P(pontosan két fejet dobunk) = 3/8.

Vagyis: annak valészintisége, hogy pontosan két fejet dobunk, 3/8.

Két szabalyos kockadobas

Kétszer dobunk egy szabélyos dobdkockaval (minden szamolds ugyanaz lenne,
ha két szabélyos dobdkockaval dobnank).

e O = {11,12,13,...,65,66}, ahol példaul 13 azt jelenti, hogy az els6
dobds 1, a masodik 3 (ez kiilonbozik 31-t6l). || = 6-6 = 36, vagyis 36
darab elemi esemény (dobéassorozat) van: mindkét dobas hatféle lehet.
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o A: az () Osszes részhalmaza. | A| = 2%.

e P(A) = % minden A € A-ra. Példaul:

A = {16,25,34,43,52,61} = {az Gsszeg T}.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Tehat P(A) = P(az dsszeg 7) = 6/36 = 1/6. Masik példa:
B = {46,55,56,64, 65,66} = {az Osszeg legalabb 10}.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Tehat P(B) = P(az 6sszeg legalabb 10) = 6/36 = 1/6.

Itt A és B kizar6 események, a metszetiik iires, nincs olyan dobdssorozat,
ami A-ba és B-be is beletartozna.

Fagyos napok szama decemberben

Ha a decemberi fagyos napok (amikor fagypont ald megy a hémérséklet)
szamat figyeljiik, akkor az Osszes lehetdség: 0,1,...,31. Vagyis lehet Q) =
{0,1,...,31}. Ilyenkor A lehet az Q) 6sszes részhalmaza.

Viszont az egyes lehetdségek valoszintiségét nem tudjuk konnyen megmon-
dani. Viszont a 0,1,...,31 nem mind egyforman valészintiek: példaul az 5
minden bizonnyal valésziniibb, mint a 31.

Az Osszes eddigi példaban diszkrét valdszintiségi mezo szerepelt, hiszen 2
minden esetben véges. A kovetkezd példa mar nem diszkrét.



Csapadékmennyiség

Tekintsiik a holnapi csapadékmennyiséget milliméterben mérve, de kerekités
nélkul.

e () =10,300] (ha feltessziik, hogy 300 mm-nél sosem esik t6bb).

e A: Az események halmazanak pontos leirasdhoz mélyebb matemati-
kai felépités és fogalmak lennének sziikségesek, de az alabbi példakban
szerepld halmazok j6l érthetdk és A-beliek.

e P: ez a modelltdl fiigg (amit példdul a kordbbi megfigyelések alapjan
készithetiink el).
0€Q, {0} € A, és P(0) = P(holnap nem lesz csapadék).
[0,5) € A, és P(]0,5)) = P(holnap 5 mm-nél kevesebb csapadék lesz).
[10,300) € A, és P([10,300]) = P(legalabb 10 mm csapadék lesz).

1.6. megjegyzés. Tekintsiik a napi csapadékmennyiséget egész szeptembe-
ren keresztiil. Ekkor Q = [0,300]*° Iehetne j6 vdlasztds: mind a 30 naphoz
egy 0 és 300 kozotti érték tartozik, osszesen egy 30 tagu véletlen sorozatot
kapunk.

1.2. Miveletek és valosziniiségek
Legyen (€2, A, P) Kolmogorov-féle valészintiségi mezo.
1.7. definicié. Legyenek A, B € A események.

o Unio: AUB={weQ:we Avagyw e B}.

Metszet: ANB={weQ:weAéwe B}

Komplementer/ellentett esemény: A = {w € Q:w ¢ A},

Kiilonbség: B\ A={weQ:we Béw¢ A}

A maga utdan vonja B-t, ha minden w € A-raw € B is teljestil. Jeldlés:
ACB.

1.8. allitas. Ha A € A esemény, akkor P(A) =1 — P(A).
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Bizonyitds. A és A kizar6 események, azaz AN A = (). Ig_y a valoszinliség
(i7) tulajdonsdga alapjan (1.1. definicié) alapjén P(A) +P(A) =P(AUA) =
P(€2) = 1, a valdészintiség (i) tulajdonsagat is felhasznalva. O

1.9. allitas. Tetszbleges A, B € A eseményekre P(B) = P(ANB)+P(B\ A).

Bizonyitds. A definiciobdl kovetkezik, hogy AN B és B\ A kizar6 események
(az egyikban csak A-beli, a masikban csak A-n kiviili elemi események van-
nak, igy nem lehet olyan, amit mindkett$ tartalmaz). Ezért a valészintiség
(47) tulajdonsdga alapjan (1.1. definicid)

P(ANB) +P(B\ A) =P((ANB)U(B\ A)) = P(B).

1.10. allitas. Ha az A, B € A eseményekre A C B, akkor P(A) < P(B).

Bizonyitds. Az A C B feltétel miatt AN B = A. Az el6z6 allitast és
a valészinliség definicidjat hasznaljuk, miszerint egy esemény valdszintisége
nem lehet negativ:

P(B) = P(ANB) + P(B\ A) = P(4) + P(B\ A) > P(A).

1.3. Szitaformulak

1.11. Allitas (Szitaformula két eseményre). Tetszbleges A, B € A ese-
ményekre teljesiil, hogy

P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B).

Bizonyitds. Az A és B\ A események kizardak. Hasznaljuk a valdszintiség
(17) tulajdonsagat (1.1. definicid), majd az 1.9 &llitast:

P(AUB) =P(AU (B\ A)) = P(A) + P(B\ A) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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1.12. Allitas (Szitaformula harom eseményre). Tetszéleges A, B,C €
A eseményekre teljesiil, hogy

P(AUBUC) =P(A) +P(B) +P(C) —P(AN B)—
—P(BNC)—-P(CNA)+P(ANBNC).

1.13. 4llitas (Szitaformula, Poincaré-formula). Legyenek Ay, ..., Ay tet-
szoleges események. Ekkor az események unidjanak valészintiségét a kovet-
kezoképpen szamithatjuk ki:

k k
]P’(UA,-) =3 PA) - Y P(AL N AL+
=1 i=1 1<i1 <2<k
+ > P(A, N A, N A)—
1<i1<i2<iz<k
— L (FD)RP(AIN . N A) =
k
(—1)t*! > P(A, NA,N.. N Ay).

1 1< <io<...<it<k

t

1.14. megjegyzés. Az utolsé részben a belsé Osszegnek (’z) tagja van, hi-
szen ennyitéleképpen tudunk kivalasztani az 1,2, . .., k szamok koziil k kiilon-
bézbt, ha a sorrend nem szamit (és itt nem szamit, hiszen nagysag szerint
lesznek rendezve).

1.4. Példak a szitaformulara
Két esemény

Tegyiik fel, hogy a holnapi napon 0,3 valdszintiséggel esik az eso, 0,2 valo-
szinliséggel esik a ho, 0,1 valdszintiséggel pedig esé is esik és ho is hullik.
Annak valdszintiségét, hogy lesz csapadék esé vagy hé forméjaban (az is
szamit, ha mindkett6 lesz), a kovetkez6képpen szamithatjuk ki:

A : es6; P(A) =0,3; B : ho; P(B)=0,2;
P(AN B) =P(es6 és ho is lesz) = 0, 1;
P(es6 vagy h6) =P(A)+P(B) —-P(ANB)=0,3+0,2—-0,1=0,4.



Harom esemény

Tegyiik fel, hogy a holnapi napon Ajkan 0, 1, Békéscsaban 0, 3, Csornan pe-
dig 0,4 valdszintiséggel esik az es6. Annak a valosziniisége, hogy Ajkan és
Békéscsaban is esik, 0,06, annak, hogy Békéscsaban és Csornan is, 0,25, an-
nak pedig, hogy Ajkan és Csornan is, 0,08. Végiil annak val6szintisége, hogy
mindharom helyen esik az es6, 0,02. Kérdés: mennyi annak valészintisége,
hogy holnap a harom varos koziil legalabb az egyik helyen esik az es6.

Az 1.12. allitas alapjan igy szamolhatunk, ha A az az esemény, hogy Ajkan
esik, B az, hogy Békéscsaban, C' pedig az, hogy Csornan lesz eso:

P(legalabb az egyik helyen esik) = P(AU BUC) =P(A) + P(B) + P(C)—
—P(ANB)-P(BNC)—-P(CNA)+P(AnBNC)
=0,1+0,340,4—0,06—0,25—0,0840,02 = 0,43 = 43%.

2. Klasszikus valdésziniségi mezo

2.1. definicié (Klasszikus valésziniiségi mez6). Az (92, A,P) Kolmogo-
rov-féle valoészintiségi mezé klasszikus valoszintiségi mezo, ha

e () véges sok elembdl all: Q = {wy, ..., wy}.
o A az ) dsszes részhalmazabdl all.
e P(w) = 1 minden w € Q-ra, azaz az elemi események valdszintisége

egyenlo.

Az 1.5 4llités alapjan ilyenkor |A| = 2", hiszen az n elemi {2 halmaznak 2"
részhalmaza van.

2.2. allitas. Ha (Q, A, P) klasszikus valosziniiségi mez6 és A € A esemény,

akkor
A clemeinek szama | A|

P(A)

" Q elemeinck szdma Q]

Bizonyitds. Legyen tovabbra is Q = {wy,...,w,}, és A = {wiy, ..., w; } € A
Mivel az elemi események egyszerre nem koévetkezhetnek be (kizdrdak), a
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valdszintiség (i7) tulajdonsdga alapjan (1.1. definicid):

P(A) = P({wi ) Ufw, } U U{wi }) =
= P(wil) —I— IP’(wi2) —I— e +P(w,k) =

1 1 1 kA
=44 ==
hiszen az a feltevés, hogy minden w elemi esemény valdszintisége 1/n. O

2.1. Példak klasszikus valésziniiségi mezore

Az 1.1. szakaszbol a szabdlyos kockadobds, harom szabdlyos érmedobas,
két szabalyos kockadobas. Ezekben az esetekben az 0Osszes lehetséges dobés-
sorozat egyforman valészint (6, 8, illetve 36 lehetdség a hdrom esetben).

A csapadék nem klasszikus valdszintiségi mez6: 2 kételemi volt, tehat véges,
de az elemi események (lesz, nem lesz esd), nem egyforman valdszintiek (az
egyik 25%, a mdsik 75% valdszinliséggel kovetkezik be az ottani feltevés
szerint. A fagyos napok szdama sem klasszikus valdszintiségi mezo: példaul az
5 és a 31 nem egyforman valészintiek. A csapadékmennyiség sem klasszikus
valdszintiségi mezé, hiszen 2 = [0, 300] intervallum, azaz végtelen sok elemet
tartalmaz.

2.2. Mintavételezés
Egyetlen mintavétel

A gyartési folyamat végén egy dobozban N darab szamozott alkatrész keriilt.
Koziiliik M darab selejtes (0 > M > N), a maradék N — M j6. Kihtizunk egy
alkatrészt talalomra, gy, hogy mindegyik egyenlo valdszintiséggel vélasztjuk.

Ekkor
P(selejtes alkatrészt hizunk) = M/N.

Az ehhez tartozo klasszikus valészintiségi mezo a 2.1. definicié értelmében:

o QO ={ay,...,an}, az N szamozott alkatrésznek megfelelGen.

o A: az Q Osszes részhalmaza, 2V darab (1.5. 4llitas).

e P(a;) =1/N minden i = 1,2,..., N-re.
Legyen A az az esemény, amely a selejtes a;-bél all. Ekkor |A| = M, és a 2.2.
allitas alapjan P(A) = M/N valéban.
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Visszatevés nélkiili mintavételezés

2.3. allitas. Egy dobozban N darab szamozott alkatrész van. Koziiliik M
darab selejtes (0 < M < N), a maradék N — M jo. Kihizunk véletlenszertien
n darabot egyszerre, 1igy, hogy minden n nagysagi csoport azonos valoszintiség-
gel szerepel. Ekkor annak valoszintisége, hogy pontosan k darab selejtes
alkatrészt huizunk:

(k=0,1,...,min(n, M)).

Bizonyitds. Mivel n-szer hizunk és csak M selejtes van, a hizott selejtesek
szama nem lehet nagyobb sem n-nél, sem M-nél.

Az elemi események a kovetkezOk: melyik n darab (kiilénbozé) alkatrészt
huzzuk ki. Mivel NV elembdl n kiilonbozét

(N):N(N—l)...(N—n+1) N!

n nn—1)...1 n!(N —n)!

moédon lehet kivélasztani (mivel egyszerre huzunk, sorrend nincs), az elemi
események szama (17\17 ) A feltételezés szerint minden ilyen csoportot egyenlo

valészintiséggel hizunk. fgy a 2.2. allitas alapjan a kérdéses valészintliség
141
()
ahol A az olyan n-es csoportokbol all, amik pontosan k& darab selejtes al-
katrészt tartalmaznak.

Tehat a pontosan k selejtes alkatrészt tartalmazé csoportok szamat kell meg-
hatarozunk. Az M darab selejtes alkatrészbdl (]\]f ) -féleképpen valaszthatjuk
ki azt a k kiilonboz6t, mely a csoportba keril. Az N — M j6 alkatrészbol
(]\; :]L‘f )—féleképpen valaszthatjuk ki azt az n— k kiilonb6zot, mely a csoportba
keriil. Barhogyan vélasztottuk a selejteseket, barhogyan valaszthatjuk a
jokat, vagyis mind az (A,f) lehetOséget (]\; jg)-féleképpen tudjuk a jokkal
kiegésziteni. Ezért a pontosan £ alkatrészt tartalmazé csoportok szama:

= () (G5

Mivel méar belattuk, hogy annak valdsziniisége, hogy pontosan k darab selej-
tes alkatrészt huzunk, |A|/ (]X ), az &llitds bizonyitdsa kész.
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2.4. megjegyzés. A fenti megfogalmazasban egyszerre valasztottuk ki az
n alkatrészt. Ugyanez az allitas érvényes, ha az alkatrészeket egymas utan
valasztjuk ki, és a mar kivalasztottakat nem tessziik vissza: a végén ugyanugy
n darab kiilonbozo alkatrészt latunk egyszerre, és, ha elfelejtjiik a sorrendet,
minden csoport azonos valoszintiséggel jelenik meg.

Példa visszatevés nélkiili mintavételre: lottdsorsolas

Az otoslotton 90 szambdl hiznak ki 6t kiilonbozét, tgy, hogy minden 6tos
csoportnak ugyanannyi a valdsziniisége (a szdmokat egymds utdn hizzdk,
és a kihuzottat nem teszik vissza). A szelvényen 6t szamra tippelhetiink.
Annak valészintisége, hogy pontosan harom szamot talalunk el:

(5) (5)
(5)

Itt N = 90 az 0Osszes szam, ami szerepel, a szelvényen szereplé M = 5 szam
selejtes, majd n = 5-6t huznak visszatevés nélkiili mintavétellel. A kérdés
pedig az, hogy mennyi annak valdszintisége, hogy k = 3 taldlatunk lesz (azaz
pontosan k = 3 selejtest hizunk).

P(harom taldlat) =

~ 0,000812.

Osszesen (950) lehetOség van a huzésra, (g)—féleképpen lehet kivalasztani a
szelvényen szerepld szémokbdl, hogy melyik lesz kihtizva, és (%)-féle le-
hetoség van arra, hogy melyik legyen az a két szam, amit nem talaltunk el.
Tovéabbra is, ezeket a lehetOségeket tetszolegesen parosithatjuk, barmelyik
barmelyik masikkal szerepelhet.

Visszatevéses mintavételezés

2.5. allitas. Egy dobozban N darab szamozott alkatrész van. Koziiliik M
darab selejtes (0 < M < N ), a maradék N — M jo. Kihizunk véletlenszeriien
n darabot ugy, hogy az épp kihtuzottat mindig azonnal visszatessziik, és min-
den hizasnal mind az N alkatrészt azonos valdszintiséggel hiizzuk ki. Ekkor
annak valosziniisége, hogy pontosan k darab selejtes alkatrészt hiizunk:

(Z) Mk(N];nM)nk (k=0,1,...,n).

Bizonyitds. Mivel n-szer htuizunk, és barmelyik huzas lehet selejtes és jo is, a
kihuzott selejtesek szama 0 és n kozott van.
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Az elemi események () elemei) a kovetkezok: melyik hizasndl melyik al-
katrészt hizzuk. Példaul: azasasay (feltéve, hogy N > 5).

A lehetséges sorozatok szdma: N, mert mind a n huzas N-féle lehet, és (a
visszatevés miatt) barmit is hizunk az els6 néhdny hizas soran, a kovetkezd
huzasban jra az Osszes alkatrész sorra keriilhet. A szimmetria miatt ezek a
lehetséges sorozatok egyforméan valészintiek, tehat itt is hasznalhatjuk a 2.2.
allitast.

Kérdés, hogy hény olyan sorozat van, ami pontosan k selejtes alkatrészt tar-
talmaz. A kihuzott selejtes alkatrészek az n hizés soran k kiilonbozé helyen
szerepelnek. Azt kivalasztani tehat, hogy melyik az a k huzds, ahol selej-
test huzunk, (Z)—féleképpen lehet. Ha ez megvan (bérhogyan is vélasztottuk
ki a helyeket), a selejtesnek kijelolt & kiilonb6zé hely mindegyikére M-féle
alkatrészt valaszthatunk, ez osszesen M* lehet6ség. Ha ez is megvan, a ma-
radék n — k hely mindegyikére N — M-féleképpen valaszthatjuk ki, hogy oda
melyik j6 alkatrész keriiljon. Ez tehdt (N —M)"~* lehetéség. Mivel barmelyik
valasztast barmelyikkel 0sszetéve olyan sorozatot kapunk, ami pontosan k da-
rab selejtes alkatrészt tartalmaz, az ilyen sorozatok szdma () M*(N —M)"*.

A 2.2. allitas alapjan az olyan sorozatok szamat, melyek pontosan k darab
selejtes alkatrészt tartalmaznak, kell elosztanunk az 0sszes sorozat szamaval,
vagyis N™-nel, igy kapjuk az allitasban szerepld kifejezést. O

Példa visszatevéses mintavételezésre

Egy fickban 12 kesztyli van, amibol 8 balkezes, a tobbi jobbkezes. Négyszer
hiznak véletlenszertien, mindig visszatéve az épp kihuzott kesztytit, és min-
dig az Osszes kesztylit azonos valésziniiséggel valasztjak. Annak valésziniisé-
ge, hogy pontosan kétszer hiznak balkezest:

=6 ~ 0,2963.
2 )

4\ 8242 64 -16
P(két balkezes hizds) = ( > 197 20736

3. Feltételes valésziniiség

Kérdés. Valakirdl annyit tudunk, hogy harom gyermeke van. Mennyi a
valészintsége, hogy a kozépsé gyermeke fiu? Es ha elarulja, hogy pontosan
egy fia van, mennyi annak valdszintisége, hogy a kozépso gyermeke fii?

Kérdés. Mennyi annak valészinlisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott
embernek magas a vérnyomasa? Mennyi annak valészinlisége, hogy magas a
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vérnyoméasa, ha megmérjiik a testtomegét, és megtudjuk réla, hogy tulsilyos
(de nem elhizott)?

3.1. definici6 (Feltételes valésziniiség). Legyenek A, B € A események,
és tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Az A esemény B-re vonatkozo feltételes
valdszintisége:

P(AN B)

PAIB) = ~5

Az els6 esetben: A: a kozépso gyerek fit; B: pontosan egy fil van a harom
gyerek kozott. Ekkor A N B azt jelenti, hogy a kozépsé gyerek fiu, és pon-
tosan egy fii van, vagyis a méasik ketto lany. Mindebbdl, az egyszeriiség
kedvéért feltételezve, hogy a fitik és lanyok aranya népességben megegyezik,

és a testvérek neme kozott nincs Osszefiiggés (vagyis mind a nyolc lehetdség:
FFF, FFL, FLF, ..., LLL egyforman valészinii):

1
P(A) = P(a kozépso fin) = 3

Ugyanakkor a feltételes valészintiséget igy szamolhatjuk ki:

L , P(ANB P(LFL
P(a kozépsG filegy fit van) = <P<B) - IP’(FLL<LFL)LLF) -

=1/3.

wlw|ool-

A miésodik esetben (nagyjabdl valés adatokkal): a magyar lakossdg 25 %-
danak van magas vérnyomésa (A esemény). A magyar lakossdg 30%-a tul-
sulyos (de nem elhizott), ez a B esemény. Azok ardnya, akik tulsilyosak
(de nem elhizottak) és magasvérnyomés-betegségben is szenvednek, 15 %.
Tehat:

P(magas vérnyomads) = 0, 25.

PmmBy_Qw_05
P(B) 0,3 7

P(magas vérnyomas|tilsily) = P(A|B) =

Példa feltételes valészintiiségre
Holnap 0, 4 valészintiséggel nem lesz csapadék, 0, 15 valdszintiséggel lesz eso

és ho is, 0,25 valoszintiséggel csak eso, 0,2 valdszintiséggel pedig csak ho.
Feltéve, hogy lesz es6, mennyi a valdszinlisége, hogy havazni is fog?
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A esemény: havazni fog. B esemény: lesz holnap esd. Ekkor P(B) = 0,15 +

0,25 =0,4. Masrészt AN B azt jelenti, hogy es6 és ho is lesz. Igy:

P(ANB) 0,15
P(B) 0,4

P(havazni fog|lesz esd) = =0,375.

3.2. megjegyzés. 0 < P(A|B) < 1 teljesiil minden A, B € A eseményre, ha
P(B) > 0. S6t, ha B-t rogzitjiik, P(A|B) rendelkezik a valosziniiség mindkét,
1.1. definicioban szereplé tulajdonsagaval.

3.1. Teljes valoszintliség tétele

3.3. definici6 (Teljes eseményrendszer). A By, Bs,... € A (véges vagy
megszamldlhaté sok) esemény egyiittesét teljes eseményrendszernek nevezziik,
ha

() Uiy Bi =
(ii) B; N B; = 0 teljesiil minden 1 < i < j-re;

(iii) P(B;) > 0 minden i = 1,2, .. .-re.

Példa.

By: holnap nem lesz csapadék;

Bs: holnap lesz csapadék, de nem tobb 5 mm-nél;

Bs: a holnapi csapadékmennyiség tobb mint 5 mm, de kevesebb mint 10 mm;
By: a holnapi csapadékmennyiség meghaladja a 10 mm-t.

Ekkor By, By, Bs, By teljes eseményrendszer (koziiliik pontosan az egyik ko-
vetkezik be).

3.4. tétel (Teljes val6sziniiség tétele). Legyen A € A tetszileges ese-
mény, By, By, ... pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

P(A) =Y P(A|B:)P(B;).
i=1
Bizonyitds.
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1. lépés: Felhasznélva, hogy a 3.3. definicié (i) része szerint | J;-, B; = (2
P(A) = IP’(A N (UB)) - P(U(Am Bi).
i=1 i=1
2. lépés: Az AN B;, i = 1,2,... események péaronként kizaréak (vagyis
semelyik ketté nem kovetkezhet be egyszerre). Ugyanis
hiszen a 3.3. definici6 (i7) része szerint a B; események is paronként kizardak.

3. lépés: A valészintiség (i1) tulajdonsiga (az 1.1. definicié) megszamlalhat
sok paronként kizard esemény unidjanak valészintisége a valészintiségek ossze-
ge, 1igy az 1. 1épést folytatva, majd felhasznalva a feltételes valdszintiség de-
finici6jat (a 3.1. definicid):

P(A) = 1@( G(AHBZ-) - iIP’(AﬂBi) - iP(A|Bi)IP>(Bi). O

Példa. Hanna satorozni megy Badacsonyba. Ha van csapadék, de nem
tobb 5 mm-nél, akkor 15% valdszintliséggel dzik be a satra. Ha tobb mint
5 mm, de kevesebb mint 10 mm csapadék lesz, akkor 35% valdszintiséggel.
Végiil, ha tobb mint 10 mm csapadék lesz, akkor 60% valdszintiséggel azik
be a sator. Az elorejelzés szerint 10% valdszintiséggel lesz csapadék, de nem
tobb 5 mm-nél, 30% valdsziniiséggel a holnapi csapadékmennyiség tobb mint
5 mm, de kevesebb mint 10 mm, és 20% annak valdészinlisége, hogy a csa-
padékmennyiség holnap meghaladja a 10 mm-t. Mennyi annak valészintisége,
hogy holnap beazik Hanna satra?

Az el6z06 példaban mar lattuk, hogy az ott felsorolt By, By, B3, B, események
teljes eseményrendszert alkotnak. Legyen az A esemény az, hogy Hannanak
bedzik a satra. Fzekre alkalmazzuk a teljes valdsziniiség tételét:

P(A) = P(A|B,)P(By) + P(A|By)P(By) + P(A| B3)P(Bs) + P(A| By)P(By)
=0-0,34+0,15-0,14+0,35-0,3+0,6-0,2 = 0,24 = 24%.

3.2. Bayes-tétel

3.5. tétel (Bayes-tétel). Legyen A € A olyan esemény, melyre P(A) >
0, By, By, ... pedig teljes eseményrendszer. Ekkor minden k = 1,2, ...-ra
teljesiil, hogy
P(A|By)P(By)
P(Bi|A) = == :
> i1 P(A|IB:)P(By)
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Bizonyitds. Hasznaljuk a feltételes valészintliség definiciéjat (3.1. definicid),
mindkétszer: P(B. (A PAIBAP(B
N
P(A4) P(A)
Mivel A esemény, Bi, Bo, ... pedig teljes eseményrendszer, ezutan hasznél-
hatjuk a teljes valdsziniiség tételét (3.4. tétel) a P(A) valdsziniiség kife-
jezésére, igy megkapjuk az allitast. 0

Példa. Masnap Hanna a bedzott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak
valdszintisége, hogy Badacsonyban tobb mint 10 mm esé esett ezen a napon?

A kérdés a By esemény (tobb mint 10 mm es6) valdsziniisége, feltéve, hogy
az A esemény (a sator bedzik) bekiévetkezett, azaz P(B|A). Mar lattuk,
hogy P(A) > 0, By, By, B3, By pedig tovdbbra is teljes eseményrendszer, igy
alkalmazhatjuk Bayes tételét:
P(A|B4)P(Bs) _

(A[B)P(By) + ... + P(A|B4)P(By)

B 0,6-0,2 012
- 0-0,3+0,15-0,14+0,35-0,34+0,6-0,2 0,24

P(BiA) = 5

0,5.

3.6. megjegyzés. Szorzasi szabaly: ha A, As, ..., A, események, és tel-
jesiil, hogy P(A;N...NA,) > 0, akkor

P(A; N ... A,) = P(A)P(As| A)P(A| Ay N Ay) .. . P(A A N OV Apy).

4. Események fuggetlensége

4.1. definicié (Két esemény fiiggetlensége). Az A, B € A események
fliggetlenek, ha
P(AN B)=P(A)-P(B).

Példa. Annak valdsziniisége, hogy holnap Budapesten esik az es6, 0, 2.
Annak valészintisége, hogy holnap Torontéban esik az esd, 0,1. Annak
valészintisége, hogy holnap Budapesten és Torontéban is esik az esd, 0, 02.
Ekkor az a két esemény, hogy Budapesten (B), illetve Torontéban (7") esik
az eso, fuggetlen, hiszen

P(BNT) = P(mindkét helyen esik az es6) = 0,02 =0,2-0,1 = P(B)P(T).

Példa. Annak valdszinlisége, hogy holnap Budapesten esik az eso, 0,2.
Annak valésziniisége, hogy holnap Budaorson esik az esé, 0,15. Annak
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valoszintisége, hogy holnap Budapesten és Budaorson is esik az eso, 0,12.
Ekkor az a két esemény, hogy Budapesten (B), illetve Budadrson (C') esik
az esO, nem fiuggetlen, hiszen

P(BNC)=0,12#0,03=0,2-0,15 = P(B)P(C).
Eszrevehetjiik azt is, hogy ilyenkor

P(BNC) 0,12

P(BIC) = P(C) 0,15

—=0,8#0,2=P(B).

Vagyis C-t feltételezve B nagyobb valdszintiséggel kovetkezik be, mint feltéte-
lezés nélkiil (a budadrsi esé esetén Budapesten nagyobb valésziniiséggel esik,
mint a budapesti es6 feltétel nélkiili val6szintisége).

4.2. megjegyzés. Ha A, B € A események, és P(B) > 0: A és B pontosan
akkor fiiggetlenek, ha P(A|B) = P(A).

4.3. definici6é (Fuggetlenség). Az A, As, ..., A, € A véges sok esemény
(teljesen) fiiggetlenek, ha minden 1 < k < n-reés1 < iy <ip < ... <i <n-
re

P(A;, NA;,N...NA;,) =P(A;,)P(A,) ... P(A;,).

Az Ay, Ag, ... € A megszamlalhatéan végtelen sok esemény (teljesen) fiigget-
len, ha minden k € N-re és 1 < iy < iy < ... < i-ra

4.4. definicié6 (Paronkénti fliiggetlenség). Az A, As, ... € A események
paronként fiiggetlenek, ha minden 1 < ¢ < j esetén A; és A; fiiggetlenek, azaz

P(A; N A;) = P(A)P(A;).

Példa. Szabalyos dobdkockaval kétszer dobunk. Legyen
A: az els6 dobas paros.

B: a masodik dobéas péaros.

C: a két dobas Osszege paros.

Ekkor P(A) = P(B) = P(C) = 1/2, tovabba P(AN B) = P(ANC) =
P(BNC) = 1/4. Ugyanakkor, ha az els6 és a méasodik dobas paros, akkor a
két dobas Osszege is biztosan péros, igy

P(ANBNC)=1/4£1/2-1/2-1/2 = P(A) - P(B) - P(C).
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Mindebbdl az lathatd, hogy az A, B, C' események paronként fiiggetlenek,
de nem teljesen fiiggetlenek (amit az is mutat, hogy ha kettérél eldaruljak,
hogy bekovetkeztek-e, a harmadikrol mar biztosan el tudjuk donteni, hogy
az bekovetkezett-e).

4.5. allitds (Komplementer fiiggetlensége). Ha az Ay, As,..., A, € A
események fiiggetlenek, akkor az Ay, As, ..., A, € A események is fiiggetle-
nek.

4.6. allitas. Ha az A, B € A események fiiggetlenek, akkor

o A és B fiiggetlenek;
e A és B fiiggetlenek;

e A és B fiiggetlenek.

4.7. allitds. Legyenek A, B € A események tgy, hogy P(A) = 0, vagy
P(A) = 1. Ekkor A és B fiiggetlenek.

5. Valészintiiségi valtozdk és eloszlasuk

5.1. definici6é (Valészintiségi valtozd). Egy X : Q — R fiiggvény valo-
szintiségi valtozo, ha tetszdleges a < b valds szamokra

{weQ:a< X(w) <b} e A

Példa. Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a fiik szama. Ekkor
QO ={FFF,FFL, FLF,FLL, LFF,LFL, LLF, LLL};

X(LLL)=0;  X(LLF)= X(LFL)= X(FLL) = 1;
X(FFL) = X(FLF)=X(LFF)=2;, X(FFF)=3.

20



5.1. Diszkrét valészintiiségi valtozdok eloszlasa

5.2. definici6é (Diszkrét valésziniiségi valtozd). Az X : Q — R vals-
szintiségi valtozo diszkrét, ha véges sok vagy megszamlalhatoé sok értéket
vesz fel.

5.3. definici6é (Eloszlas). Legyenek az X valdsziniiségi valtozo lehetséges
értékei xq,xs,... € R, és legyen

pi=PHweN: X(w)=u;}) =P(X =x) (1=1,2,...).

Ekkor az (x1,p1), (x2,pa), . .. sorozat az X valoszintiségi vdltozoé eloszlasa.

Ezentl a definiciéban szerepld révidebb, P(X = x;) jelolést fogjuk hasznalni.

Vegyiik észre, hogy 0 < p; < 1 teljesil minden ¢ = 1,2,... esetén, és
Yoy pi = 1. Ugyanis {X = z;} teljes eseményrendszer (pontosan egy kovet-
kezik be koziiliik), tehat az uniéjuk €2, igy pedig az 1.1. definicié P-re vonat-
kozd részébdl kovetkezik az allitas.

5.4. definicié (Valészintiiségeloszlas). Azt mondjuk, hogy a py,pa, ... SO-
rozat valoszintiségeloszlas, ha

e p; >0 mindeni=1,2,... esetén;

i Zzlpi =L

Tehét azt lattuk, hogy ha (x;, p;) egy X valdszintiségi véltozé eloszlasa, akkor
p; valoszintiségeloszlas.

Példa: harom gyerek. Az el6z6 példaban: haromszor gyerek sziiletik, X
a fiik szama. Ekkor X lehetséges értékei: 0,1,2,3, vagyis z1 = 0,29 =
1,23 = 2,24 = 3. Tegyiik fel, hogy minden gyerek a tobbiektdl fliggetleniil
1/2 valészintiséggel fii. Eszerint mind a nyolc lehetéség valdszintisége 1/8,
hiszen példdul P(FLF) =1/2-1/2-1/2 = 1/8. Igy, a fenti csoportositashol
adddoan:

PX=0)=1/8; P(X=1)=3/8; P(X=2)=3/8 PX=3)=1/8.
Mindezek alapjan X eloszlasa az alabbi sorozat:
(0,1/8),  (1,3/8),  (2,3/8),  (3,1/8).
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Valészintiségek
000 005 0410 015 020 025 030 035

0 1 2 3

Lehetséges értékek

1. 4bra.
A fitk szaméanak lehetséges értékei a harom gyerek koziil és a hozzajuk
tartozo valoszintiségek

Ez az eloszlas lathatd az 1. abran.

Példa: szabalyos kockadobas. Egyszer dobunk szabalyos dobdkockaval,
jelolje Y a dobott szamot. Ekkor Y eloszldsa (2. abra):

(1,1/6), (2,1/6), (3,1/6), (4,1/6), (5,1/6), (6,1/6).

A 3. 4brdn 1000 (szdmitégéppel szimuldlt) szabalyos kockadobds utén mind
a hat lehetséges értékrdl feltiintettiik a relativ gyakorisagat: az eloforduldsok
szamanak és az Osszes dobasnak a hanyadosat.

Példa: jégeso. Tegyiik fel, hogy juliusban 0, 7 valészintiséggel nincs jégeso,
0, 2 valdszintiséggel egyszer fordul eld, 0, 1 valoszintiséggel pedig kétszer. Le-
gyen Z a juliusi jégesok szama. Ekkor Z eloszlasa:

(0,7/10),  (1,2/10),  (2,1/10).

5.2. Diszkrét valoszintiségi valtozé varhaté értéke

5.5. definicié (Varhaté érték, diszkrét eset). Legyen X : Q — R olyan
diszkrét valosziniiségi valtozo, melynek eloszlasa (x1,p1), (€2, p2), . ... Ekkor
X varhato értéke:

E(X)=> ap,  ha E(X)=> |ulp; < 0.
i=1 i=1
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0.10
1

Valdszinlségek

0.05
1

0.00
L

L 2 3 4 5 6

Lehetséges értékek

2. bra.
A szabdlyos kockadobas lehetséges értékei és a hozzajuk tartozé
valdszintiségek

A definiciobdl is latszik, hogy a varhato érték csak a valdszintiségi valtozo
eloszlasatdl fiigg.

Példak varhato értékre

Fiuk szama. Tovabbra is harom gyerek sziiletik, egymastdl fiiggetlentil
1/2 — 1/2 valészintiséggel fiuk, illetve lanyok. X a fitk szdma. A fenti
szamolas alapjan
1 3 3 1 12 3
EX)=0--+1--4+2--43-—-=—==-=1,5.
(X) 8 * 8 + 8 + 8 8 2 ’
Kockadobas. Y a dobott szamot jeloli. Ekkor Y varhaté értéke:
1 21 7

1 1 1 1 1
E(Y)=1-—+2- 43 - ~4+4-~4+5-=+6-— Z=3,5.
(¥) R R I A A R R

Jéges6. A fenti példaban a juliusi jégesO szamanak varhato értéke:

E(Z)=0-0,741-0,2+2-0,1=0,4.

5.3. Diszkrét valészintiségi valtozd szorasa

5.6. definici6é (Szérasnégyzet). Legyen X : Q) — R diszkrét valdsziniiségi
valtozé, melyre B(X?) Iétezik. Ekkor X szdrdasnégyzete:

D¥(X) = E((X . IEX)Q).
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3. abra. 1000 szabalyos kockadobasbol készitett hisztogram

5.7. definicié (Szdéras). Legyen X : Q — R diszkrét valdszintiségi valtozo,
melyre E(X?) Iétezik. Ekkor X szérdsnégyzete:

D(X) = \/]E<(X - IEX)z).

5.8. allitds. Legyen X olyan diszkrét valészintiségi valtozo, melyre E(X?)
létezik. Ekkor

2

D?(X) = E(X?) — [E(X)]".

Példak szorasnégyzetre

Fitk szama. X a fiik szdma a harom gyerek kozott. Mar lattuk, hogy X
lehetséges értékei: 0,1,2,3, és E(X) = 3/2. A definicié alapjdn tehét ezt kell
kiszamitanunk:

D*(X) =E((X —3/2)%).
Az X — 3/2 valdsziniiségi valtozo eloszldsa (minden lehetséges érték mellett
feltiintetjiik a valészinliségét):

(=3/2:1/8);  (=1/2%3/8);  (1/2,3/8);  (3/2,1/8).

Ebbél latszik, hogy az (X — 3/2)? valdszintiségi vdltozé lehetséges értékei
csak 9/4, illetve 1/4. Az els6 esetben: (X — 3/2)? = 9/4 pontosan akkor
teljesiil, ha X = 0 vagy X = 3. Ennek val6szintisége 1/8+1/8 = 1/4. Tehét
(X —3/2)?% eloszldsa:

(1/4,3/4); (9/4,1/4).
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Az 5.5. definici6 alapjan:

DAX)=E((X ~3/27) =35+

12 3

16 4

Masik megoldas az 5.8. allitas alapjan. Az X valdszintiségi valtozo lehetséges
értékei 0,1,2,3 voltak. Igy az X? valdszinliségi valtozé lehetséges értékei
0,1,4,9. Eloszlasa pedig:

(0,1/8);  (L,3/8);  (4,3/8);  (9,1/8).
fgy az 5.5. definicié szerint

1 3 3
EX2 =0-- 1-— 4. — 9.
(X7) STlgti g+
Ebbdl és a korabbi szamolasbdl
DQ(X)ZE(XZ)—[JE(X)}2:3—1,52:3—2,25:0,75:%

Végiil pedig a fitk szaméanak szorasa:

3
D(X) = \/; =0, 866.

Kockadobas. Most mar csak az 5.8. allitds alapjdn szdmolunk. Az Y?2
valdszintiségi valtozd lehetséges értékei: 1,4,9,16,25,36, mindegyiknek 1/6
a valoszintisége. Tehat

1 1 1 1 1 1
E(Y)=1-=44.=- 2 416-=425. = o=
(Y?) 6+ 6+9 6+ 6 6+ 5 6+36 TG

Tehdt, mivel mér léttuk, hogy E(Y) = 3,5 = I:

91 49 182 -—147 35
DY) =E(Y?}) - [EY) == -—="22_""-"_9209]
(V) =E(Y?) - [EM)]" = 5 - 7 5 5 = 29167,
amibdl a kockadobas értékének szorasa ennek négyzetgyoke:
D(Y) =1,7078.

Jégesd. A fenti példédban a juliusi jégesok szama (amit Z-vel jeléltiink) 0 volt
0,7 valészintiiséggel, 1 volt 0, 2 valdszintiséggel, és 2 volt 0, 1 valoszinliséggel.
Azt is lattuk, hogy E(Z) = 0,4. Tehat most

E(Z*) =0%-0,7+1%-0,2+2%.0,1=0,6.

Tehat a jégesck szamanak szorasa:

D(Z) = \/IE(Z2) — [E(2)]* = /0,6 — 0,42 = /0,44 = 0,6633.
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6. Nevezetes diszkrét eloszlasok

6.1. Binomialis eloszlas

Legyen n pozitiv egész, 0 < p < 1 szadm. Tegyiik fel, hogy n-szer ismétliink
egy kisérletet, ami minden egyes alkalommal a tobbitdl fiiggetleniil p valo-
szintiséggel sikeriil. Legyen az X valdszinliségi valtozé a sikeres kisérletek

szama. Ekkor X lehetséges értékei: 0,1,...,n. Annak valdszintisége, hogy
a kisérlet pontosan k-szor sikertil: (Z)pk(l —p)"* ha0 <k <n En-

nek a valdszintiségi valtozonak az eloszlasat binomidlis eloszlasnak nevezziik
(jelolése: X ~ Bin(n,p)), az alabbi definicié szerint.

6.1. definici6 (Binomidlis eloszlds n renddel és p paraméterrel). A bi-
nomidlis eloszlds n renddel és p paraméterrel a (k, py) sorozat, ahol

k=0,1,2,...,n; Pr = <Z)pk(1—p)”_k.

A binomiélis tétel szerint >, ppr =D 1_, (Z)pk(l —p)" k= (p+1-p)" =1,
igy ez valoban valdszintiségeloszlas.

6.2. allitas (A binomidlis eloszlds tulajdonsagai). Legyen X binomidlis
eloszlasu valészintiségi valtozo n renddel és p paraméterrel.

(a) Az X ~ Bin(n,p) binomidlis eloszlasu valdsziniiségi valtozé varhato
értéke:
E(X) = np.

(b) Az X ~ Bin(n,p) binomialis eloszlasii valésziniiségi valtozo szordsa:
D(X) = /np(1 = p).

(c) Az a k érték, melyre p, = P(X = k) maximalis (vagyis X modusza):
[(n + 1)p], ahol |-] az egész részt jeldli (azaz a legnagyobb olyan egész
szam, mely (n + 1)p-nél kisebb). Ha (n + 1)p egész, akkor az eggyel
kisebb k is maximalis értéket ad.
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Példa: fiik szama

A korébbi példdban: harom gyermek mindegyike a t6bbitél fliggetlendil 1/2
valoszintiséggel fitn. X jelolte a fiik szamat. Ekkor X binomidlis eloszlastu
n = 3 renddel és p = 0.5 paraméterrel, ahogy lattuk is:

3
P(pontosan £ fiu sziiletik) = P(X = k) = (k) 0,570, 557
Példaul

1 3
P(pontosan 2 fiti sziiletik) = P(X = 2) = (2) 0,5%0,5' = 3 (§> =3/8.

X varhat6 értéke és szérdasa (ahogy lattuk is):
3
E(X)=3-1/2=3/2; D(X)=+/3-1/2-1/2 = \/2% 0, 866.

Példa: visszatevéses mintavételezés

A 2.2. szakaszban leirt példdban N alkatrész koziil M volt selejtes. m-szer
hizunk, gy, hogy az éppen kivalasztott alkatrészt a hizés utan vissza-
tessziik. Minden alkalommal minden alkatrészt azonos valészintiséggel htizunk.
[lyenkor az n huzés soran kapott selejtes alkatrészek szama binomidlis el-
oszlasi n renddel és p = M /N paraméterrel.

Példa: mérdmiiszerek

Az orszag teriiletén 20 id6jarasi mérémiiszert helyeztek el. Tegytik fel, hogy
egy adott napon mindegyik a tobbitdl fiiggetleniil 0, 75 valdszintiséggel kiild
adatot a kozpontba (kiilénben hiba torténik). Jelélje Y azt, hogy egy adott
napon hany miszertol érkezik adat a kozpontba. Ekkor Y binomidlis el-
oszlasi n = 20 renddel és p = 0,75 paraméterrel. Vagyis

20
P(pontosan k adat érkezik) = P(Y = k) = (k )O, 75% . 0,252,
Példaul

2
P(pontosan 9 adat érkezik) =P(Y = k) = (90>0, 757 0,25 ~ 0, 003;

P(pontosan 16 adat érkezik) = P(Y = k)

20
(16)0, 7516.0,25% ~ 0, 1897.
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4. abra.
Mérémuszerektol érkezé adatok szamanak eloszlasa: binomialis eloszlés,
n =20, p=0,75.

A beérkezd adatok szaméanak varhatd értéke és szérasas
E(Y)=n-p=20-0,75 = 15;
D(Y) = \/np(1 — p) = /200,75 - 0,25 = 1,936.

Itt a legnagyobb valdsziniiséget is le tudjuk olvasni: (n + 1)p = 21-0,75 =
15,75. Tehat [(n + 1)p] = 15. Vagyis k = 15-re kapjuk a legnagyobb
valészintiséget, ahogy az dbran is lathato.

6.2. Hipergeometrikus eloszlas
A visszatevéses mintavételnél (2.2. szakasz) a kihtzott selejtes alkatrészek

szamat hipergeometrikus eloszlasinak fogjuk nevezni, az alabbi definicio
értelmében.

6.3. definicié (Hipergeometrikus eloszlas). Legyenek N, M, n pozitiv e-
gészek gy, hogy 1 < n < M < N. A hipergeometrikus eloszlas N, M és n
paraméterekkel a (k,py) sorozat, ahol

k=0,1,...,n; DL =
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6.4. allitds (A hipergeometrikus eloszlas tulajdonsigai). Legyen az X
valosziniiségi valtozé hipergeometrikus eloszlasi N, M és n paraméterekkel.

(a) Az X valdsziniiségi valtozé varhato értéke:

Példa: kézilabdacsapat

Egy husz{és osztalyban kilenc 180 cm-nél magasabb gyerek van. Tornadréan
véletlenszertien kivalasztanak hét gyereket, akik egy csapatba kertilnek a
kézilabdameccsen. Legyen X a 180 cm-nél magasabb gyerekek szama a
kézilabdacsapatban. Ekkor X hipergeometrikus eloszlasi N = 20, M =
9,n = 7 paraméterekkel. Tehat a lehetséges értékei k = 0,1,...,7, és ilyen-

kor
B

(7)

P(pontosan k magas gyerek) = P(X = k) =

Hipergeometrikus eloszlas
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Valészinliségek
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T

5. abra.
Magas gyerekek szamanak eloszlasa: hipergeometrikus eloszlas,
N=20, M=9,n=".
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Példaul

9\ (11
P(pontosan 2 magas gyerek) = P(X = k) = () (5) = 0, 2145;

7
()
P(pontosan 4 magas gyerek) = P(X = k) = ~¥232 = (), 2682.

A csapatba keriil6 180 cm-nél magasabb gyerekek szamanak varhato értéke
és szorasa:
9

E(X)=T7-— =3,15;
(X) =T+ 5 =315,

6.3. Geometriai eloszlas

Fiiggetlen kisérleteket végziink, melyek mindegyike p valdszintiséggel sikeriil.
Azt kérdezziik, hogy hanyadik kisérlet volt az elsé sikeres. Ez a mennyiség
geometriai eloszlasu, az alabbi definicié alapjan.

6.5. definici6 (Geometrai eloszlas/Pascal-eloszlas). Legyen p € (0,1)
rogzitett szam. Azt mondjuk, hogy a (k,py) sorozat geometriai eloszlasu p
paraméterrel, ha lehetséges értékei

k=1,2,...

a hozzajuk tartozo valoszintiségek pedig

pr=(1—p)"'p.
Ez valéban eloszlas:
o0 o0 B [oe) ) 1
doe=) (1-p*p=p) (1-p°=p ———=1,
k=1 k=1 s=0 1—(1-p)

a geometrai sor Osszege alapjan.

6.6. Allitas (A geometriai eloszlas tulajdonsagai). Legyen Y geomet-
riai eloszlasu valoszintiségi valtozé p paraméterrel.
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6. abra. Az els6 hatos eloszlasa: geometriai eloszlds, p = 1/6, k = 10-ig.

(a) Ekkor'Y varhato értéke és szordsa:

(b) AP(Y = k) valésziniiség k = 1-re maximalis.

Példa: els6 hatos.

Szabalyos dobdkockaval dobunk addig, amig hatost nem kapunk. Jelolje
Y, hogy ez hanyadik dobésnal sikeriilt, vagyis hanyadik dobasnal jott ki az
elso hatos. A dobasok egymastdl fiiggetlenek. Ekkor Y geometriai eloszlasu
p = 1/6 paraméterrel, lehetséges értékei k = 1,2,..., és

S

Példaul

3
1
P(Y = 4) = P(a negyedik dobdsra jott ki az els6 hatos) = <§> 6

6

Valamint Y varhaté értéke és szoérasa:

E(Y)=6; D(Y)= % = V/30 = 5,477.
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6.4. Negativ binomialis eloszlas.

Fiiggetlen kisérleteket végziink, melyek mindegyike p valdszintiséggel sikeriil.
Azt kérdezziik, hogy hanyadik kisérlet volt az r. sikeres. Ez a mennyiség
negativ binomialis eloszlasu, az aldbbi definicié alapjan.

6.7. definicié (Negativ binomidlis eloszlas). Legyen p € (0, 1) rogzitett
szam. Azt mondjuk, hogy a (k,py) sorozat geometriai eloszlasu r renddel és
p paraméterrel, ha lehetséges értékei

k=rr+1,r+2,...,

a hozzajuk tartozé valosziniiségek pedig

r—1
— 1 — k—r o
= (2 )a-n

6.8. megjegyzés. Azr = 1 rendii, p paramétert negativ binomialis eloszlas
megegyezik a p paraméteri geometriai eloszlassal.

6.9. allitas (A negativ binomidlis eloszlas tulajdonsagai). Legyen Z ne-
gativ binomialis eloszlasi valoszintiségi valtozo p paraméterrel. Ekkor

Példa: harmadik defekt. Balint minden biciklizéskor a tobbitol fligget-
lentil 1/2 val6szintiséggel kap defektet. A harmadik defekt utan lecseréli a
biciklibels6t. Jelolje Z, hogy hanyadik haszndlatkor kell belsot cserélnie. Ek-
kor Z lehetséges értékei k = 3,4,... (az els6 két alkalommal biztosan nem
kell cserélnie), eloszldsa pedig negativ binomidlis » = 3 renddel és p = 1/2
paraméterrel. Tovabba

E(Z)=3-1/(1/2)=6; D(Z) = ,/3-% —1,225.

6.5. Poisson-eloszlas

Az alabbi eloszlas jél hasznalhatd, ha kis valdszintiséggel sikeres kisérletbol
végziink sokat, és a sikeres kisérletek szamat akarjuk egyszertien modellezni.
Példaul: a balesetek szama egy biztositonal, ahol sok iigyfél mindegyike kis
valdszintiséggel okoz balesetet egy év alatt.
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7. abra.
A harmadik defekt eloszldsa: negativ binomialis eloszlas, r = 3, p = 1/2,
k = 10-ig.

6.10. definicié (Poisson-eloszlas). Legyen s > 0. Az s paraméterii Poisson-
eloszlas lehetséges értékei k = 0,1,2,..., a hozzajuk tartozé valosziniiségek

pedig:
o

pk:Ee_s (k=0,1,...).

6.11. allitas (A Poisson-eloszlas tulajdonsagai). Legyen X Poisson-el-
oszlasu valdszintiségi valtozo s paraméterrel.

(a) Ekkor X vdrhato értéke, szordsa és szorasnégyzete:

(b) AP(X = k) valdsziniiség k = [s] esetén maximalis. Ha s egész, az eggyel
kisebb k is a legnagyobb értéket adja.

Példa. Jelolje X azt, hogy egy nyar alatt Budapesten hényszor esik jégeso.
Tegyiik fel, hogy a jégesok szama Poisson-eloszlasi, s = 3,61 paraméterrel.
Ekkor

3,61%
P(X =k)= ’Te—?’ﬁl (k=0,1,2,...).
Példaul
, .2 1 37 613 —3,61
P(X = 3) = P(pontosan haromszor esik jégesd) = — ¢ = 0,2121.
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8. abra.
A nyari jéges6k szamanak eloszlasa: Poisson-eloszlas, s = 3,61, k = 12-ig.

Tovabba a jégesok szaméanak varhato értéke és szorasa:

E(X)=s=3,61; D(X)=+/s=1/3,61=1,09.

Poisson-eloszlas kozelitése binomialissal

A jégesok szamat leiré Poisson-eloszlast 0sszehasonlitjuk egy binomidlis el-
oszlassal. Ez utébbi paraméterét ugy valasztjuk, hogy a két eloszlas varhato
értéke megegyezzen, vagyis s = np teljestljon.

Egy évben 92 nyari nap van. Ha feltennénk, hogy minden nap a tobbitdl
fliggetleniil p = 0, 0392 valdszintiséggel esik jégeso, akkor ebben a modellben
a jégesOk szama (jeloljiik Y-nal) binomiélis eloszldsi n = 92 renddel és p =
0,0392 paraméterrel. Ennek az eloszlasnak varhato értéke és szorasa:

E(Y) =np = 92:0,0392 = 3,61:  D(X) =/92-0,0392 -0, 9608 = 1,861.

S6t példaul k = 3-ra

92
P(Y =3) = (3 )0, 0392° - 0,9608%° = 0, 2153.

A 8. és a 9. abrak Osszehasonlitasa is mutatja, hogy a Poisson-eloszlas s =
3,61 paraméterrel és a binomialis eloszlas n = 92 renddel és p = 0, 0392 pa-
raméterrel kozel vannak egyméshoz. Itt tehat s = np teljesilt. Tablazatban,
k = T-ig (tehdt X a Poisson-eloszlds, és Y a binomidlis):

34



0.10 0.15 0.20
1 1 |

Valdszinlségek

0.05
1

0.00
L

0 1 2 3 4 5 6 i 8 9 10 1" 12

Lehetséges értékek

9. abra.
A nyari jégesok szamanak kozelitése: binomidlis eloszlas, n = 92,
p=0,0392, k = 12-ig.

k 0 1 2 3 4 5 6 7
P(X =k) 0,027 0,098 0,176 0,212 0,191 0,138 0,083 0,042
P(Y =k) 0,025 0,094 0,176 0,215 0,195 0,14 0,083 0,043

Altaldnosabban is igaz, hogy nagy n esetén az n rendl és p paraméterti bi-
nomialis eloszlas kozel van az s = np paramétert Poisson-eloszldshoz, abban
az értelemben, hogy minden rogzitett k-ra a k-hoz tartozd valdszinliségek
kozel vannak. Errdl szol az alabbi allitas.

6.12. allitas (A Poisson— és binomidlis eloszlas kapcsolata). Legyen s
pozitiv szam, és p, = s/n minden n = 1,2,... egészre. Legyen X Poisson-
eloszlasu valészintiségi valtozo s paraméterrel, Y, pedig binomialis eloszlasi
valosziniiségi valtozé n renddel és p, paraméterrel. Ekkor tetszoleges k =
0,1,2,... esetén

lim P(Y,, = k) =P(X = k),

n—oo

azaz
k

lim (Z)pﬁ(l Cp) R = e (k=0,1,2,...).
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7. Eloszlasfuggvény és sturiliségfiiggvény

7.1. definicié (Eloszlasfiiggvény). Legyen X : Q) — R valdszintiségi valto-
z6. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi F : R — [0, 1] fiiggvény:

Ft)=PX <t)=P{weQ: X(w) <t}) minden t € R valds szamra.

7.2. allitas. Legyenek a,b € R tetszoleges valés szamok. Ekkor

P(a < X <b) = F(b) — F(a).

Bizonyitds. Ez azonnal adédik az P(a < X <b) = P(X <b) —P(X < a)
egyenldségbdl (amihez 1dsd az 1.10. &llitas bizonyitésat: A = {X < a} C
{X < b} = B) és az eloszléasfiiggvény definicigjabol. O

F

Példa. Szabalyos kockaval dobunk. A dobott szamot jelolje X. Legyen
az X eloszlasfiiggvénye. Ekkor

F(0O)=P(X <0)=0; F(1)=P(X <1)=1/6;

Fr)=P(X <7)=P(X <3)=1/2;  F(6)=P(X <6)=1.

7.3. tétel (Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai). Legyen X valdszintiségi
valtozo, F' pedig az eloszlasfiiggvénye. Ekkor

(i) F monoton névé: a < b esetén F(a) < F(b).
(i) limy s oo F(£) = 0;  limgo F(t) = 1.
(iii) F' jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valos szamra limg_,;— F(s) =

F(t).

7.4. megjegyzés. Ha a G : R — [0,1] fiiggvény rendelkezik a tételben
szereplé (i) — (iti) tulajdonsagokkal, akkor van olyan valdsziniiségi valtozo,
melynek G az eloszlastiiggvénye.

7.5. definicié. Azt mondjuk, hogy az X valoszintiségi valtozo folytonos, ha
eloszlastiiggvénye folytonos.
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Egy valdszintiségi valtoz6 pontosan akkor folytonos, ha P(X = t) = 0 tel-
jesiil minden ¢ szamra. fgy példdul a kockadobds nem folytonos: P(X =
1) =1/6 # 0. Altaldnosabban, nincs olyan valdszintiségi valtozd, mely
egyszerre diszkrét és folytonos is lenne. Olyan viszont van, ami sem nem
diszkrét, sem nem folytonos (példdul a napi csapadékmennyiség, ami pozitiv
valdszintiséggel nulla, viszont nem megszamlalhatéan végtelen az értékkész-
lete).

7.6. definicié (Abszolit folytonossag és siiriiségfiiggvény). Az X va-
l6szintiségi valtozé abszoliit folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,
melyre

P(X <t)= /t f(s)ds

teljesiil minden t € R szamra. Ilyenkor az f fliggvényt az X valdsziniiségi
valtozo stirtiségfiiggvényének nevezziik.

7.7. allitas. Legyen az X abszoliit folytonos valoszintiségi valtozo, melynek
striiségfiiggvénye f. Ekkor tetszéleges a < b szamokra teljestil, hogy

Pla < X <b) = /bf(s)ds.

Példa: 1épcsos stirtiségfiiggvény. Tegyiik fel, hogy a holnapi csapadék-
mennyiség stirtiségfliggvénye az alabbi:

0,2, ha s € [0, 1];
f(s) =10,4, ha s € (1, 3];
0 ha s < 0 vagy s > 2.

Jelolje a holnapi csapadékmennyiséget X. Ekkor annak valdszintisége, hogy
holnap legfeljebb 0,5 mm csapadék lesz:

0,5 0,5
P(0 < X <0,5) = (s)ds:/ 0,2ds = 0,5-0,2=0,1.
0 0

Annak valdszintisége, hogy a holnapi csapadékmennyiség 0,5 mm és 2 mm
kozott lesz:

2 1 2
P0,5<X<2)= | f(s)ds= / 0, 2ds+/ 0,4ds = 0,5-0,241-0,4 = 0, 5.
0 1

0,5 ,0
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7.8. allitas (Az eloszlasfiiggvény és siliriiségfiiggvény kapcsolata). Le-
gyen X abszoliit folytonos valosziniiségi valtozo, melynek F' az eloszlasfiiggvénye.

(a) Ha f az X siirliségfiiggvénye, akkor minden t € R szamra

F(t) = / ; F(5)ds.

(b) Az f(t) = F'(t) fiiggvény (azokra a t-kre, ahol F' differencidlhato) az X
stirtiségtiiggvénye.

7.9. allitas (A strtiségfiiggvény tulajdonsidgai). Legyen f: R — R az
X valdszintiségi valtozo strtiségtiiggvénye. Ekkor

(i) f(s) > 0 teljesiil “majdnem minden” s € R-re (példaul véges vagy
megszamlalhaté sok kivétel lehetséges).

(i) [, f(s)ds = 1.

7.10. megjegyzés. Ha a g : R — R fiiggvényre teljesiil a fenti (i) és (it) tu-
lajdonsag, akkor van olyan X valdszintiségi valtozo, melynek g a stiriiségfiigg-
vénye.

7.1. Abszolut folytonos valészintiiségi valtozék varhato
értéke, szorasa és momentumai

7.11. definicié (Varhaté érték, abszolit folytonos eset). Legyen X ab-
szoliit folytonos valdsziniiségi valtozo, melynek stirtiségfiiggvénye f. Ekkor
X varhato értéke:

ha ez az integral létezik és véges.

7.12. definicié (Szérasnégyzet és széras). Tegyiik fel, hogy az X valo-
szintiségi valtozo abszoliit folytonos, és striiségfiiggvénye f. Ekkor X szoras-
négyzete:

D*(X) = E[(X ~ E(X))’].

szorasa pedig

D(X) = /E[(X — E(X))?].

ha ezek a varhato értékek léteznek.
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7.13. allitas (A szérasnégyzet kiszamitasa). A szdrdsnégyzetet a kovet-
kezoképpen szamithatjuk ki abszoliit folytonos X valoszintiségi valtozo esetén:

D) =B = B0 = [ SH(s)ds - [ | f(s)ds] }

—00 o0

ahol f az X siirtiségfiiggvénye.

8. Nevezetes abszoliut folytonos eloszlasok

8.1. Egyenletes eloszlas

8.1. definicié (Egyenletes eloszlas). Legyenek a < b valés szamok. Azt
mondjuk, hogy az X valosziniiségi valtozé egyenletes eloszlasu az |a, b] inter-
vallumon, ha striiségfiiggvénye

b—a’

0, kiilonben.

f(s):{L haa < s <b;

Vegyiik észre, hogy f(s) > 0 minden s-re, és ffooo f(s)ds = ;ﬁds =1, igy
f valéban lehet strliségfiiggvény, a 7.9. allitds és az azt kovetd megjegyzés
alapjan.

8.2. allitas (Az egyenletes eloszlas tulajdonsagai). Legyen az X valo-
szintiségi valtozo egyenletes eloszldsu az [a, b] intervallumon. Ekkor a kévet-

kezok teljesiilnek.

(i) X eloszlastiiggvénye:

0, hat < a;
F(t)=P(X <t)= =% haa<t<b
1, hat >b.

(ii)) Ha a < ¢ <d <b, akkor

d d 1 d—
P(chgd)_/f(s)ds_/b ds = ; <
c c — a — a
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(iii) Az X valésziniiségi valtozo varhato értéke és szordsa:

E(X) = “;Lb; D(X) = b\/_l_;.

Vegylik észre, hogy a varhaté érték a megadott intervallum kozepe, a széras
pedig az intervallum hosszaval aranyos — hosszabb intervallum esetén na-
gyobb a szoras.

Példa. Csomagot varunk, a futar 10 és 12 éra kozott érkezik. Feltessziik,
hogy érkezésének idépontja egyenletes eloszlasu a [10, 12] intervallumon. Ek-
kor az eloz6 allitas alapjan az alabbiak igazak.

e Annak valdsziniisége, hogy 10 és 11 6ra kozott érkezik: (11 —10)/(12—
10) = 1/2.

e Annak valészintisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik, 1/8 = 0, 125.
e Erkezési idépontjanak varhaté értéke: (10 +12)/2 = 11 éra.

e Erkezési idépontjanak szérdsa: (12 — 10)/v/12 = 1/4/3 = 0, 5774.

8.2. Normalis eloszlas

8.3. definicié (Normalis eloszlas). Legyen m valds, o pedig pozitiv szam.
Azt mondjuk, hogy az Y valdszintiségi valtozo normalis eloszlasi m varhato
értékkel és o2 szérasnégyzettel, ha stirtiségfiiggvénye

f(s) = \/Ql—m eXp<—%) (s € R).

Jelolése: Y ~ N(m,c?).

Ez az f val6ban siirtiségfliggvény, és hogy az igy megadott Y-ra E(Y) =m
és D*(Y') = o2 (ezeket nem bizonyitjuk).

8.4. definicié (Standard normalis eloszlas). Azt mondjuk, hogy a Z va-
16szintiségi valtozo standard normalis eloszlasi, ha normalis eloszlasi m = 0
varhaté értékkel és o = 1 szérasnégyzettel, azaz Z ~ N(0,1), és stirtiség-

fiiggvénye:
1 2
—s%/2
§) = ——e s € R).
f(s) 5r ( )
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A standard normalis eloszlas eloszlastiiggvényét ®-vel jeloljiik, vagyis

I
@(t):P(Ygt):E/ e/ 2ds.

sUriségflggveny

10. 4bra. A standard normaélis eloszlds stirtiségfiiggvénye (m = 0,0 = 1)

8.5. 4llitds (A normadlis eloszlas tulajdonsidgai). HaazY valdsziniiségi
valtozé normélis eloszlasi m véarhaté értékkel és o? szérasnégyzettel, vala-
mint a < b valés szamok, akkor

2mo o

(i) P(Y < b) =P(Y <b) = -2 f_booexp<—(s;—@)2>ds:<1><b_7m>.

(iii) Pla<Y)=Pa<Y) = - [Pexp ( - <S;g;>2)ds —1- cp(a;m).

(iv) Y varhaté értéke m, szérdsa o.

(v) Legyenek u,v valés szamok. Ekkor uY +v is normalis eloszlasi valoszinii-
ségi valtozo, wm + v varhato értékkel és u?o? szérdsnégyzettel.
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Példa. Tegyiik fel, hogy a holnapi csticshémérséklet (Celsius-fokban mérve)
normalis eloszldasi m = 2 vérhaté értékkel és o? = 9 szérasnégyzettel.
Jeloljiik ezt a valoszintliségi valtozot Y-nal. Ekkor annak valészintisége, hogy
a holnapi csucshomérséklet 0 és 4 °C' kozott lesz:

IP’(0<Y<4):IP’(Y<4)—IP’(Y<O):®(%>—<I><—§) =

o2 —af — 2 —a(2) - (1-af?
3 3 3 3
= 2@(%) —1=2-0,7486 — 1 = 0, 4972,
felhasznalva a normalis eloszlas tablazatét (vagy barmilyen statisztikai szoft-

vert) és a
O(—z)=1—(2)

tulajdonsdgot (mely a standard normaélis eloszléds stirtiségfliggvényének 0-ra
vonatkoz6 szimmetrigjabdl adodik).

8.3. Exponencialis eloszlas

8.6. definici6 (Exponencidlis eloszlas). Legyen b > 0 pozitiv szdm. Azt
mondjuk, hogy az X val6szintiségi valtozo exponencialis eloszlasi b paraméter-
rel, ha stiriiségfiiggvénye:

be7®, has>0;
o]

0 kiilonben.

8.7. allitas (Az exponencidlis eloszlas tulajdonsagai). Legyen X ex-
ponencialis eloszlasu b > 0 paraméterrel. Ekkor a kovetkezOk teljestilnek.

(i) X eloszlastiiggvénye:

1—e %, has>0;

F(t)=P(X <t)=P(X <) I/_ fls)ds = {0 kiilénben.

(ii)) X vdrhato értéke: E(X) = 1/b, szérdsa: D(X) = 1/b.
(iii) Orokifju tulajdonsig. Legyenek s,t pozitiv szdmok. Ekkor
P(X > s+t X >s)=P(X >t).
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11. abra. A b =1 paraméterti exponencialis eloszlds stirtiségfiiggvénye

Példa. Tegyiik fel, hogy egy radioaktiv részecske élettartamanak elolszasa
(mésodpercben mérve) 10 paraméterii exponencidlis eloszlasi valdsziniiségi
valtozé. Jeloljik ezt X-szel. Ekkor annak valdszinlisége, hogy a részecske
tobb mint 1 méasodpercig életben marad:

PX>1)=1-F(1)=1-(1-¢e'") =¢1=0,0000454.
Annak valdsziniisége, hogy a részecske élettartama 0,1 és 0,2 mésodperc
kozé esik:
P(0,1 <X <0,2)=F(0,2) — F(0,1) =1 —¢ 1002 _ (1 — 71001 =
=1/e—1/e* =0,2325.

A részecske élettartamanak varhaté értéke: E(X) =1/10=0, 1.

9. Valészintiliségi valtozok egyiittes eloszlasa

9.1. definici6é (Valészintiségi vektorvaltozd). Az X = (X;,...,X,) :
Q0 — R" fiiggvény valésziniiségi vektorvaltozo, ha tetszéleges a; < b; (i =
1,2,...,n) valés szamokra teljesiil, hogy

{we:a; < Xj(w) <byyay < Xo(w) <bg,...,a4, < X,(w) <b,} €A
Ha X valosziniiségi vektorvaltozo, akkor az X; valosziniiségi valtozo eloszlasat
az X i. peremeloszlasanak nevezziik.

Az X valosziniiségi vektorvaltozo diszkrét, ha értékkészlete véges vagy meg-
szamlalhatéan végtelen.
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9.1. Egyiittes eloszlas— és suriségfiiggvény

9.2. definicié. Az X = (X,...,X,,) valdszinliségi vektorvaltozo egyiittes
eloszlasfiiggvénye az F : R™ — [0, 1] fiiggvény, melyre

F(Z) :F(tl,,tn) :]P)<X1 Stl,XQ Stg,...,Xn Stn), ha (tl,...,tn) ERn.

9.3. definicié. Az X = (Xy,...,X,,) valdsziniiségi vektorvaltozé abszolit
folytonos, ha van olyan f : R™ — R fliggvény, melyre

t1 tn
F(tl,...,tn):/ / f(s1,...,8p)dsy ... dsp,.

teljesiil minden (ty,...,t,) € R" esetén. Ilyenkor az f fiiggvényt az X
egylittes striiségtiiggvényének nevezziik.

9.2. Valoszinuiségi valtozok fiiggetlensége

9.4. definicié. Azt mondjuk, hogy az Xi,..., X, : Q@ — R valoszintiségi
valtozok fiiggetlenek, ha

P(Xy <t1, Xo <toyoo o, Xn <) =P(X; <) - P(Xa < b).. . P(X,, < t)

teljesiil tetszoleges ty,ts, ..., t, valos szamokra.

Végtelen hosszii sorozatra a definicié igy modosul. Az X1, Xo, X3 ... valoszini-
ségi valtozok fiiggetlenek, ha koziiliik barmely véges sokat kivalasztva fligget-
len valészintiségi valtozokat kapunk.

Fiiggetlen valdszintiségi valtozokra példa:

e Két kockadobasnél az elséként (X;) és masodikként dobott szam (Xs).
e A holnapi csapadékmennyiség Budapesten és Torontéban.

o Két taldlomra valasztott ember testmagassaga.
Nem fliggetlen valdszintiségi valtozdkra példa:

o Két kockadobasnal az elsé szam és a két dobott szam oOsszege.

e A holnapi csapadékmennyiség Budapesten és Budaorson.
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o Két testvér testmagassaga.

9.5. allitas. Tegyiik fel, hogy az X,..., X, valdszintiségi valtozok fiigget-
lenek, és g1, ..., g, : R — R fiiggvények. Ekkor a g1(X1),92(X2), ..., gu(Xy)
valészintiségi valtozck is fiiggetlenek. Tovabbd, ha h : R¥ — R, akkor a
h( Xy, ..., Xg), Xksa, - - ., X, valoszintiségi viltozdk is fiiggetlenek.

9.6. allitas (Fliggetlenség és stirtiségfiiggvény). Tegyiik fel, hogy az X =
(X1, ..., Xy) valoszintiségi vektorvaltozo abszolit folytonos, egyiittes stirtiség-
fiiggvénye f, tovabba az X; valoszintiségi valtozo strtliségfiiggvénye f; minden
1=1,2,...,n esetén. Ezekkel a jelolésekkel: X1, X5, ..., X,, pontosan akkor
fliggetlenek, ha

flty, o tn) = filt) - falta) - fu(tn)

teljesiil barmely ti,ts, ... ,t, valos szamokra.

9.7. allitas (Fuggetlenség egész értékii esetben). Tegyiik fel, hogy az
X = (Xy,...,X,) valosziniiségi vektorvaltozé diszkrét, s6t minden perem-
eloszlasa egész értékii. Az X1, Xo,..., X, valoszintliségi valtozok pontosan
akkor fliggetlenek, ha

P(Xy=Fki,..., Xp=k,) =P(Xy = k1) - P(Xy = k) ... P(X,, = k)

teljesiil barmely ky, ko, . .., k, egész szamokra.

Példa. Egy szabalyos dobdkockat feldobunk n-szer, jelolje X; az ¢. dobas
értékét (i =1,...,n). Ekkor X1, Xs, ..., X,,) fliggetlenek. Példaul

1
P(X;=3,Xy=4)=P(X, =3) P(X,=4) = o
1

Vegyiik érszre, hogy ez 6sszhangban van azzal, hogy az elsé két dobas eredménye
36, a az els6 harom dobés eredménye 62 = 216-féle dobéssorozat lehet.

10. Varhaté érték, szoras, kovariancia, kor-
relacio
10.1. A varhaté érték tulajdonsagai

10.1. allitas. Legyenek X,Y, X, X, ..., X, olyan valosziniiségi valtozok,
melyeknek varhato értéke létezik vagy az 5.5. definicio, vagy a 7.11. definicié
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értelmében. Ekkor a kovetkezok teljesiilnek.

(a) Ha a < X < b teljesiil 1 valésziniiséggel valamely a,b valos szamokra,
akkor a <E(X) <b.

(b) Konstanssal szorzas. Ha ¢ € R, akkor
E(c- X) =c-E(X).
(c) Osszeg vérhaté értéke. E(X +Y) = E(X) + E(Y).

(d) Szorzat varhaté értéke fliggetlen esetben. Ha az X ésY valdszintiségi
valtozok fiiggetlenek, akkor E(X -Y) =E(X) - E(Y).

(e) Legyen g : R™ — R fiiggvény. Ekkor, ha Xy, ..., X, diszkrét valosziniiségi
valtozok, akkor

E(g(X1,.. ., X)) = Y gt tn)P(Xy=t,..., X, =1,),

ha a jobb oldal abszoliit konvergens, és az 0sszegzés az X1, Xo, ..., X, le-
hetséges értékeire torténik. Ha X, ..., X,, abszoliit folytonos val6szintiségi
valtozok f egyiittes stirtiségtiiggvénnyel, akkor

E(g(X1, ... X)) = /oo /OO ot t) F (s ) db,
ha a jobb oldal abszoliit konvergens.
Gyakran el6fordul, hogy fliggvényként a k. hatvanyra emelést hasznaljuk.
10.2. definicié6 (Momentumok). Legyen X olyan diszkrét vagy abszoliit

folytonos valészintiségi véltozé, melyre X* varhaté értéke létezik. Ekkor az
X valészintiségi valtozo k. momentuma:

E(X")  (k=1,2,...).
Az allités (e) része alapjan, ha X diszkrét valdszintiségi valtozd, akkor
E(X*) =) ufP(X = u),
i=1

ahol uy, us, ... az X lehetséges értékei. Ha X abszolit folytonos, és striiség-
fliggvénye f, akkor viszont igy szamolhatjuk a k. momentumot:

E(X*) = /_ Tkt

o0
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10.2. A szérasnégyzet tulajdonsagai

10.3. allitas. Legyenek X,Y, X, X, ..., X, olyan valdsziniiségi valtozok,
melyeknek szorasa létezik. Ekkor a kovetkezok teljesiilnek.

(a) Nemnegativitds. D(X) > 0.

(b) D*(X) = 0 akkor és csak akkor, ha P(X = ¢) = 1 valamilyen ¢ € R
szamra.

(c) Konstans hozzdadasa D?(X + b) = D*(X) tetszbleges b € R szdmra.

(d) Konstanssal valé szorzas. D?*(a - X) = a*D?*(X), és D(a - X) =
la|D(X) tetszbleges a € R szamra.

(e) fjsszeg szorasnégyzete fliggetlen esetben. Ha X és Y fiiggetlenek,
akkor D*(X +Y) = D*(X)+ D*(Y). Altaldnosabban, ha X1, X5, ..., X,
fiiggetlenek, akkor D*(X; + ...+ X,,) = D*(X;) + ... + D*(X,,).

10.3. A kovariancia és tulajdonsagai

10.4. definicié (kovariancia). Legyenek X ésY olyan valésziniiségi valtozdk,
melyeknek szorasa létezik. Ekkor az X és'Y kovarianciaja:

cov(X,Y) =E[(X —E(X)) - (Y —E(Y))].

10.5. allitas. Legyenek X,Y, Z, X4, ..., X, olyan valésziniiségi valtozok, me-
lyek szorasa létezik. Ekkor a kovetkezok teljesiilnek.

(a) A kovariancia kiszamitdsa. cov(X,Y) =E(X -Y) - E(X)E(Y).
(b) Szimmetria. cov(X,Y) = cov(Y, X).

(c) Konstanssal valé kovariancia. cov(X,c) =0, ha ¢ € R.

(d) Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?*(X).

(e) Linearitas. Egyrészt cov(X + Y, Z) = cov(X, Z) + cov(Y, Z), mdsrészt
tetszéleges ¢ € R szamra cov(cX,Y) = c¢- cov(X,Y).

(f) Fiiggetlenséggel val6 kapcsolat. Ha az X ésY valdszintiségi valtozok
fiiggetlenek, akkor cov(X,Y) = 0.
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(g) Osszeg szérasnégyzete. D*(X +Y) = D*(X) + D*(Y) + 2cov(X,Y).

Tovabbd ) )
D? ( 3 Xi) =Y D*(X) +2) cov(X.Y).
=1 =1

1<j

(h) Kiilonbség szérasnégyzete D*(X —Y) = D*(X) + D*(Y).

Példa. Legyen X Poisson-eloszlastu valdszintiségi valtozé 2 paraméterrel.

Ekkor

cov(X + 3,2 X) © 2cov(X + 3, X) © 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =

D op(X) =22 =4,

ahol felhasznéltuk a Poisson-eloszlas szorasnégyzetére vonatkozo osszefliggést
(6.11. allitas (a) rész).

10.6. definicié (Korrelalatlansag). Haaz X,Y valoszintségi valtozok ko-
varianciaja 0, akkor azt mondjuk, hogy X és 'Y korrelalatlanok.

10.7. Allitas (Filiggetlenség és korrelalatlansdg). (i) Haaz X ésY valo-
szintiségi valtozok fiiggetlenek és szorasuk létezik, akkor korrelalatlanok, azaz
cov(X,Y) = 0.

(ii) Vannak olyan U,V valésziniiségi valtozok, melyek nem fiiggetlenek, de
korrelalatlanok, azaz cov(U,V') = 0.

Az allitas (ii) részére példa a kovetkezs. Legyen X és Y két szabélyos koc-
kadobas, ezek fliggetlenek. Legyen tovabba U = X +Y,V = X — Y. Ekkor
cov(U, V) = cov(X +V, X — Y)Y DIX) — cov(X,Y) + cov(X,Y) — D*(X) =

Y p2(x) - DY) = 0.

Ugyanakkor U és V nem fiiggetlenek, példaul

0=PU =11,V =0) #P(U =11)-P(V =0) =

&l e
o=
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10.4. A korrelaciés egyiitthatoé

10.8. definicié (Korrelacids egyiitthatd). Legyenek X ésY olyan vals-
szintiségi valtozok, melyek szorasnégyzete létezik. Ekkor X és'Y korrelacios
egylitthatoja:

VX3 ha D(X) > 0,D(Y) > 0;

}{(){7 Y) — D(X)D(Y)’
0, ha D(X) =0 vagy D(Y) = 0.

10.9. Aallitas (A korrelaciés egyiitthaté tulajdonsagai). Legyenek X és
Y olyan valészintiségi valtozok, melyek szorasa létezik.

(i) Ekkor teljestil, hogy
[R(X,Y)| < 1.

(ii) Legyen a > 0 valés szam, b tetszéleges valos szam. Ekkor

R(X,aX +b)=16s R(X,—aX +b) = —1.

(iii) Tegyiik fel, hogy |R(X,Y)| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b valds
szamok, hogy az 'Y = aX + b egyenlet 1 valoszintiséggel teljestil.

Példa. Kétszer dobunk szabdlyos dobdkockéaval. Kiszamitjuk az el6szor
dobott szamnak és a dobott szamok Gsszegének korrelacios egyiitthatojat.

Ehhez legyen X az el6szor dobott szam, Y a mésodszor dobott szam. A
kérdés X és X + Y korrelacios egytuitthatoja. Felhaszndlva, hogy X és Y
fliggetlenek, és igy egyrészt a kovarianciajuk nulla, masrészt az Osszegiik

szorasnégyzete a szérasnégyzeteik Osszege (10.3. allités):

ROX.X +V) = cov(X, X +Y) _ cov(X, X) + cov(X,Y)

D(X)D(X +Y)  D(X)y/D2(X) + D%(Y)

D*(X 1

(X) =—>0.

T D(X)VZ-D(X) V2

11. Egyenlotlenségek

11.1. Allitas (Markov-egyenlStlenség). Legyen t > 0 tetszileges pozitiv
szam, X pedig olyan véges varhaté értéki valoszintiségi valtozo, mely csak
nemnegativ értékeket vesz fel, vagyis melyre X > 0 teljesiil. Ekkor

x> 1) < B
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11.2. 4llitas (Csebisev-egyenlStlenség). Legyen X véges szérasi valo-
szintiségi valtozo, s > 0 pozitiv szam. Ekkor

D2(x)

2

P(X —E(X)[ > s) <

S

11.3. kovetkezmény. Legyen X véges szorasu valoszintiségi valtozo, s > 0
pozitiv szam. Ekkor

D2(x)

P(IX —E(X)| <s)>1—

S

12. Valdszintliségi valtozdk osszege

12.1. Konvolucid

12.1. allitas. Legyenek X és'Y olyan fiiggetlen valoszintiségi valtozok, me-
lyek lehetséges értékei egész szamok. Ekkor

P(X +Y =k) = i P(X = i)P(Y = k — ).

1=—00

12.2. allitas. Legyenek X ésY egymastdl fiiggetlen, abszoliit folytonos valo-
szintiségi valtozok. Legyen az X striiségtiiggvénye f, az Y-é pedig g. Ekkor
az X +Y valdszintiségi valtozo is abszoliit folytonos, és stiriiségfiiggvénye:

o) = [ Fo)a(t— s)as.

12.2. Nevezetes eloszlasok 0Osszege

12.3. Aallitas (Binomidlis valészintiségi valtozdk osszege). Tegyiik fel,
hogy X1, Xo, ..., X, fliggetlen valosziniiségi valtozok, 1igy, hogy X; eloszlasa
binomidlis m; renddel és p paraméterrel (i = 1,...,n). Ekkor X; + ...+ X,
eloszlasa binomialis eloszlas mq + mq + ... + m,, renddel és p paraméterrel.

12.4. illitas (Geometriai eloszliasi valésziniiségi valtozok Gsszege).
Tegyiik fel, hogy X1, X, ..., X, fiiggetlen valosziniiségi valtozok, igy, hogy
X, geometriai eloszlasi p paraméterrel (i = 1,...,n). Ekkor X; + ...+ X,
eloszlasa negativ binomialis eloszlas n renddel és p paraméterrel.
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12.5. Allitas (Negativ binomidlis eloszlas). Legyenek X1, ..., X, fiigget-
len valdszintiségi valtozok, 1igy, hogy X; negativ binomialis eloszlasi m; rend-

del és p paraméterrel (i = 1,...,n). Ekkor X; + ...+ X,, eloszldsa negativ

binomialis eloszlas my + mo + ...+ m,, renddel és p paraméterrel.

12.6. Allitas (Poisson-eloszlas). Legyenek X, ..., X, fiiggetlen valoszin-
ségi valtozck, gy, hogy X; Poisson-eloszlasi s; paraméterrel (i = 1,...,n).
Ekkor

(a) X1+ Xy Poisson-eloszlast sy + sy paraméterrel.

(b) X1+ X5+ ...+ X, Poisson-eloszlasii sy + ...+ s, paraméterrel.

12.7. Allitas (Normaélis eloszlas). Legyenek X, ..., X, fiiggetlen val6szi-

niiségi valtozdk, gy, hogy X; normdlis eloszldsi m; varhaté értékkel és o?
szorasnégyzettel (i = 1,...,n). Ekkor

(a) X1+ X, normalis eloszldst my+my vdrhaté értékkel és oi+o03 szordsnégy-
zettel.

(b) X1+ Xo+...+ X, normélis eloszlasi my + ...+ m, varhaté értékkel és

0% + ...+ 02 szérdsnégyzettel.

12.3. Az atlag varhaté értéke és szérasa
12.8. Allitas (Az Gsszeg varhaté értéke értéke és szérasa). Tegyiik fel,

hogy X1, Xo, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasii valészintiségi valtozok (vagyis
eloszlastiiggvényiik megegyezik). Ekkor

E(X:+... 4+ X,) =nE(X1):  D(Xi+...+X,) =vnD(X1).

12.9. allitas (Az atlag varhaté értéke értéke és szérasa). Tegyiik fel,
hogy X4, X, ..., X, fliggetlen, azonos eloszlasi valosziniiségi valtozok. Ek-

kor
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13. A nagy szamok torvényei

13.1. definicié (Sztochasztikus konvergencia). Legyen X, X, ... valo-
szintiségi valtozok sorozata. Azt mondjuk, hogy ez a sorozat sztochasztikusan
konvergal az Y valdszintiségi valtozohoz, ha minden € > 0-ra

P(|X,—-Y|>¢e)—0
teljestiil n — oo esetén.
13.2. tétel (A nagy szdmok gyenge torvénye). Legyenek X, X, ... o-

lyan valészintiségi valtozcok, melyek fiiggetlenek, és azonos eloszlasiak (vagyis
eloszlasfiiggvényiik megegyezik). Tegyiik fel, hogy D(X;) létezik. Ekkor

Xi+Xo+...+ X,
N
n

E(X1)

sztochasztikusan n — oo esetén.

Ez tehét azt jelenti, hogy ha X, = (X1 + Xo + ... + X,,)/n jeloli az els6 n
valdszintiségi valtozoé atlagat, akkor minden € > 0 esetén

P(X, —E(X)|>e) =0  (n— oo).

13.3. definicié (1 valészintiségii konvergencia). Legyen X1, Xs, ... val6-
szintiségi valtozok sorozata. Azt mondjuk, hogy ez a sorozat 1 valdszintiséggel
konvergal a Z valdsziniiségi valtozohoz, ha

P({w e Q: Xp(w) — Z(w)}) = 1.

13.4. megjegyzés. Ha X,, — Z teljesiil 1 valoszintiséggel, akkor X, — Z
sztochasztikusan is. Ennek a megforditasa viszont nem igaz (van olyan szto-
chasztikusan konvergens sorozat, mely nem 1 valészintiséggel konvergens).

13.5. tétel (A nagy szamok erés torvénye). Legyenek X, Xs, ... va-
I6szintiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azonos eloszlasuak. Tegytik fel
még, hogy E(X,) létezik. Ekkor

X1+ Xo+...+ X,
n

teljesiil 1 valoszintiséggel n — oo esetén.
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14. Centralis hatareloszlastétel

14.1. definicié (Eloszlasbeli konvergencia). Legyen Xy, Xs, ... valdszi-
niiségi valtozok sorozata, X; eloszlastiiggvénye F; (i = 1,2,... esetén). Le-
gyen tovabba Y valdszintiségi valtozo, melynek eloszlastiiggvénye F. Azt
mondjuk, hogy az (X, )nen sorozat tart Y-hoz eloszlasban, ha

F,(t) — F(t) (n — 00)

teljesiil minden olyan t € R-re, melyre F' folytonos t-ben.

14.2. tétel (Centralis hatareloszlastétel). Legyenek X1, Xs,... fiigget-
len azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, melyeknek szorasa létezik. Hasz-
naljuk a kévetkezs jeloléseket: E(X,) = m és D(X;) = s. Legyen Y standard
normalis valészintiségi valtozo: Y ~ N(0,1). Ekkor

X1+X2+...+Xn—n-m
sv/n

eloszlasban n — oo esetén. Vagyis tetszoleges a < b valos szamokra teljestil,
hogy

—Y

sv/n

azaz (mivel Y standard normalis eloszlasi):

Xi+Xo+...+X,—n- 1 b
lim IP’(a < 2l tAe ¥ nem < b) — / e~ 2 0.
n—oo S\/ﬁ vV 27T a

<b):IP’(a§Y<b),

n—oo

lim IP’(CL <

Ez utobbi 6sszefiiggést igy is atfogalmazhatjuk:

1 b
P(nm + asv/i < X1+ Xo + ... + X < nm + bsy/n1) — —/ 2y
V2T Jg

teljesiil n — oo esetén.

Példa. Legyenek X, X,,... fiiggetlen s = 0,5 paraméteri exponencidlis
eloszlasu valdszintiségi valtozok. Ezek azonos eloszlasiak, véges szorasuak,
és
1 1
E(Xl) = - = 2, D(Xl) =-=2
s s
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A nagy szamok erds torvénye szerint
1 n
lim — E X; =2
n—oo N 4
J=1

1 valdszintiséggel.

A centralis hatareloszlastétel szerint tetszdleges a < b szamokra

"X, —2n b
lim IP’(a < L < b) = / e Pdxr = (b) — ().

a

Atrendezve:

n b
lim P(Qa\/ﬁ < ZXj —2n < 2b\/ﬁ> = / o200 — O(b) — P(a).
j=1

n—o0 a

n b
lim P(Zn + 2ay/n < ZXj < 2n+ 2b\/ﬁ) = / e Pdy = d(b) — (a).
j=1

n—oo a

2 ¢ 2b
limP<2+—a§@<2+—)
n—00 \/ﬁ n \/ﬁ

Tehat példaul a = —1 és b = 1 valasztassal

= /b e 2y = O(b) — P(a).

a

22X 2 !
limIP’(Z ——< ==l 9y —) = / e "2y = O(1) — P(—1)
n—00 NLD n NLD _1

=¢(1)—-[1-P(1)]=2P(1) —1=2-0,8413 — 1 = 0, 6826.
Ugyanakkor példaul

"X
lim 9(1,99993 < 2% < 2,00008) ~1.

n— 00 n

A 12. abran a kovetkezo lathatd. Xy, Xo, ..., X3o00 fiiggetlen exponencialis
eloszlasu valdszintiségi valtozok s = 0,5 paraméterrel, mint el6bb. Min-
den n = 100,101,...,3000-re kiszdmitjuk az %(Zyzl X;) étlagot, és ezt
abrazoljuk n fiiggvényében. Az &tlag E(X;) = 1/s = 2-hoz konvergal a
nagy szamok erOs torvénye szerint 1 valdszinliséggel. Az abran az atlag nem
megy nagyon kozel a kettchoz, de elég nagy n-re 1,95 és 2,05 kozé esik. Az
atlag szordsa n = 3000-re 2/4/3000 = 0, 0365 a 12.9. allitds szerint.
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atlag
2.00 2,05
L |

195
1

1.90
1

1.85
L

T T T T T T T
500 1000 1500 2000 2500 3000

o

darabszam

12. abra.
Az atlag valtozdsa a darabszam fiiggvényében fiiggetlen exp(0,5) eloszlasu
mintanal
15. Tovabbi nevezetes abszolit folytonos el-
oszlasok

15.1. definicié (gamma-fiiggvény). Ha a > 0 pozitiv szam, legyen
[(a) = / t" e tdt.
0

Parcidlis integréalassal kiszamithatd, hogy I'(a) = (a — 1)I'(a — 1) minden
a > 1-re, és igy I'(n) = (n — 1), ha n pozitiv egész.

15.2. definicié (gamma-eloszlas). Legyenek a és A pozitiv szamok. Azt
mondjuk, hogy az X valoszintiségi valtozé gamma-eloszlasi a renddel és A
paraméterrel, ha stirtiségfiiggvénye

Aote—l_a¢ .
fly=q T =
0, t < 0.

15.3. definicié (x*-eloszlas). Legyenek X1, Xo,. .., X, fiiggetlen standard
normalis eloszlasu valoszintiségi valtozok. Az

Y=X{+X7+...+X2
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valészintiségi valtozé eloszlasat q szabadsagi foki y?-eloszldsnak nevezziik.
Ennek stirtiségtiiggvénye:

ta/2=1 /2 .
fi(t) = 21/7T(q/2) © =
0, t <0.

A ¢ szabadsagi foki y-négyzet eloszlds megegyezik az a = ¢/2 rendd és
A = 1/2 paraméterii I'-eloszlassal.

0.10 0.15 020 0.25
1 1 1 1

sUrlségfuggveény

0.05
1

0.00
1

13. dbra. Az n = 3 szabadsdgi foku y?-eloszlas stirtiségfiiggvénye

15.4. definicié (F-eloszlas). Legyenek m,n pozitiv egészek, Xi,..., Xm,
Y1,Ys, ..., Y, pedig fiiggetlen standard normalis eloszlasu valoszintiségi valto-

z0k. Ekkor az
Cn(XPH X34+ +X2)

- om(YP Y YR

valdszintiségi valtozo eloszlasat m,n paraméterti F'-eloszlasnak nevezziik.

15.5. definicié (t-eloszlas). Legyenek Xy, Xo, ..., X, ésY fiiggetlen stan-
dard normalis eloszlasu valoszintiségi valtozok. Ekkor a
Y

7 —
VXE+ X2+ +X2)/n

valdszintiségi valtozo eloszlasat n szabadsagi foku t-eloszldasnak (vagy Student-
eloszlasnak) nevezziik.
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15.6. definicié (Cauchy-eloszlas). Az n = 1 szabadsdgi foki t-eloszldst
Cauchy-eloszlasnak nevezziik. Vagyis, ha X ésY fiiggetlen standard normalis
eloszldst valészintiségi valtozok, akkor X /Y Cauchy-eloszlasu. Ennek stirtiség-

fiiggvénye:
1

1422

foz) =

3=

A Cauchy-eloszlasnak sem varhato értéke, sem szordsa nem létezik.

sUrlségfuggveny
| | | L

005 010 015 020 025 030

14. abra. A Cauchy-eloszlas stirtiségfiiggvénye

15.7. definicié (beta-eloszlas). Legyenek a,b > 1 szdmok. Azt mondjuk,
hogy az U valodszintiségi valtozo beta-eloszlasi a és b paraméterekkel, ha
stirtiségtiiggvénye

I(a+b) ja— _ ‘
fg(t):{F(a)F(b)t 1=t tel0,1];

0, t<0vagyt>1.

Vegyiik észre, hogy a stlirliségfiiggvény csak a [0,1] intervallumon vesz fel
pozitiv értékeket, vagyis a beta-eloszlasbol sorsolt értékek mindig 0 és 1 kozé
esnek.
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15. dbra. A beta-eloszléas stirtiségfiiggvénye a = 5 és b = 2 paraméterekkel
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