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1. Bevezetés

Célok: mérési eredmények, kisérletekbol szarmazo adatok alapjan

e az adatok elemzése;
e a mért mennyiség vagy abbdl szarmaztatott mas mennyiségek becslése;
e hipotézisek ellenorzése vagy céafolata;

e multbeli adatok alapjan a jovébeli folyamatok elérejelzése.
Alkalmazasi teriiletek:

e ¢l0 és élettelen természettudomanyok, tarsadalomtudomanyok: kisérleti
eredmények értelmezése

e idosorok, véletlen folyamatok eldrejelzése a természettudomanyokban
vagy gazdasagtudomanyban;

e biztositas— és pénziigyi matematika.

1.1. Példa: az adatok elemzése

A Duna vizélldsa az elmilt hisz napban (2016. januér) Budapestnél igy
alakult (centiméterben mérve):

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186

A fenti adatsort mintanak nevezziik.
A mintaelemek szdma, vagyis a minta nagysaga: n = 20.

A legkisebb mintaelem 99, a legnagyobb 218. A minta terjedelme a legna-
gyobb és legkisebb mintelem kiilonbsége: 218 — 99 = 119.

A mintaelemek atlaga 149,9.

A minta medidnja (a nagysdg szerinti sorrendben két kozépsé mintaelem
atlaga): 141,5.

A korrigalt tapasztalati szords: 38,55 (definici6 kés6bb).



A vizallas 5 napon volt 115 cm-nél kevesebb (a napok egynegyedén), és 3 na-
pon haladta meg a 2 métert (a napok 15%-dn). A legnagyobb visszintemelke-
dés 38 centiméter volt (a 2. és 3. nap kozott), a legnagyobb csokkenés 25 cm
(a 7. és 8. nap kozott). Az atlag nagyobb a mediannal.

1.2. Példa: hisztogram

Az adatok dbrazolasanak egy lehetséges médja hisztogram készitése. Valasz-
tunk egy intervallumot, mely magaban foglalja a mérési adatokat. Az in-
tervallumot egyenl6 nagysagu részekre osztjuk. Az igy kapott kisebb in-
tervallumok mindegyikéhez hozzarendeljiik az abba esé mintaelemek szamat
(gyakorisagat), és ezt dbrazoljuk.
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1. dbra. A Duna vizallasa hisz napon keresztiil, éjfélkor (2016. januar)

2. Alapstatisztikak

Minta (sample): X, ..., X, (ezek val6sziniiségi valtozdk).
A minta elemszama n (size).
Minimum: a legkisebb mintaelem, azaz min(X;, Xs, ..., X,).

Maximum: a legnagyobb mintaelem, azaz max(Xy, Xo,..., X,,).
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2. bra.
A Duna vizallasardl kapott hiszelemi mintabdl készitett hisztogram

Terjedelem (range): a legnagyobb és legkisebb mintaelem kiilonbsége, azaz

max(Xy, Xo, ..., X,) —min(Xy, Xo,..., X,,).

Moédusz (mode): az a mintaelem, amelyik leggyakrabban fordul el6.
Atlag/mintastlag (mean):

— Xi+Xo+...+ X,

< - + Xo + + ‘

n

n

Tapasztalati szérasnégyzet (uncorrected variance):

n

52 = %{Z(Xk —YH)Q].

k=1

Tapasztalati széras (uncorrected standard deviation):

n

o = %[Z(Xk —Yny].

k=1

Korrigalt tapasztalati szérasnégyzet (variance, var):

sh=- ! 1 {zn:(xk - mﬂ.

k=1
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Korrigalt tapasztalati széras (standard deviation, sd):

n

st = ni . [Z(Xk —YHV}.

k=1

Szérasi egyiitthaté (coefficient of variation [cv]| / relative standard devia-
tion [rsd)):
s

*
n

Cy =

>

n-

2.1. allitas (A tapasztalati szérasnégyzet masik alakja). A tapaszta-
lati szorasnégyzet igy is kiszamithato:

1 -
s;?:—b X,f} ~-X
n
k=1

Bizonyitas. Atrendezéssel kapjuk, hogy

S XX =Y (X -2X X+ X =) XP-22X X +n-X =

k=1 k=1 k=1
n
2
= E XP—n-X".
k=1

Ebbél adédik, hogy

=2 ea-wr] =[] -

k=1

a tapasztalati szérasnégyzet definiciéja alapjan. O

2.1. Példa: alapstatisztikak

/////

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186



mintaelemszam: n = 20

minta: X; = 106, Xy = 133,..., X530 = 135,..., Xy = 186.
tlag: X = 149.9

tapasztalati szérdsnégyzet: s2 = 1412, 09

tapasztalati szoras: s, = 37,58

korrigélt tapasztalati szérdsnégyzet: s = 1486,411
korrigalt tapasztalati szords: s; = 38,55

szorasi egyiitthaté: ¢, = 0,2571.

2.2. Rendezett minta

Rendezett minta: a mintaelemeket nagysag szerint novekvé sorrendbe
allitjuk. Jelolés:
(X7, X5, ..., X)).

n

Vagyis {X7, X3, ... X} ={X1,Xo,..., X, } és X} < X3 < ... < X[

A minimum X7, a maximum X. A k. legkisebb mintaelem X}.

Példa: a vizallasrdél kapott hiszelem(i minta rendezett mintaja:

99 102 106 111 113 120 123 126 133 135
148 158 164 171 180 186 189 205 211 218

X7 =099, X5 =102, X} =106,..., X; =120,..., X}, = 135
Xp =148,..., X7, = 171,..., X3, = 218.

2.3. Median
Tekintsiik az n elemi (X, Xo, ..., X,) mintat.
2.2. definicié. Ha n paratlan: a rendezett minta k6zéps6 elemét, azaz

X Ekn +1)/2-t a minta medianjanak nevezziik.

Ha n pdros: a rendezett minta n/2. és n/2 + 1. elemének atlagat, azaz a
X + X5
2

/2+1
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mennyiséget a minta medianjanak nevezziik.
Megjegyzés: paros n esetén a teljes [X;; /2 X, /2 +1] intervallumot (vagy annak

barmely elemét) is a minta medidnjdnak lehet hivni.

Példa: a vizallasrél kapott hiszelemii minta medianja:
1, .. . 1
5 (Xio + Xi1) = 5(135 4 148) = 141, 5.

2.4. Példa: az atlag és a median osszehasonlitasa

Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

A
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értékek
3. dbra. Az 500 elemii, normalis eloszlast minta hisztogramja

500 elemti fliggetlen minta: Xy, Xs, ..., X500 fliggetlenek, eloszlasuk normalis
eloszlas m = 1 varhaté értékkel és o = 1 szorédssal

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.4870 0.3233 0.9688 0.9599 1.5320 4.4000

Exponencialis eloszlas

500 elemt fliggetlen minta: Yi,Ys, ..., Y50 fliggetlenek, eloszlasuk expo-
nencidlis eloszldas b = 1 paraméterrel. E(Y;) = 1 és D(Y;) = 1 minden
k=1,2,...,500-ra.



Exponencialis eloszlas
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4. abra. Az 500 elemii, exponencialis eloszlasi minta hisztogramja

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.001326 0.282700 0.637300 0.984900 1.349000 5.895000

A normalis eloszlas esetében nincs nagy kiilonbség az atlagra és a medianra
kapott értékek kozott, mig az exponencidlis eloszlas esetén jelentos eltérés
latszik (a varhaté érték és a széras is mindkét esetben 1 volt, ebben nincs
kiilénbség).

Az m = 1 varhato értékili és o = 1 szérasi normaélis eloszlas stirliségfiiggvénye
szimmetrikus az 1 korul:

£t = — eXp<—ﬂ) (t € R).

\ 2T 2

Az 1 paraméterii exponencialis eloszlas strliségfiiggvénye nem ilyen:

exp(—t), hat > 0;
g(t) = (=)
0, ha t < 0.

Ha a stirtiségfiiggvény szimmetrikus, akkor az atlag és a medidan altalaban
kozelebb esik egymashoz, mint ha nem érvényes a szimmetria. Ezért ha az
adatok semmilyen szimmetriat nem mutatnak, gyakran a mediant tiintetik
fel. Szimmetrikus esetben inkabb az atlagot hasznéljak.



2.5. Tapasztalati eloszlasfiiggvény
Kérdés. Mennyi annak valdészintisége, hogy 2017. januar 15-én a Duna

vizallasa 200 cm alatt marad? Mit tudunk errél mondani az adatok alapjan?

Legyen X tetszoleges valoszintiségi valtozo. Ennek eloszlasfiiggvénye az az
F : R — [0, 1] fiiggvény, melyre

F(t) =P(X < t)

minden ¢ € R-re.

2.3. definici6é (Tapasztalati eloszlasfiiggvény). Legyenek X, X, .. Xy
valoszintiségi valtozok. Ennek a mintanak az eloszlasfiiggvénye az az F,, :
R — [0, 1] fiiggvény, melyre

A B t-nél kisebb mintaelemek széma

Fu(t) : _ %iH(Xk <1).
k=1

Itt I( Xy < t) értéke 1, ha X <t teljesiil (azaz a k. mintaelem legfeljebb t),
és 0 kiilonben. Tehat mindent-re megadjuk a t-nél nem nagyobb minta-
elemek aranyat a mintaban.

Tapasztalati eloszlasfiiggvény
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5. abra.
A Duna vizallasarol kapott hiszelemii minta tapasztalati eloszlasfliiggvénye

Példaul, a korabbi rendezett mintat tekintve a Duna vizallasarol:

10



99 102 106 111 113 120 123 126 133 135
148 158 164 171 180 186 189 205 211 218

A vizallas egy napon volt legfeljebb 100 cm, hat napon volt legfeljebb 120
cm, tizenkét napon volt legfeljebb 160 cm, és tizenhét napon volt legfeljebb
200 cm. Tehat:

~ A

F,(100) = 1/20 = 0,05;  £,(120) = 6/20 = 0, 3;

A ~

F,(160) = 12/20 = 0,6;  £,(200) = 17/20 = 0, 5.

2.6. Kvantilisek

Kérdés. Olyan magas gatat szeretnénk épiteni, hogy nagyjabol hiszévente
keriiljon csak sor arvizi védekezésre. Pontosabban, annak valdszintisége, hogy
egy adott évben a legmagasabb vizallas legfeljebb 1/20 valészintiséggel emel-
kedjen a gat szintje folé. Ha rendelkezésre allnak az egyes évek legmagasabb
vizallasai, ez alapjan milyen magasra kellene épiteniink a gatat?

Legyen X valdszintiségi valtozd, melynek eloszlasfiiggvénye F':
F(t)=P(X <t) (t € R).
Legyen z € [0, 1] adott szdm. Ekkor az F' eloszlasfiiggvény z-kvantilise:
¢, = min{t : F(t) > z}.
Ha F szigortian monoton nové, akkor ¢, = F~1(2).

2.4. definici6é (Tapasztalati kvantilis). Legyen X1, Xs, ..., X,, minta, és
z € [0, 1] adott szam. Ekkor a minta tapasztalati z-kvantilise a tapasztalati
eloszlastiiggvény z-kvantilise, vagyis:

G. = min{t : F,(t) > z}.
2.5. definici6é (Tapasztalati kvartilisek.). A z = 1/4-hez tartozé 1/4-
kvantilist a minta elsé kvartilisének nevezziik, és QQ1-gyel jeldljiik. A z = 3/4-

hez tartozo 3/4-kvantilist a minta harmadik kvartilisének nevezziik, és QQ3-
mal jeloljiik.

11



Példaul, szintén a kordbbi, vizallasra vonatkozé mintét tekintve legyen eldszor
z = 0,5. Azt a legkisebb szintet keressiik, amire igaz, hogy a mintaelemek
fele kisebb nala. Ez a nagysag szerinti sorrendben a 10. mintaelem lesz,
tehat go5 = 135, a két kozéps6 mintaelem kozil a kisebb.

Els6 kvartilis. A példdban tekintsiik az els6 kvartilist: z = 1/4. A legkisebb
olyan szintet keressiik, aminél a mintaelemek negyede kisebb vagy egyenlé.

Mivel hisz elemii a minta, ez a nagysag szerinti sorban az 6todik mintaelem
lesz: Ql =dq1/4 = X; = 113.

Harmadik kvartilis. Most azt a legkisebb szintet keressiik, aminél a min-
taelemek 3/4-e kisebb vagy egyenld. Ez a tizenotodik lesz a nagysag szerinti
sorban: (3 = ¢q3/4 = X5 = 180.

Tovabbi kvantilisek. Példaul z = 0,2 az, aminél az elemek egyotode kisebb:
q0,2 = XZ = 111.

Az a szint, aminél a mintaelem z = 0,95 része kisebb (vagyis amit a minta-
elemek 5%-a halad meg):

qo,95 = Xikg = 211.
Kvantilisek szamitasa interpolaciéval. A fent megadott definicié he-
lyett az alabbit is szoktdk haszndlni. Ilyenkor a kvantilis nem a mintaele-
mek egyike, hanem a nagysag szerinti sorrendben két szomszédos mintaelem
lineédris kombinéciéja.
1. n elemli minta z-kvantilisét szeretnénk meghatérozni.

2. Legyen m = |[(n+ 1)z| az (n + 1)z egészrésze, u = {(n + 1)z} pedig
ugyanennek a tortrésze.

3. A médositott definicié értelmében a tapasztalati z-kvantilis:
Gz = Xop T u(Xpy — X)),

ahol X} a nagysdg szerinti sorrendben a k. legkisebb mintaelem.

2.7. Példa: boxplot

A mintaelemek abrézoldsanak (és kiilonosen mas mintékkal valé Osszeha-
sonlitasanak) egy szokasos médja a boxplot készitése, melyhez a minta bizo-
nyos kvantiliseit kell kiszamitani.

12
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A boxplot készitéséhez sziikséges adatok, és ezek értékei a vizallasra vonat-
kozé mintaban:

e minimum: a legkisebb mintaelem (99);
e els6 kvartilis: a z = 1/4-hez tartozé kvantilis (118,2);

e median: a kozépsé mintaelem, vagy a két kozépsé mintaelem atlaga
(141.,5);

e harmadik kvartilis: a z = 3/4-hez tartozé kvantilis (181,5);
e maximum: a legnagyobb mintaelem (218).

e terjedelem: a maximum és minimum kiilonbsége.

Az egyes dobozok az elsé kvartilistél a harmadik kvartilisig tartanak. A
kozépvonal helye a median. A vonalak felolelhetik a teljes terjedelmet. Azok
az adatok, melyek valamelyik iranyban messzebb esnek a mediantol, mint az
elso és harmadik kvartilis kozotti tavolsag masfélszerese, gyakran kiilon pont-
tal kertilnek dbrazoldsra (ilyenkor a vonalak az utolsé olyan adatnal érnek
véget, ami még beliil van a masfélszeres tavolsagon).

2.8. Tapasztalati momentumok
Legyen tovabbra is X, Xo, ..., X, a minta.

2.6. definicié. Legyen k > 1 egész. Ekkor a minta k. tapasztalati mo-
mentuma (kth sample moment) a mintaelemek k. hatvanyainak dtlaga:

1~ o
L2
7j=1
Ekkor a minta k. centralt tapasztalati momentuma (kth sample central
moment):
j=1

2.7. definicié. A tapasztalati ferdeség (sample skewness) két szokdsos
definicioja:

__m3 %Z;‘L:l(Xj - 7)3
*¥3 n <2\\3/2"
W GE XL X))
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- fin—z) ' m T (- 1>n<n—2> > (stf)g'

j=1
Vegyiik észre, hogy a definiciok csak az n-tdl fiiggd szorzdtényezdben kilon-

boznek. Heurisztika: ha az adatok hisztogramja nagyjabdl szimmetrikus (a
medidn koriil), akkor a tapasztali ferdeség értéke a nulldhoz kozeli.

2.8. definicié. A lapultsag (sample kurtosis) egy lehetséges definicigja:

Ha Y normélis eloszldst valészintiségi valtozo, akkor E(Y*4)/E(Y?)? = 3, ez-
zel hasonlitjak 0ssze a mintabol kapott értéket. Ha olyan eloszlédsbol vesziink
mintat, melynek strtségfiiggvénye kozel van a normaélis eloszlas strtiség-
fiiggvényéhez, nulla kozeli lapultsagra szamithatunk. Pozitiv lapultsag " me-
redekebb” (abszolut értékben nagyobb derivalttal rendelkezé), negativ la-
pultsag kevésbé meredek stirtiségfiiggvényre utalhat.

3. Statisztikai mezo

3.1. definicié. Az (2, A, P) hdrmast statisztikai mez&nek nevezziik, ha
minden P € P-re (Q, A, P) Kolmogorov-féle valésziniiségi mezé.

Vagyis: ugyanazon az alaphalmazon (elemi események halmazén és az esemé-
nyek halmazan) tobb valészintiségi mérték adott. Frekventista megkozelités:
a minta egyetlen P-hez tartozd valdszintiségi mezébol szarmazik, és errol
a P-rél szeretnénk minél tébbet megtudni. (Ett6l eltéré példdul a bayes-i
modszerek alkalmazédsa, amirél nem fog szé esni.)

3.2. definicié. Ha valamilyen © C R? halmazra a P halmaz felirhaté {Py :
¥ € ©} alakban, akkor paraméteres statisztikai problémardl beszélhetiink.
Ilyenkor a © halmazt paramétertérnek nevezziik.

3.3. definicié ([1]). Legyen (92, A, P) statisztikai mez6. Egy

X=(X1,Xo,...,. X)) : Q> HCR"

15



valészintiségi vektorvaltozot (n elemii) mintanak neveziink. Itt H a min-
tatér, n a minta elemszama vagy nagysaga. Az X; koordinatak a minta ele-
mei. Azt mondjuk, hogy a minta fiiggetlen, ha az X, X, ..., X,, valoszini-
ségi valtozok fiiggetlenek.

A mintatéren megadott T : H — R* fiiggvényt, illetve a T = T(X) valészinii-
ségi valtozot (k-dimenziés) statisztikanak nevezziik.

Példa. X1, X5, ..., X5 a Duna vizallasara fent megadott 20 elemii adatsor.
Ekkor n = 20, a mintatér pedig legyen H = [0,2000]*° C R?°| beépitve,
hogy a vizéllas nem lehet negativ vagy (mondjuk) 2000-nél nagyobb. Le-
gyven T' : H — R az a fiiggvény, mely H minden eleméhez hozzarendeli a
koordinatainak atlagat. Ekkor k& = 1, és a statisztika:

X+ Xo 4+ X

T(X) .

Vagyis ebben az esetben a mintadtlag (mint valdsziniiségi véltozd) lesz a
statisztika. (Viszont a minta nem fiiggetlen.)

Tovabbi példak statisztikara:

e korrigdlt tapasztalati szoras:

n

1 —
T(X1,...,X,) =5, = ] (X — X)%
n_
k=1

e minimum és maximum (ilyenkor k = 2):

T(Xy, ..., X,) = (min(Xy,..., X,), max(Xy, ..., X,));

o terjedelem: T'(Xy,..., X,,) = min(Xy, ..., X,,) — max(Xy, ..., X,));
e median;
e rendezett minta (ilyenkor k£ =n): T(Xy,..., X,) = (X}, X5, ..., X}).

4. A statisztika alaptétele

4.1. tétel (Glivenko, [1]). Legyenek X, X5, ..., X, fliggetlen azonos el-
oszlasu valészintiségi valtozok, melyek kozos eloszlasfiiggvénye F'. Ekkor az
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E, tapasztalati eloszlastiiggvényekbdl allo sorozat 1 valoszintiséggel egyenle-
tesen tart I'-hez, azaz

]P’( lim sup ’ﬁn(t) — F(t)| = 0) =1
n—00 tcR

Standard normalis eloszlas

08 10
|

06

eloszlasfuggveény
04

02

0.0

értékek

8. abra.
Standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye és beldle vett 100 elemii minta
tapasztalati eloszlasfiiggvénye

Ennek a statisztikai mezokre vonatkozo kovetkezményét igy fogalmazhatjuk
meg. Tegytk fel, hogy X, Xs,... fiiggetlen valdszintiségi valtozok. Ekkor
minden n > l-re (X3, X, ..., X,,) fliggetlen minta, amibdl kiszamithatjuk az
F,(t) tapasztalati eloszlasfiiggvényt:

A _ t-nél nem nagyobb mintaelemek szdma

Fo(t) = - %in(xk <)

n

Masrészt ha az P valészinliség a statisztikai mezében az P egy tetszoleges
eleme, akkor

Fit)=P(X, <t) =P(Xo, <t) =...=P(X, <1).

[lyenkor eszerint a P szerint egy valdszinliséggel teljesiil, hogy a tapaszta-
lati eloszlasfliiggvény és az 7igazi” F' eloszlasfiiggvény kozotti legnagyobb
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tavolsadg nulldhoz tart. (Tehdt minden P € P-re igaz, hogy a tapasztalati
eloszlasfliggvény az ahhoz a P-hez tartozé F-hez konvergdl.)

A nagy szdmok erds torvénye szerint (ismét felhaszndlva a minta fiigget-
lenségére vonatkozé feltevést) az alabbi Osszefiiggés teljestil minden rogzitett
t € R-re:
]P( lim |E,(t) — F(t)| = o) ~1
n—oo

A statisztika alaptétele ennél erésebbet allit: minden n-re kivalaszthatunk
egy tetszoOleges t pontot, ahol a kiilonbséget kiolvassuk, és igy is nullahoz
tarté sorozatot kapunk.

5. Becslések és tulajdonsagaik

Legyen (€2, .4,P) statisztikai mez6, ahol P = {Py : ¥ € O) valamely ©
halmazzal (ezt paramétertérnek nevezziik). Legyen tovabba ¢ : © — R
fiiggvény. Cél: olyan T statisztika keresése, amire a T'(X) valészintiségi
valtozé és a () érték valamilyen értelemben kozel esik a Py valészintiség
mellett. Ezt minden ¢ € O-ra szeretnénk.

5.1. Torzitatlansag és hatasossag

Ey azt jelenti, hogy a (€2, A, Py) valdszinliségi mezében szdmolunk varhaté
ériéket. A D3 szdérasnégyzetet és a Dy szordst hasonléképpen definidlhatjuk.

5.1. definici6é (Torzitatlansag). A T : H — R statisztika torzitatlan
becslés 1-re, ha minden v € O-ra

Ey(T(X1,...,X,)) = ¥(0).
A T statisztika torzitdsa a br(v) = Ey(T(Xy,...,X,)) — ¥ (V) fiiggvény.
5.2. allitas (A varhaté érték torzitatlan becslése). Legyen X, ..., X,
fiiggetlen azonos eloszldsii minta. Legyen (V) = Ey(X1), azaz a mintdnak a

Py eloszlds szerinti varhato értéke. Ekkor a T(Xy,...,X,) = X statisztika,
vagyis a mintaatlag torzitatlan becslés 1-re.

Bizonyitas. A varhat6 érték tulajdonsagai alapjan

Xi+...+ X,
n

Ey(T(X1,..., X)) = Eﬂ( ) = %[Eﬁ(Xl) + ..+ Ey(X,)].
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Most felhaszndalva, hogy az X1, ..., X, valoszintiségi valtozok azonos eloszla-
stuak, vagyis a varhaté értékiik is azonos:

1

n

Ey(T(X,..., X)) = —[nEg(X1)] = Ey(X)) = 0 (9).

Vagyis a mintadtlag torzitatlan fiiggvénye a varhato értéknek. 0

5.3. allitas (A szdrasnégyzet torzitatlan becslése). X, ..., X, fiigget-
len azonos eloszldsti minta. Legyen ¢(9) = D?%(X,), azaz a mintdnak a Py
eloszlds szerinti szérdsnégyzete. Ekkor a T(Xy,...,X,) = s** statisztika,
vagyis a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslés i-re.

Bizonyitas. A 2.1. allitas bizonyitasanak elsé egyenlOsége szerint
2 no no[1[s vo] 2 1 =\ n o <2
n T o1 n—l[n{; k} ] n—l[; k] n—1

Felhaszndlva a szorasnégyzet definiciéjat, és hogy a valdsziniliségi valtozok
azonos eloszlasuak:

E(Zx) = S By (XP) =0 Eo(X?) = n- [DA(X)) + Eo(X)?).

k=1

Masrészt, az Osszegre bontasnal felhasznalva, hogy a valészinliségi valtozok
fliggetlenek:

X1+...+Xn> 1

_ 1 «—
D3(X) = Dg( = ﬁDﬁ(Xl +...+X,) = — > Dj(Xy) =
k=1

n

1 1

Az X mintaatlag varhat6 értékét az elézé allitds szerint ismerjiik, ez Eg(X).
Igy, a mintadtlagra alkalmazva a szoérasnégyzet definiciéjat:

Ey(X%) = D3(X%) + Ey(X)? = S D3(X,) + By(X,)%

T2
Mindezeket Osszerakva:
n n 1
Ey(sy) = -7 [Dy(X0)+Ey(X1)*| == [~ Dj(X1)+Ey(X1)°| = D(X0).

Azaz a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet a szérasnégyzet torzitatlan becslése.

g
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5.4. definicié (Hatdsossag). Legyenek Ty,Ty torzitatlan becslései a pa-
raméter (1) fiiggvényének. Azt mondjuk, hogy T hatdsosabb Ty-nél, ha
D%(Ty) < D3(T) teljesiil minden ¥ € O-ra.

AT, becslés hatasos ¢ (1)-ra, ha1)(¥) minden torzitatlan becslésénél hataso-
sabb (és 6 maga is torzitatlan).

Elofordul, hogy két torzitatlan becslés koziil egyik sem hatdsosabb a mésiknal,
azaz van két kiilonbozé o, amelyiknél eltér, hogy melyiknek kisebb a szérasa
a Py mérték szerint. Nem mindig létezik hatasos becslés, viszont ha létezik,
akkor lényegében egyértelmi (pontosabban, ha Tj és Ty hatdsos becslések
¥ (9¥)-ra, akkor 1 valészintliséggel megegyeznek).

5.5. allitas. Legyen (Xi,...,X,) fiiggetlen azonos eloszlasi minta véges
szorasu eloszlasbol. Ekkor () = Ey(X;)-re a mintadtlag hatdasosabb min-
den 7, ¢;X; alaki becslésnél, ahol 0 < ¢; és 3 7 | ¢; = 1.

Az éllitas a szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlotlenséghdl adddik.
Ugyanakkor a mintaatlag nem minden esetben hatasos becslése a varhaté
értéknek, csak a linearis kombinacioknél hatasosabb.

5.2. Aszimptotikus torzitatlansag és konzisztencia

Tekinthetjiik statisztikdk egy sorozatat tgy, hogy az n. statisztika az elso
n mérési adattdl fiigg. Példaul: Xi, Xo,... mérési eredmények, és T, =
L(X1+ ...+ X,) az els6 n mérésbdl kapott adat 4tlaga.

5.6. definicié. [1] A T,, = T,,(Xy, ..., X,) aszimptotikusan torzitatlan
becsléssorozat 1)(1)-ra, ha minden ¥ € O-ra

5.7. definicié. [1] AT, = T,(X,...,X,) konzisztens becsléssorozat 1)(1})-
ra, ha minden v € O-ra

(T(Xq,..., X)) = ()

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljestil,

hogy
Py (T, — ¢(9)] >¢€) =0 (n — 00).
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A nagy szamok gyenge torvénye alapjan a ¢ () = Ey(X;) fiiggvényre a
T, = 212X hecsléssorozat konzisztens. S6t a nagy szamok erds torvénye
alapjan T,, — 1(v) 1 valészintiséggel is teljesiil minden ¥ € ©-ra n — oo
esetén.

6. Elégséges statisztikak

6.1. definici6é (Diszkrét eset, [1]). Legyen X = (Xi, Xo, ..., X,,) diszkrét
minta (azaz tegyiik fel, hogy a H mintatér véges vagy megszamlalhatéan
végtelen). A T(X) statisztika elégséges, ha minden x € H,t € T(H) parra
igaz, hogy a Py(X = z|T(X) = t)) feltételes valosziniiség nem fiigg 9-tAl.

6.2. definicié (Abszolit folytonos eset, [1]). Legyen X fiiggetlen minta.
Tegyiik fel, hogy az X = (Xi,...,X,) minta eloszldsa abszolit folytonos,
egylittes strtiségtiiggvénye f, 9. AT : H — R statisztika elégséges, ha az
egylittes stiriiségfiiggvény felirhato

Jrois - yn) = by, ) - 99(T (Y1, -, Un))

alakban minden 1 € ©-ra, valamely h és gy fiiggvényekre.

Fiiggetlen azonos eloszldsi minta esetén a rendezett minta (az adatok sorba-
rendezésével kapott adatsor) elégséges statisztika.

7. Maximumlikelihood-modszer

7.1. definicié (Likelihood-fiiggvény). Legyen Yi,...,Y, minta. Ha ezek
abszoliit folytonosak, és Y; stiriiségtiiggvénye (a Py-re vonatkozodan) f;, ak-
kor a minta likelihood-filiggvénye:

Lug(ti, .- ta) = [[ finlt;) (... ta €R).
j=1

Ha a minta diszkrét, akkor a minta likelihood-filiggvénye:

n

Loo(kr,. . k) = [[Po(Yi=k)  ((kr,... k) € H).

j=1
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7.2. definicié6 (Maximum-likelihood becslés). A 9 maximumlikelihood-
becslése (ML-becslése) az X1, ..., X, mintabdl ¥, ha ¥ maximalizélja a O —
L,9(Xy,...,X,) figgvényt, ahol L,y a minta likelihood-fiiggvénye. Azaz,
ha

Lnﬁ(Xl, ooy Xp) > Lyw(Xy, ..., X,,) minden ¥ € O-ra.

A maximumlikelihood-becslés tulajdonsagai

e Nem minden statisztikai mezon létezik ML-becslés.
e Az ML-becslés nem feltétleniil egyértelmii.

e Ha létezik ML-becslés, T pedig elégséges statisztika, akkor az ML-
becslés felirhaté h(T(Xq,...,X,)) alakban valamely h fiiggvényre.

o A (V) fiiggvény ML-becslése (1), ahol  ML-becslés ¥-ra.

e Megfelel feltételek (erds regularitasi feltételek mellett) az ML-becslés
aszimpotikusan torzitatlan, és aszimptotikusan normalis eloszlasu, azaz
Vn(0, — ) normalis closzlashoz konvergél eloszlésban n — 0o esetén
(a Py valdszintiségre vonatkozdan).

e Az alabbi egyenlet a maximumlikelihood-egyenlet:

0
55 Lna(Xa,..., X)) =0.

Megfelelo feltételek mellett az ML-becslés a maximumlikelihood-egyen-
let megoldédsa (ha az ML-becslés nem szamithat6 ki, de az egyenlet
megoldhatd, gyakran az egyenlet megoldasaval helyettesitik az ML-
becslést).

8. Momentummodszer

Legyen X, ..., X, fliggetlen azonos eloszldst minta, (€2, A, P) pedig statisz-
tikai mez6, P = {Py : ¥ € ©}. Bizonyos esetekben alkalmazhaté az aldbbi
eljaras.

1. Az eloszlds k. momentuma: pyy = Ey(XF).

2. Legyen fi = %Z;;l X Jk az eloszlas k. tapasztalati momentuma.
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3. frjuk fel az alabbi egyenleteket a legkisebb olyan k-ig, amire igaz, hogy
az egyenletrendszer egyértelmiien meghatarozza v-t:

1 n
Ey(X:1) = - > X
j=1

1 n
Eg(X7) = - ZXJZ;
j=1

1 n
Ey(XY) = o ZX]]C
j=1

4. A ¥ momentummodszerrel kapott becslése az a 19, ami megoldasa a
fenti egyenletrendszernek.

A momentummodszerrel kapott becslés nem biztos, hogy létezik, és nem
biztos, hogy egyértelmi.

9. Konfidenciaintervallumok

Legyen X = (X1,...,X,,) fiiggetlen azonos eloszlasi minta, (2, A, P) pedig
statisztikal mez6, P = {Py : ¥ € ©}, és tegyiik fel, hogy ¥ valés paraméter,
vagyis © C R.

9.1. definicié. Azt mondjuk, hogy a (T1(X),T»(X)) intervallum legaldbb
1 — a megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum v-ra, ha minden ¥ € R
esetén teljestil, hogy

Py(Ti(X) < 9 < Th(X)) > 1 —a.

A konfidenciaintervallum megbizhatdésagi szintje: infyce{Py(0 € (T1,73))}.

A vérhaté6 értékre normalis eloszlds esetén tudunk konnyen konfidenciainter-
vallumot adni. (A centralis hatareloszlastétel alapjan nagy mintaelemszam
esetén alkalmazhaté lehet a normadlis eloszldssal val6 kozelités.)

A kovetkezd jelolést fogjuk hasznélni: ha ¢ € [0,1], akkor u, = ®'(g), ahol
® a standard normdlis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Vagyis, ha Z standard
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo, akkor

1 Yoo,
q=P(Z <wu,) = \/_2_7r/ e/ 2ds.
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9.2. 4allitds (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismert széras).
Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen azonos eloszlasi normalis eloszlasu
valosziniiségi valtozok, melyek szorasa, o ismert.

Kétoldali konfidenciaintervallum: Ekkor a

— o —_— o
1) =(X—-—u_ec—, X _a——
LT ( RV 2\/ﬁ>

intervallum 1 — o megbizhatosagi szintii konfidenciaintervallum az eloszlas
varhato értékére.

Egyoldali konfidenciaintervallumok 1 — o megbizhatdsagi szinttel, jobbrol,

illetve balrol:
_ o — o
(_Ooa X+U1a%); (X—U1a%700)~

9.3. definicié (t-eloszlas). Legyenek Zy, Z1, ..., Z, fiiggetlen standard nor-
malis eloszlasu valoszintiségi valtozok. Ekkor a

Zo
2+ .+ 72

valosziniiségi valtozo eloszlasat n szabadsagi foku t-eloszlasnak nevezziik. Le-
gyen t,(q) a g-kvantilise, vagyis az a szam, melyre az alabbi teljestil:

Yy —

(=P < t0) =B <0,(0)).

9.4. allitds (Konfidenciaintervallum a varhaté6 értékre, ismeretlen széras).
Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, filiggetlen azonos eloszlasi normalis eloszlasi
valoszintiségi valtozok (sem a varhaté értékiik, sem a szérdsuk nem ismert).

Kétoldali konfidenciaintervallum: Ekkor a

*

(0, T5) = (7—tn_1<1—%> % 7+tn_1<1—%> . 75)

intervallum 1 — o megbizhatdsagi szintii konfidenciaintervallum az eloszlas
varhato értékére.

Egyoldali konfidenciaintervallumok 1 — o megbizhatosagi szinttel, jobbrol,
illetve balrol:

<—oo,7+tn_1(1—a)-\j:%); (Y—tn_l(l—a)-j—’%, oo).
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10. Hipotézisvizsgalat

A hipotézisvizsgdlat f6 kérdései: lehet-e egy elézetes feltételezést (nullhi-
potézist) cdfolni az adatok alapjan? Mennyire tér el a minta a nullhipotézis
esetén varhatd tapasztalati eloszlastol?

10.1. definicié. Legyen (2, A, P) paraméteres statisztikai mez6, azaz P =
{Py : ¥ € ©} valamilyen © paramétertérrel. A paraméterteret bontsuk fel
két diszjunkt halmaz unidjdra: © = ©y U O, ahol tehdt Oy N O = ().

Nullhipotézis. Hj : ¥ € O,.
Ellenhipotézis. H; : v € O;.

A minta X = (Xy,...,X,), a mintatér legyen B (vagyis (Xi,...,X,) a
B C R™ halmaz egy véletlen eleme). A mintateret is felbontjuk két diszjunkt
halmaz unidjdra: B = By U By, ahol ByN By = ().

Elfogadasi tartomény: By. Ha (X,...,X,) € By, akkor Hy-t elfogadjuk.

Elutasitasi (kritikus) tartomany: B;. Ha (Xi,...,X,) € By, akkor Hy-t
elutasitjuk.

A dontés értelmezése: ha Hy-t elutasitottuk, az adatok statisztikai bizonyité-
kot szolgaltattak arra, hogy Hy nem igaz. Ha Hy-t elfogadjuk: az adatok
alapjan nem tudjuk Hy-t cafolni, de arra sincs bizonyiték, hogy igaz lenne.
10.2. definicié. e FElsofaju hibat vétiink, ha H, igaz, és elutasitjuk.

e A proba terjedelme:

a = sup Py(X € By).
YEBO

Masodfaji hibat vétiink, ha Hy nem igaz, és elfogadjuk.

A préba eréftiiggvénye az alabbi f : ©1 — [0, 1] fiiggvény:

ﬁ(ﬁ) = Pﬁ(& < Bl) (19 € @1)

p-érték: a legnagyobb olyan terjedelem, ami mellett Hy-t elfogadjuk.
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10.1. A probak josaga

10.3. definicié. A préba torzitatlan, ha eréfiiggvénye legalabb akkora, mint
a terjedelme:

B(I) > « minden v € ©;-re.
A (By, By1) préba egyenletesen erésebb, mint a (By, B}) préba, ha

Py(X € By) > Py(X € By) minden ¥ € ©;-re.

A (B(()n), Bfn)) konzisztens probasorozat, ha

a, < o minden n-re és lim (,(v) = 1 minden ¥ € ©;-re.
n—o0

Itt o, azn. probahoz tartozo terjedelmet, (3, pedig a hozza tartozo eréfiiggvényt
jelenti.

10.2. Neyman—Pearson-lemma

Tegyiik fel, hogy a nullhipotézis és az ellenhipotézis is egyetlen paraméterhez
tartozik, vagyis: Hy : 9 = 9g; Hy : 9 = V4.

Legyen 9y mellett a minta likelihood-fiiggvénye L, (0,z), mig ©; mellett
L.(1,z). Rogzitsiink egy ¢ pozitiv szdmot és v € [0,1]-t, és végezziik a
kovetkezo eljarast (egy véletlenitett prébat):

e ha E:Eé% > ¢, akkor elutasitjuk Hy-t;
o ha Ln(LX) _ ¢, akkor sorsoldst végziink (a mintétdl fiiggetleniil), és

Ln(0,X)
valészintséggel elutasitjuk Hoy-t, kiilonben elfogadjuk;

Ln(1,X)
Ln(0,X)

e ha > ¢, akkor elfogadjuk Hy-t.

10.4. tétel (Neyman—Pearson-lemma). (i) Ha adott 0 < a < 1 és a
fenti Hy és Hy egyszerii hipotézisek, akkor létezik olyan c és vy, hogy a fenti
véletlenitett proba terjedelme pontosan c.

(ii) Ha adott ¢ és y: a fenti véletlenitett préba egyenletesen erésebb minden
olyan probanal, melynek terjedelme nem nagyobb a fenti véletlenitett proba
terjedelménél.
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11. A normalis eloszlasra vonatkozé prébak

Az aldbbi préobak egyenletesen legerdsebb prébdk a megegyezo terjedelmii
probéak koziil az adott feladatokban.

11.1. Egymintas u-préba

Az u-préoba a normalis eloszlas varhato értékére vonatkozik, ha az eloszlas
szorasa ismert. Legyenek tehat Xy, Xo, ..., X, fiiggetlen normalis eloszlasu
valészintiségi valtozok m varhaté értékkel és o szorassal, ahol m ismeretlen
paraméter, o ismert. Nullhipotézisre tobb lehetség van (az mg érték adott):
Hy : m = myg, vagy Hy : m < myg, vagy Hy : m > my.

A prébastatisztika, ami alapjan a dontést hozzuk:

Ezt egy ugynevezett kritikus értékkel hasonlitjuk Gssze, és ez alapjan fogadjuk
el vagy utasitjuk el a nullhipotézist. A Hy hipotézis mellett az u statisztika
standard normalis eloszlasti. Emlékeztetdil: ha ¢ € [0, 1], akkor u, = ®7(q),
ahol ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.

e Kétoldali ellenhipotézis: Hy : m = my; Hy :m # my.
Ha |u| > u1_q/2, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.
A p-érték ilyenkor 2 — 20 (|ul).

e Egyoldali ellenhipotézis, balrol:
Hy:m < myg; Hi:m > my.
Ha v > u;_,, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.
A p-érték ilyenkor 1 — ®(u).

e Egyoldali ellenhipotézis, jobbroél:
Hy:m > mg; Hi:m < mg.
Ha v < —uy_, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.
A p-érték ilyenkor ®(u).
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11.2. Kétmintas u-proba

Legyenek most X1, Xo, ..., X,,, Y1,...,Y,, figgetlen normalis eloszlasi valo-
szinfiségi valtozdk, ahol X; ~ N(mq,0?), Y; ~ N(my,03). Ttt my, my isme-
retlen paraméterek, o1, oy ismertek.

A proébastatisztika, ami alapjan a dontést hozzuk:
X-Y
u= - —
Vo2 /ny + 02 /ny

A Hy : m; = mo hipotézis mellett az u statisztika standard normalis el-
oszlas.

e Kétoldali ellenhipotézis: Hy : mq = mo; Hy:mq # mo.

Ha |u| > u1_q/2, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.

e Egyoldali ellenhipotézis, balrol:
Hoimlgmg; H1:m1>m2.

Ha v > u;_,, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.

e Egyoldali ellenhipotézis, jobbrol:
Hy:mq > mo; Hi :mqy < ms.

Ha v < —uy_,, akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.

11.3. Egymintas t-préba

A t-préba a normélis eloszlas varhato értékére vonatkozik, ha az eloszlds
szorasa ismeretlen. Legyenek tehat X, X,, ..., X, flggetlen normalis el-
oszlasu valdszintiségi valtozok m varhato értékkel és o szorassal, ahol m és
o is ismeretlen paraméter. Nullhipotézisre tobb lehet6ség van (az mg érték
adott): Hy: m = myg, vagy Hy : m < my, vagy Hy : m > mg.

A proébastatisztika, ami alapjan a dontést hozzuk:

ahol s* = \/ﬁ > (X —X)2. A Hy : m = my hipotézis mellett a ¢

statisztika n — 1 szabadsdgi foku t-eloszldsi. Emlékeztet6iil: legyen t¢,(q) a
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g-kvantilise, vagyis az a szam, melyre az alabbi teljesiil:

Zy )
=P(Y <t¢, =P <t ,

1= P <t(a) =P <h

ahol Zy, Z, ..., Z, fliggetlen standard normalis eloszlasiak.
e Kétoldali ellenhipotézis: Hy : m = my; Hy :m # my.

Ha [t| > t,-1(1 — a/2), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilénben elfo-
gadjuk.

e Egyoldali ellenhipotézis, balrol:
Hy:m < myg; H; :m > mg.
Ha t > t,,_1(1 — a), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogad-
juk.

e Egyoldali ellenhipotézis, jobbrol:
Hy:m > mg; Hi:m < my.

Hat < —t,_1(1 —«), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilénben elfogad-
juk.

11.4. Kétmintas t-préba

Legyenek most X, Xo, ..., X,,, Y1,...,Y,, figgetlen normalis eloszlasu, azo-
nos szorast valészintiségi véltozok, ahol X; ~ N(my,02), Y; ~ N(ms,o?).
[tt mq, ms, o ismeretlen paraméterek.

A proébastatisztika, ami alapjan a dontést hozzuk:

t =

X-Y ning(ny + ne — 2)
V(1 —1)s:2(X) + (ng — 1)s32(Y) ny + ng '

A Hy : m; = my hipotézis mellett a t statisztika ny + ny — 2 szabadségi foku
t-eloszlasu.

e Kétoldali ellenhipotézis: Hy : my = mg; Hy:mq # mo.

Ha |t| > tp,4n,—2(1 — @/2), akkor elvetjik a nullhipotézist, kiilonben
elfogadjuk.
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e Egyoldali ellenhipotézis, balrol:
Hoimlgmg; Hl:m1>m2.

Ha t > t,, 1n,—2(1 — «), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilénben elfo-
gadjuk.

e Egyoldali ellenhipotézis, jobbrol:
Ho:mlzmQ; H1:m1<m2.

Ha t < —tp,4n,—2(1 — ), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilénben
elfogadjuk.

Feltételeztiik, hogy a két minta szérdsa megegyezik. Ezt (a kétmintds ¢-
préba elvégzése el6tt) gyakran az aldbbi F-prébéaval ellenérzik. Ha a két
szoras szignifikansan eltér, mas modszerekre lehet sziikség.

11.5. F-prdéba

Az F-proba fiiggetlen normaélis eloszldsi mintak szérésat hasonlitja Ossze.
Legyenek most Xy, Xo, ..., X,,,Y1,...,Y,, figgetlen normalis eloszlasu valo-
szinliségi valtozok, ahol X; ~ N(my,03), Y; ~ N(my,03). Itt my, me, 01,09
ismeretlen paraméterek.

A prébastatisztika, ami alapjan a dontést hozzuk:

8*2

___n
F=
ng

A Hy : m; = my hipotézis mellett a F' statisztika dy =n1 —1ésdy =ny — 1
szabadsagi fokokkal. Az F-eloszlas definiciéja: ha Uy,..., Uy, Vi,..., Va,
fiiggetlen standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok, akkor az alabbi
héanyados F-eloszlasu d; és dy szabadsagi fokokkal:

dy(Ut + U3 +...4+U3)
d(VE+VE+.. .+ V)

Legyen Fy, 4,(q) az F-eloszlas g-kvantilise, vagyis az a szdm, melyre ¢ =
P(W < Fy, .4,(q)) teljesiil, ha a W valészintiségi valtozé eloszlasa F-eloszlas
dy és dy szabadsagi fokokkal.

e Kétoldali ellenhipotézis: Hy : 01 = 09; H, : 0y # 0.

Ha F > Fy, 4,(1 — /2) vagy F < Fy, 4,(a/2), akkor elvetjiik a nullhi-
potézist, kiilonben elfogadjuk.
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e Egyoldali ellenhipotézis, balrol:
Hy: 01 < o09; H,:01 > 0.
Ha F' > Fy, 4,(1 — ), akkor elvetjitk a nullhipotézist, kiilonben elfo-
gadjuk.
e Egyoldali ellenhipotézis, jobbrol:
Hy:01 > 09; Hi:01 <o
Ha F' < Fy, 4,(cv), akkor elvetjiik a nullhipotézist, kiilonben elfogadjuk.

12. \’-prébak

12.1. Illeszkedésvizsgalat

Legyen A, A, ..., A, teljes eseményrendszer, p, po, . . ., p. pedig olyan nem-
negativ szamok, melyek osszege 1.

Hy :P(A;) = p; minden ¢ = 1,2,..., r-re.
Hy : P(A;) # p; valamelyik i = 1,2,. .. r-re.

n fliggetlen megfigyelést végziink, jelolje N;, hogy hanyszor kovetkezett be A;.
Ha van olyan N;, mely 4-nél kevesebb: néhdny eseményt 6ssze kell vonnunk,
hogy a prébat alkalmazhassuk (vagyis A; és A; helyett A; U A;-t és py + pa-t
tekintjik). Szamitsuk ki az alabbi mennyiséget:

T — Z npz

x2-préba: Hy-t elfogadjuk, ha T kisebb az f = r — 1 szabadségi foki, a terje-
delmi y%-préba c kritikus értékénél. A c kritikus értéket igy definialhatjuk:

P(Zi+Z3+...+Z;<c)=1—a),
ahol 71, ..., Zy fuggetlen standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtozok.

Példa: r = 6, dobdkockdval dobunk, A;: a dobds értéke i. Legyen p; = ps =

. = pg = 1/6, vagyis a nullhipotézis az, hogy szabdlyos a dobdkocka. A
préba terjedelmének o = 0,05-6t valasztjuk. n = 100 dobashdl az alabbi
értékek adodtak:

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15
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Chi-squared test for given probabilities
data: kockal

X-squared = 7.52, df = 5, p-value = 0.1847

Ekkor T' = 7,52 < ¢ = 11,1, tehat elfogadjuk azt a nullhipotézist, hogy
a dobokocka szabalyos. A p-érték 0,1847 > 0,05, tehat nincs szignifikans
eltérés a szabélyossdghoz képest. (Minden szdm legaldbb 4-szer el6fordult,
nem kell a beosztason médositani.)

Ha ezerszer dobunk, és az alabbi eredmények addédnak:

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 191 154 140 184 156 175

Chi-squared test for given probabilities
data: kocka2

X-squared = 11.684, df = 5, p-value = 0.03938

Tovabbra is a = 0,05 terjedelem mellett szamolva: T'= 11,684 > ¢ = 11,1,
tehat elutasitjuk a nullhipotézist, statisztikai bizonyitékunk van arra, hogy
a dobdkocka nem szabalyos. A p-érték 0,03938 < 0,05, szignifikans eltérés
van a szabalyossdghoz képest.

12.2. Becsléses illeszkedésvizsgalat

Tovabbrais Ay, As, ..., A, teljes eseményrendszer, n elemi fiiggetlen mintank
van, és N; jeloli, hogy a hanyszor kovetkezik be A;. Minden s € S C R%re
adottak pi(s), pa(s),. .., p-(s) nemnegativ szamok, melyek Osszege 1.

Hy: van olyan s € S, melyre P(A4;) = p;(s) minden r = 1,2,... r-re.

Hi: nincs olyan s € S, melyre P(4;) = p;(s) minden r = 1,2,...,7-re
teljestilne.

Az s paramétervektor (d dimenzids) maximumlikelihood-becslése legyen 8,
és legyen p; = p;(8). Szamitsuk ki az alabbi mennyiséget:

T — Z npz

Legyen f = r —d — 1. A Hy-t « terjedelem mellett elfogadjuk, ha T <
¢, ahol ¢ az f szabadsagi foku kritikus értéke a terjedelem mellett. Hy-
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t elutasitjuk, ha T > ¢, ilyenkor a minta szignifikansan eltér az S altal
megadott eloszlascsaladtol.

Példa. Az egy futballmérkdzésen 16tt gblok szama a vilagbajnoksdg 95 mérkézésén:

golok szama 0o 1 2 3 4 5
1

8
mérkozések szama 23 37 20 11 2 1

6 7
0 0
Poisson-esetben az s paraméter maximumlikelihood-becslése:

0-234+1-37+2-20+3-11+4-2+5-1+8-1

A:7:
5 05

= 1,379.

Mivel vannak olyan osztalyok, ahova 4-nél kevesebb megfigyelés esik, a be-
osztast modositjuk:

gblok szama 0 1 2 3 >4
mérkozések szama 23 37 20 11 4
Poisson(p)-eloszlas 23,92 3299 2275 10,46 4,88

Hy: az eloszlas Poisson-eloszlasbdl szarmazik, valamely s > 0 paraméterrel
(most d = 1).

H,: az eloszlas nem Poisson-eloszlas.

Ebben az esetben T'=1,04, f =5 —1—1 = 3, a kritikus érték 7,81. Tehat
T < ¢, elfogadjuk, hogy a minta Poisson-eloszlasbol szarmazik.

12.3. Fiiggetlenségvizsgalat

Két szempont szerint soroljuk osztalyokba a megfigyeléseket. Az elsé szem-
pont szerint r osztaly van: Ay, ..., A.. A masodik szempont szerint s osztaly
van: By, ..., Bs.

Hy: a két szempont fiiggetlen egymédstdl, azaz P(A; N B;) = P(4;) - P(B;)
minden i, j-re.

H;: a nullhipotézis nem igaz, a két szempont Osszefligg.

Jelolje N;; azt, hogy hény olyan megfigyelés van, melyre A; és B; teljesiil.
Legyen tovabba N = >°° | Ni; (azaz az A; gyakorisdga); N; = > 71| Ny
(azaz B; gyakorisaga); n pedig az Osszes megfigyelés szdma. Ekkor a préba-
statisztika:

Ni.N.j )2

ros Nz_

i=1 j=1
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A szabadségi fok f = (r — 1)(s — 1). Legyen c az f szabadsdgi foku x?2-
préba kritikus értéke « terjedelem mellett. A préba: ha T < ¢ (azaz a
p-érték nagyobb a terjedelmél), akkor elfogadjuk Hy-t, nem talaltunk szigni-
fikdns Gsszefliggést a szempontok kozott. Ha T' > ¢ (azaz a p-érték kisebb
a terjedelemnél), akkor elutasitjuk Hy-t, az adatok szignifikdns Osszefliggést
mutatnak.

Ha r = s = 2, a préobastatisztika az alabbi egyszeriibb alakra hozhato:

n(N11N22 - ]\712]\721)2

T —
Ni1.Ny. NN,

12.4. Homogenitasvizsgalat

Legyenek X, Y valdszintiségi valtozdk. A valds szamok halmazat bontsuk fel
diszjunkt halmazok uniéjara: Aq,..., A,.

Hy: az X és Y val6szintiségi valtozok eloszldsa megegyezik, azaz P(X €
A;)) =P(Y € A;) minden i = 1,2,..., r-re.

Hy: az X és Y valdszintiségi valtozok eloszlas eltérd, azaz van legalabb egy
i, melyre P(X € A;) # P(Y € 4;).

Legyen X4,..., X,, Y1,...,Y,, fliggetlen minta ugy, hogy X1, ..., X, eloszlasa
X eloszlasa, Y7,...,Y, eloszldsa Y eloszlasa. Legyen N; az A; gyakorisaga
az X mintdban (azaz hanyszor fordul el6, hogy X} az A;-be esik, és M; az
A; gyakorisaga az Y mintaban. A prébastatisztika:

| (e
T2 N
=1

A szabadsagi fok: f =r — 1. Legyen c az f szabadségi fokt y?-préba kriti-
kus értéke a terjedelem mellett. A préba: ha T' < ¢ (azaz a p-érték nagyobb
a terjedelmél), akkor elfogadjuk Hop-t, nem taldltunk szignifikdns eltérést az
eloszlasok kozott. Ha T > ¢ (azaz a p-érték kisebb a terjedelemnél), ak-
kor elutasitjuk Hy-t, az adatok szignifikans eltérést mutatnak az eloszlasok
kozott.
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13. Linearis modell

13.1. allitas (Linearis regresszid). Legyenek (x1,v1), (T2,Y2), -, (Tn, Yn)
adott szamparok. Azokat az a és b egyiitthatokat keressiik, melyre a

n

h? = - Z[y — (az; +b))?

mennyiség minimalis. Ennek megoldasa:

Dici(zi —2)(yi — 7).
22:1(% -7)?

b=7— az.

a =
Példa: a CFC-12 gaz koncentrécidja az Antarktiszon (a géz gyéartasat 1996-

ban tiltottak be).

év 1990 1992 1994 1996 1998
koncentracié (ppm) 195 216 244 260 284

240

oo + egyenes

220

T T T
1990 1992 1924 1998 1988

9. abra.
A CFC-12 (freon) gaz koncentraciéja az Antarktiszon és az adatokra
illesztett egyenes

Call:
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Im(formula = cc ev, data = f12)

Residuals:
1 2 3 4 5
—-04 —-16 42 -20 -0.2
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl|)
(Intercept) —2.189e¢+ 04 8.991e + 02 —24.35  0.000152 *x*x*
ev 1.110e + 01 4.509e — 01 24.62 0.000147 =%

Signif. codes: O “x*xx’ 0.001 ‘*x> 0.01 ‘*x” 0.05 “.” 0.1 <’ 1
Residual standard error: 2.852 on 3 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9951, Adjusted R-squared: 0.9934
F-statistic: 606 on 1 and 3 DF, p-value: 0.000147

13.2. definicié (Linedaris modell). Legyenek X;, Xo,..., X, Y1,...,Y, va-
I6szintiségi valtozok, és tegylik fel, hogy valamely a,b valos szamokra

Y, =aX; +b+e,

ahol ey,. .., e, fiiggetlen N(0,0?) eloszldsi valdsziniiségi valtozék. Az igy
kapott (X;,Y;) pdrok egytittes eloszlasat linedris modellnek nevezziik. Az X
valosziniiségi valtozokat magyarazo valtozoknak, az e; valoszintiségi valtozo-
kat hibanak szoktak nevezni.

13.3. allitas (Becslések a linearis modellben). A linedris modellben az
a, b egyiitthatok ML-likelihood becslése a kovetkez6képpen irhato:
X -X)Yi-Y) . o
d:Z’L=1(n )(_2 >’ b:Y_dX
Zk:1(Xk - X)
Tovabba, ezek a becslések torzitatlan becslései az a és b paramétereknek. A
hiba szérasanak becslése (ez torzitatlan becslés o-ra):

n

1

"2 PSR
U_n—ZZ(YZ aX; —b)°.
7j=1
A becslések szordsa:
o 1 72
D@) = er—a——i D) =0y| -+ e
Z]*l(X] - X>2 n Z‘jfl(X] - X)2
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13.4. Allitas (El6rejelzés a linedris modellben). Legyen x* adott szam.
A linearis modellbél kapott elérejelzés az Y véletlen folyamat x* pontban
felvett értékére:

ax* +b.

Az elérejelzés szorasa:

D(az™ + 13) = a\/% + Zn(x*()_()?

2
X)?

0.6

— CFC-11

04
—— CFC-12

0.2 1

concentration (ppm)

1850 1870 1890 1910 1930 1950 1970 1990 2010

Years

10. abra.
A CFC-11 és CFC-12 (freon) gdz koncentraciéja (forras: elte.promt.hu)

Az elorejelzés szorasanak becslésekor a o értéket gyakran g-val helyettesitik.
A teljes ingadozds (total sum of squares): » 7 (Vj — Y)2

Rezidudlis négyzetosszeg (residual sum of squares):

- o s L XX =Y
—aX; —b)" = —
>_(¥;—aX; —b) S (X — X)2

J=1

13.5. definicié. A megmagyarazott ingadozas részaranya (coefficient of de-
termination):

(Y (X -X -V
[k (X = X2 [, (Vi = Y)?]

R* =

Az R? értéke 0 és 1 kozé esik. Ertelmezés: minél kozelebb van 1-hez, annal
inkabb jé kozelitést ad a linearis modell. Ugyanakkor R érzékeny a kiugréd
értékekre.
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13.1. Az egyenes meredeksége

A linearis tag egyiitthatéjara vonatkozo hipotézisvizsgalati feladat a kovet-
kezo:

HQZQZO
Hy:a+#0,vagy Hy :a>0vagy Hy; :a < 0.

A nullhipotézis mellett az alabbi mennyiség n — 2 szabadsagi foku t-eloszlasu:

Y -2 T (X - X
VI (% — X - b)?

~

t=a

Tehét « terjedelem mellett az aldbbi prébat végezhetjiik (a definicidk a 11.3.
részben szerepeltek).

e Kétoldali ellenhipotézis, Hy : a # 0. Ha [t| > t,—2(1 — «/2), akkor
elutasitjuk Hoy-t (az egyiitthaté szignifikdnsan eltér 0-tdl), kiilonben
elfogadjuk.

e Egyoldali ellenhipotézis, H; : a > 0. Ha t > t, o(1 — «), akkor el-
utasitjuk Ho-t (az egyiitthaté szignifikdnsan nagyobb 0-ndl), kiilonben
elfogadjuk.

e Kétoldali ellenhipotézis, Hy : a < 0. Ha t < t,_o(a), akkor elutasitjuk
Ho-t (az egyiitthaté szignifikdnsan kisebb 0-nél), kiilonben elfogadjuk.

1 — a megbizhatdsagi szintli konfidenciaintervallum a-ra:

~

(d B s A s D SN —YF)'

13.2. Elorejelzés

Ahogyan korabban lattuk, az z* pontban az elorejelzett érték becslése a-z*+b.

1 —a megbizhatdséagi szintii konfidenciaintervallum ax* +b-re, azaz az x*-ban
felvett érték varhato értékére:

(da:* +bhtt, s(l—a)-6- \/% + Zé_z*(;)iyy)Q) :
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1 — o megbizhatdsagi szintii konfidenciaintervallum az* + b + e(x*)-ra, azaz
az x*-ban felvett értékre:

n 1 *_72
ar*+bEtt, o(1—a)-6-4/1+—+ Tgx )_ :
nooy (X = X)?

A konstans tagrol azt tudhatjuk, hogy a b = 0 nullhipotézis esetén a

(- X
oY X2

Ez alapjan szintén lehet hipotézisvizsgalatot végezni az a egyiitthato esetéhez
hasonléan.
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