8. feladatsor, statisztika, 2019. november 20.

1. n elemt, ismeretlen \ paramétert exponencialis eloszlast minta esetén adjunk torzitatlan becslést e~3*-ra és %—ra.

Emlékeztetsiil: A > 0 paraméterti exponenciélis eloszlas esetén P(X < t) = e, hat > 0, tovabba E(X) = D(X) = 1.
Vegyiik észre, hogy
e =1—-(1-e3)=1-Py(X <3)=Py(X > 3),
ha X eloszlasa A paramétert exponencialis eloszlés.
Legyen T(Xi,...,X,) a 3-nal nagyobb mintaelemek aranya. Mivel a 3-nal nagyobb mintaelemek szama binomialis

eloszlast n renddel és p = e =3 parameéterrel, ennek varhato értéke np. Ezért
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minden A-ra, vagyis a becslés torzitatlan becslése e~3*-nak.

Altalaban is a mintaatlag torzitatlan becslése az eloszlas varhaté értékének. Ezért X torzitatlan becslése 1/\-nak.
2. n elemtd A paramétert Poisson-eloszlast minta esetén adjunk torzitatlan becslést e~ *-ra és A\%-re.

Emlékeztetsiil: A paraméterd Poisson-eloszlas esetén P(X = k) = ’}%e”, tovabba E(X) = D*(X) = \.

Vegyiik észre, hogy e™* = P, (X = 0), ha X eloszlasa \ paraméterii Poisson-eloszlas. Az el6z6 feladathoz hasonléan, a
0 értékd mintaelemek aranya torzitatlan becslése e~*-nak.

Tudjuk, hogy
Ea(X) =%  Ex(X?) = Di(X)? +EA(X?) = A+ A%

Ezért az is igaz, hogy
A =E\(X?) — EA(X) = EA(X? - X).

Ebbél kovetkezik, hogy

torzitatlan becslése \2-nek.
3. Adjunk meg torzitatlan becslést a [0, 8] intervallumon egyenletes eloszlas ¢ paraméterére

(a) a mintaatlag
(b) a maximum

segitségével. Hasonlitsuk ket Gssze hatasossig szempontjabol, azaz dontsiik el, hogy melyiknek kisebb a szérasa.

4. Bizonyitsuk be, hogy az atlag torzitatlan becslése a varhato értéknek (ha az véges), és hogy a korrigalt tapasztalati
szorasnégyzet torzitatlan becslése a szorasnégyzetnek.

Korrigalt tapasztalati szorasnégyzet:

ahol X = 37" | X a minta atlaga.
(1) Az atlag varhato értéke

E(X) IE:<X1+...+Xn
n
Felhasznaltuk a varhato érték linearitasat, és hogy csak eloszlastol fiigg:
o E(cX) = cE(X), haceR;
e E(Y+2)=EY)+E(2),
e haY és Z eloszlasa megegyezik, akkor E(Y) = E(Z)

1 1
)E(XlJr...Jan)onmm.
n n

Tehat a mintaatlag torzitatlan becslés a varhaté értékre.
(2) Az atlag szorasa
Legyen X1i,..., X, fiiggetlen azonos eloszlasti minta, és E(X}) < oo. Ekkor

D(X) =

Bizonyitds.

D(X)=D

n

— (X1+...+Xn>_D(X1+...+Xn) vVno?

Felhasznaltuk a széras alabbi tulajdonsagait:



o D(cX)=|c|D(X), haceR;
e D3(Y +Z)=D?*(Y)+ D?*(Z),ha Y és Z fiiggetlenek;
e haY és Z eloszlasa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z)

(3) A korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlansaga
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Az els6 tag varhato értéke a szordsnégyzet definicioja alapjan:

m(;x,f) = kz_lEﬂ(X;?) =n-Ey(X7) =n- [Dj(X1) +Es(X1)?].

A maésodik tag varhato értéke az atlag szérasnégyzete alapjéan:

Ey (Y2) = D3(X%) + Ey(X)? = %Dﬁ(Xl) +Ey(X1)2.

Vagyis valoban s*? torzitatlan becslés a szorasnégyzetre:

Ey(s:2) = —— [D23(X1) + Bg(X1)?] — —
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. Adjunk torzitatlan becslést a normalis eloszlas m és o2 paramétereire.

Mivel az eloszlas varhato értéke m, és a szordsa o2

torzitatlan becslése o2-nek.

lpg(xl) +Ey(X1)?| = DA(X,).

, az elézd feladat alapjan X torzitatlan becslése m-nek, és s
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