1. feladatsor, valdszintliségszamitas, 2019. szeptember 11-13.

(1) Csomagot varunk, a futar 8 és 10 ora kozott egyenletes eloszlas szerint valasztott id6pontban érkezik, azaz az érkezési idépont-
janak (az X val6sziniségi valtozonak) az eloszlasfiiggvénye:

0, t <8;
F(t)=< 458, 8<t<10
1, t>10.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a futar még 9 ora el6tt megérkezik?
PX<9)=PX<9=FO="——=—_.
(b) Mennyi a valdszintsége, hogy a futar 9 és 11 6ra kozott jon?
PO<X<I)=P(X <11)—P(X<9)=F(11)—F(9)=1-"_2 =2,
(¢) Mennyi a valoszintsége, hogy a futar 10 éra utén jon?
P(X >10)=1—P(X < 10) = 1 — F(10) = 0.

(d) Hatérozzuk meg X striségfiiggvényét, azaz keressiink egy olyan f fiiggvényt, melyre

t
F(t)= / f(x)dx
teljesiil minden ¢ szamra.

1, ha8<=z<10;
—J2 =& =1
f@) = {O kiilénben.

Abra az R programban: mintaatlag és tapasztalati eloszlasfiiggvény n = 200 elemt mintabol (a t-nél nem nagyobb megfigyelések
aranya) és a valodi eloszlastiiggvény

> minta<-runif (200, 8, 10)

> mean(minta)

[1] 9.06036

> plot(ecdf (minta), 1lwd="3", xlab="id& (t)", ylab="F(t)", main="Az érkezési iddpont eloszlasfiiggvénye")

> abline(-4, 0.5, lwd="2", from=8, to=10)

Az érkezési idopont eloszlasfiiggvénye

ids ()
Hisztogram ugyanebbdl a mintabol:
> hist(minta, col="yellow", main="Az érkezési id6pont hisztogramja", freq=F, xlab="id&", ylab="relativ gyakorisag")

> abline(0.5, 0, 1lwd="3")

Az érkezési idépont hisztogramja
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(2) Tegyiik fel, hogy egy adott helyen két foldrengés kozott eltels idS évben szamolva exponencialis eloszlasti A = 3 paraméterrel,
azaz eloszlasfiiggvénye
< .
Ft) = {0, t<0;

1—e7 3 t>0.
Legyen X az, hogy a kovetkezs két foldrengés kozott mennyi id6 telik el.



(a) Mennyi a valoszintsége, hogy legalabb fél év eltelik?

]P(Xz %) :1—]P’<X§ %) :l—F(%) =1—-(1—e?*?) =e??=223%.

> pexp(0.5, rate=3, lower.tail=F)
[1] 0.2231302
(b) Mennyi a valdszintsége, hogy legfeljebb két év telik el két foldrengés kozott?
P(X<2)=F2)=1-¢2=1—-¢°%=998%

> pexp(2, rate=3)
[1] 0.9975212
(¢) Mennyi a valdszintsége, hogy X értéke 1 és 2 kozé esik?
PI<X<2)=P(X<2)-PX<1)=FQ2) -F(1)=(1-e%-(1-e?)=e?-e®=47%
> pexp(2, rate=3)-pexp(l, rate=3)
[1] 0.04730832
(d) Hatérozzuk meg X striségfiiggvényét, azaz keressiink egy olyan f fiiggvényt, melyre

F(t) = /_tOo f(x)dx

teljesiil minden ¢ szamra. A striségfiiggvény, ha létezik, az eloszlasfiiggvény derivaltja, igy

@ = {3 sl

373 ¢ > 0.

A tapasztalati eloszlasfiiggvény 200 elemi mintabol és a valodi eloszlasfiiggvény:

> fold<-rexp(200, rate=3)

> mean(fold)

[1] 0.3529602

> plot(ecdf(fold), 1lwd="3", main="IdStartam eloszlasfiiggvénye", xlab="idd (t)", ylab="F(t)")
> curve(l-exp(-3*x), from=0, to=2, add=T, lwd="2")

Id6tartam eloszlasfiggvénye

Fit)

id6 (t)
Hisztogram 200 elemd mintabdl:

> hist(fold, col="yellow", main="IdGtartam hisztogramja", xlab="id&", ylab="relativ gyakorisag", freq=F)
> curve(3*exp(-3*x), from=0, to=2,lwd="2", add=T)
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(3) Tegyiik fel, hogy egy ember reakciéideje masodpercben mérve exponencialis eloszlasti A = 2 paraméterrel. Mennyi a valoszinisége,
hogy

(a) Hatarozzuk meg a reakcioids eloszlas— és stirtségfiiggvényét. Az eloszlasfiiggvény:
0 t <0;
F(t)y=14" =0
®) {1 —e 2t >0.

A siirtisegfiiggvény:
0, z <05
J(@) = {26*2295 >0.



(b) a reakcitideje legalabb 0,5 masodperc;

]P’(X > %) :1—]P><X < %) = 1—F<%) =1-(1—e ¥ =¢c" =36,8%.

> pexp(0.5, rate=2, lower.tail=F)
[1] 0.3678794
(c) a reakcioideje legalabb 1 masodperc;

PX>1)=1-PX<1)=1-F1)=1-(1-e*")=¢e?=13,5%.

> pexp(l, rate=2, lower.tail=F)
[1] 0.1353353
(d) a reakcioideje legalabb 2 masodperc;

P(X>2)=1-P(X<2)=1-F2)=1-(1—-¢e??)=¢"*=1,8%.

> pexp(2, rate=2, lower.tail=F)
[1] 0.01831564
(e) a reakcioideje 1 és 2 masodperc kozé esik.

PA<X<2)=PX<2)—-P(X<1)=F2) -Fl)=(1-e*)-(1-eH=e?-e*=11,7%

> pexp(2, rate=2)-pexp(1, rate=2)
[1] 0.1170196

(f) Milyen t-re igaz, hogy a reakci6id$ pontosan 1/2 valoszintiséggel lesz t-nél kisebb?

e 1 g 1 1 log 2
PX <) =P(X<t)=F(t)=1-¢"=_oe>="o-dt=lg; ot= o8

=0, 35.
2 2 ’

(4) Egy telefonhivas délutdn 5 és 7 kozotti id6ben barmikor egyenletes eloszlas szerinti valoszintiséggel fog beérkezni. Mennyi a
valdszintsége, hogy 6 el6tt érkezik a hivas? Minek nagyobb a valészintisége: hogy a hivas 5 és fél 6 kozott, vagy hogy 6 és 7 kozott
érkezik?

Legyen X a hivas id6pontja. Ekkor X eloszlasfiiggvénye:

0, t < 5;
Ft)y=¢ 55, 5<t<7
1, t>7.
Ezért 1
P(X < 6) = F(6) = 5 = 50%
> punif(6, 5, 7)
[1] 0.5
IP’(5<X<5,5):IP’(X<5,5)—IP’(5):F(5,5)—F(5):i—O:i:QS%‘
> punif (5.5, 5, 7)-punif(5, 5, 7)
[1] 0.25
P(6 < X <7)=P(X <7) - P(< 6) = F(7) — F(6) = 75:3:50%,

> punif (7, 5, 7)-punif(6, 5, 7)

[11 0.5
Vagyis annak valoszintsége nagyobb, hogy 6 és 7 éra kozott jon (annak megfelelSen, hogy ez egy kétszer olyan hosszu intervallum,
és még az [5, 7] intervallumon beliil).

(5) Az X valészintiségi valtozo striségfiiggvénye:

0, t <0;
fl@)=qcz, 0<a<
0, t>1.

Mennyi ¢ értéke? Mennyi annak valészintisége, hogy X értéke 1/4 és 1/2 kozé esik? Mennyi a valoszintsége, hogy 1/2 és 3/4 kozé
esik?

Minden siriségfiiggvényre igaz, hogy
/ f(x)dx =1.

Most |

oo 1 1 ‘,EQ
/ f(l’)dl’:/cxdx:c/ l‘dw:c[—] —c-
o 0 0 2 =0

Altalaban, ha az X valoszintiségi valtozo siriségfiiggvénye f, akkor

N —

IF’(angb):/bf(x)dx



teljesiil tetsz6leges a < b esetén. Ezért annak valoszintsége, hogy X értéke 1/4 és 1/2 kozé esik:

( / / ) 12 ( )d 1/2 d [ 2]1/2 1\° 1\° 3 %
P(1/4< X <1/2) = T xz/ 2udr = |x°| " :(7) —(7) = — =18, 75%.
1/4 1/4 w=1/4 2 4 16

Hasonloképpen annak valoszintisége, hogy X értéke 1/2 és 3/4 kozé esik:

P/2< X <3/a)= [ fx)dr = /13/4 2wde =[] = (3)2 _ (1>2

2 _31,95%.
1/2 /2 4 2

16

(6) Hazi feladat szeptember 20., 13:00-ig Valasszon harom tetsz6leges pozitiv szamot (A1, A2, A3), illetve egy n > 100 pozitiv

egészt.

(a) Sorsoljon n elemi mintat A1, A2, A3 paraméterd exponencialis eloszlasokbol, és készitse el mindegyikbdl a hisztogramot.

(b) Melyik A\ paraméter esetén a legnagyobb annak valoszintisége, hogy a valoszintségi valtozo értéke 3-nal t6bb?

(c) Melyik paraméter esetén lett a legnagyobb a mintaatlag?



