A kovariancia (6. el6adas)

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyeknek szérasa létezik. Ekkor
X és Y kovarianciaja:

cov(X. Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).



A kovariancia (6. el6adas)

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyeknek szérasa létezik. Ekkor
X és Y kovarianciaja:

cov(X. Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).

A kovariancia kiszamitasa:

cov(X, Y) = E(X - Y) — E(X)E(Y).

@ Szimmetria. cov(X, Y) = cov(Y, X).

Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).

Fiiggetlenséggel valé kapcsolat. Ha az X és Y valésziniiségi valtozok
fiiggetlenek, akkor cov(X, Y) = 0. Azaz

X, Y fiiggetlenek = E(XY) =E(X)E(Y).

cov(X, Y) = 0 esetén nem biztos, hogy X és Y fiigget-
lenek. Ha cov(X, Y) = 0, akkor azt mondjuk, hogy X és Y korrelalatlanok.



A kovariancia tulajdonsagai
@ Konstanssal valé kovariancia. cov(X,c) =0, ha ¢ valés szam.
@ Linearitas. Egyrészt
cov(X + Y, Z) =cov(X, Z) + cov(Y, 2),
masrészt tetsz6leges ¢ € R val6s szdmra
cov(c- X, Y)=c-cov(X,Y).
o Osszeg szérasnégyzete. D?(X+Y) = D?(X)+D?(Y)+2cov(X, Y). Ezért:

X, Y fiiggetlenek = D*(X +Y) = D*(X) + D?(Y).

Tovéabba . .
D? ( 3 X,-) =3 D2(X) +2 " cov(X:, X)).
i=1 i=1 i<j
@ Kiildnbség szérasnégyzete. D*(X — Y) = D?(X) + D?(Y) — 2cov(X, Y).



Kovariancia: példa

Egy lizletben az A és B Gjsag forgalmat figyelik.

@ Az A (jsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B Gjsagbdl eladott példanyok szama Y.

o Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere
100, Y-é 180.

@ Az A Gjsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az 6sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szirmazé bevé-
telnek a kovarianciaja?



Kovariancia: példa

Egy lizletben az A és B Gjsag forgalmat figyelik.

@ Az A (jsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B Gjsagbdl eladott példanyok szama Y.

o Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere
100, Y-é 180.

@ Az A Gjsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az 6sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szirmazé bevé-
telnek a kovarianciaja? Azaz mennyi cov(X + Y,300X + 400Y')?

A szamolas el6tt: pozitiv, negativ vagy 0 kovarianciara tippelnénk?



Kovariancia: példa

Egy lizletben az A és B Gjsag forgalmat figyelik.

@ Az A (jsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B Gjsagbdl eladott példanyok szama Y.

o Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere
100, Y-é 180.

@ Az A Gjsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az 6sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szirmazé bevé-
telnek a kovarianciaja? Azaz mennyi cov(X + Y,300X + 400Y')?

A szamolas el6tt: pozitiv, negativ vagy 0 kovarianciara tippelnénk?

Mivel minél nagyobb a példanyszam, ,valésziniileg” annal nagyobb a bevétel,
pozitiv kovarianciara szamithatunk.



Kovariancia: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiiak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovariancisja:

cov(X + Y, 300X +400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X,400Y)+
+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

@5 300 cov(X, X) + 400 - cov(Y, Y) =

® 3000%(x) + 400D%(Y) =

9 300 - 100 + 400 - 180 = 102000,
ahol felhasznaltuk, hogy (a) a kovariancia linearis;

(b) fiiggetlen valésziniiségi valtozok kovariancidja 0, illetve egy val6szindiségi val-
toz6 sajat magaval vett kovariancidja a szérasnégyzete;

(c) egy A paraméterii Poisson-eloszlasa valésziniiségi valtoz6 szérasnégyzete A.



Kovariancia: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +400Y') és az eladott példanyszam (X + Y) egyiittes el6fordulasa
n = 100 fiiggetlen megfigyelésbsl. Kovariancia: cov(X + Y,300X + 400Y) =
102000.



Korrelaciés egyiitthaté: bevezetés

@ A kovariancia bevezetésének célja, hogy két val6sziniiségi valtoz6 kozotti
tudjuk mérni.

@ A korabbi példaban: a példanyszam és a bevétel kovarianciaja 102000 volt.
@ Viszont ha a bevételt nem forintban, hanem ezer forintos egységben mérjiik:

X : példanyszam Y : bevétel forintban Z : bevétel ezer forintban,

akkor

cov(X,Z)—cov<X Y >_ cov(X,Y)

'Tooo) — 1000 102

Vagyis a kovariancia a mértékegységtdl filgg = hasznos egy olyan mennyi-
ség, ami szintén az Osszefiiggés erGsségét méri, de a mértékegység valaszta-
satdl fliggetlendil.

@ llyen lesz a korrelaciés egyiitthaté.



Korrelacios egyiitthaté: definicié

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szérasnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelaciés egyiitthatdja:

v(X,Y )
R(X,Y) = S?X(w(y))v ha D(X) > 0,D(Y) > 0;
’ 0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.



Korrelacios egyiitthaté: definicié

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szérasnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelaciés egyiitthatdja:

v(X,Y )
R(X,Y) = % ha D(X) > 0,D(Y) > 0;
’ 0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.

@ Lehetséges értékek. A korrelacids egyiitthatd értéke mindig —1 és 1 kozé
esik:
[R(X,Y)| <1.

@ Linearis Osszefiiggés. Legyen a > 0 valds szam, b tetsz6leges valdés szam.
Ekkor
R(X,aX +b)=1 és R(X,—aX + b) = —1.

o Tegyiik fel, hogy |R(X, Y)| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b val6s szamok,
hogy az Y = aX + b egyenlet 1 valdszintiséggel teljesiil.



Korrelacids egyiitthaté: példa
Egy lizletben az A és B ajsag forgalmat figyelik.

@ Az A (jsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B Gjsagbdl eladott példanyok szdma Y.

@ Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100,
Y-é 180.

@ Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az &sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé beveé-
telnek a korrelaciés egyiitthatéja?



Korrelacids egyiitthaté: példa
Egy lizletben az A és B ajsag forgalmat figyelik.

@ Az A (jsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B Gjsagbdl eladott példanyok szdma Y.

@ Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100,
Y-é 180.

@ Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az &sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé beveé-
telnek a korrelaciés egyiitthatéja?

cov(X + Y, 300X + 400Y)
R(IX+Y X +400Y) = =
(XY, 300X +400Y) = 53 VD (300X + 400Y)
102000

D(X + Y)D(300X + 400Y)

a korabbi szamolas alapjan, igy a szérasokat kell meghataroznunk.



Korrelacids egyiitthaté: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiiak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak szérasa:



Korrelacids egyiitthaté: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiaak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak szérasa:

D(X + Y) = +/D2(X) + D?(Y) = v/100 + 180 = 16, 73.

A bevétel szérasa:



Korrelacids egyiitthaté: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiaak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak szérasa:

D(X + Y) = +/D2(X) + D?(Y) = v/100 + 180 = 16, 73.

A bevétel szérasa:

D(300X -+ 400Y) = 1/3002D2(X) + 4002D%(Y) =
= /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17.

Ezek alapjan a korrelaciés egyiitthat6:



Korrelacids egyiitthaté: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiaak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak szérasa:

D(X + Y) = +/D2(X) + D?(Y) = v/100 + 180 = 16, 73.

A bevétel szérasa:

D(300X -+ 400Y) = 1/3002D2(X) + 4002D%(Y) =
= /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17.

Ezek alapjan a korrelaciés egyiitthat6:

cov(X + Y,300X +400Y)
D(X + Y)D(300X +400Y)
B 102000

~ 16,73-6148,17

R(X + Y,300X + 400Y) =

=0,9915.

A korrelaciés egyiitthaté lehetséges legnagyobb értéke 1, igy ez erds pozitiv kor-
relaciot jelent.



Korrelacids egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +400Y') és az eladott példanyszam (X + Y) egyiittes el6fordulasa

n = 100 fuggetlen megfigyelésbdl. Kovariancia: 102000, korrelacids egyiitthaté:
0,9915.



Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 4000. Mennyi az 6sszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?

cov(X + Y, 300X + 4000Y) = 300 - 100 + 4000 - 180 = 750000;
D(X + Y) = /D2(X) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X + 4000Y) = /3002D2(X) + 40002D2(Y) =

= /3002 - 100 + 40002 - 180 = 53749, 42;

X + Y, 300X + 4000Y 750000
R(X + Y, 300X + 4000Y) = SVX+ Y, + ) _

D(X + Y)D(300X +4000Y) _ 16,73 - 53749, 42
=0,083.




Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 4000. Mennyi az 6sszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?
cov(X 4+ Y, 300X + 4000Y) = 300 - 100 + 4000 - 180 = 750000;

D(X 4+ Y) = +/D2(X) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X +4000Y) = 1/3002D2(X) + 40002D2(Y) =

= /3002 - 100 + 40002 - 180 = 53749, 42;

cov(X + Y, 300X + 4000Y) 750000
R(X + Y, 300X + 4000Y) = -
(X+Y, 300X + )= D{X + Y)D(300X + 4000Y) _ 16,73 - 53749, 42
— 0,083

A korrelacids egyiitthaté értéke majdnem 0, azaz nincs jelent&s korrelacié az eladott
példanyok szdma és a bevétel kdzott, ha az Gjsagok ara nagyon eltérd.



Korrelacids egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X 44000Y) és az eladott példanyszam (X+Y) egyiittes el6fordulasa
n = 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 750000, korrelacids egyiitthaté: 0,083.



Az atlag varhaté értéke és szérasa

A statisztikdban alapvet§ kérdés, hogy ha

@ ugyanazt a méreést

@ sokszor, egymastdl fiiggetleniil megismételjiik,

@ majd a kapott eredményeket atlagoljuk,

@ akkor az atlag, mint valdsziniiségi valtozé hogyan viselkedik

Vagyis: X1, Xo, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi valésziniiségi valtozok, akkor

mit mondhatunk az
Xi+Xo+...+ X,

n

atlagrol: mennyi a varhato értéke és mennyi a szérasa?

Azonos eloszlas: P(X; € A) = P(X; € A) tetszéleges j-re és A C R, megfelel”
halmazra.

azonos eloszlas = azonos varhaté érték, azonos szoras



Az atlag viselkedése
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relativ gyakorisagok
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Poisson-eloszlas és az atlaga

5

— Poisson-eloszlds
atlag

6 i 8 9 10 1

12 13 14

lehetséges értékek

1000 darab A\ = 5 paraméter(i Poisson-eloszlasii val6szin(iségi valtozé, illetve 100
darab, tiz fliggetlen, A\ = 5 paraméterii Poisson-eloszlasi valésziniiségi valtozo

atlagaként el6allé megfigyelés hisztogramja — atlagolasnal a varhaté érték nem
valtozik, ez mindkét esetben 5, a széras csokken



Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozasa
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Az atlagok sorozata: [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett minta atlagai-
nak sorozata n = 500-ig; itt a varhaté érték 0,5 — az atlagok ehhez esnek egyre

kdzelebb



Az atlag varhaté értéke

Legyenek Xy, ..., X, fliggetlen azonos eloszlash valdsziniiségi valtozok, melyek var-
hat6 értéke m = E(X1) < co. Ekkor
- Xi+...+ X,
E(X) = E(M> —
n

Bizonyitas.



Az atlag varhaté értéke

Legyenek Xy, ..., X, fliggetlen azonos eloszlash valdsziniiségi valtozok, melyek var-
hat6 értéke m = E(X1) < co. Ekkor
- X1+...+ X,
E(X) = E(M> -
n
Bizonyitas.
- X14+...+ X, 1 1
IE(X)_IE<1++) B 4. 4X)=~-n-m=m.
n n n

Felhasznéltuk a varhaté érték linearitasat, és hogy csak az eloszlastdl fiigg:

@ E(cX) = cE(X), ha c € R;
o E(Y +2Z)=E(Y)+E(2);

@ ha Y és Z eloszlasa azonos, akkor E(Y) = E(Z) = itt mindegyik véarhaté
érték m.



Az atlag szoérasa

Legyenek Xi,..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi valdszin(iségi véaltozok, melyekre
o = D(X;) < co. Ekkor

N

D(X):D<X1+"'+X") o

n

Bizonyitas.



Az atlag szoérasa

Legyenek Xi,..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi valdszin(iségi véaltozok, melyekre
o = D(X;) < co. Ekkor

- Xi+...+ X
D(X) = D<1++") -7
n vn
Bizonyitas.
_ 2
D(X):D<X1+...+X,,):D(X1+...+X,,): no? o
n n n vn

Felhasznaltuk a sz6ras alabbi tulajdonsagait:

o D(cX) = |c|D(X), ha c € R;
@ D?(Y +2Z)=D?Y)+ D?(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;

@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z), ezért itt mindegyik
szbras o



A nagy szamok er6s torvénye

A nagy szamok torvényei azt allitjak, hogy az

a varhaté érték-
hez konvergal, megfelel6 feltételek mellett.

A nagy szamok erds torvénye Legyenek X1, X3, ... valdsziniiségi valtozok, me-

lyek fiiggetlenek, azonos eloszlasiiak, véges varhaté értékiiek. Legyen m =
E(X1) < co. Ekkor

X1+Xo+...+ X
X, — 1+ X2+ +

1 —>E(X1):m

n

teljesiil 1 valdsziniiséggel n — oo esetén.



Az atlag viselkedése

Legyenek X1, Xs,..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi val6sziniiségi valtozok, me-

lyekre
E(X)=m,  D(X)=o.

Azt lattuk, hogy ha az atlaguk X = XatXetetXs ghgor

EX)=m, D(X)= %

Vagyis atlagolasnal a varhaté érték nem valtozik, a széras csdkken.

Hogyan fiigg az atlag eloszlasa az X; valésziniiségi valtozék eloszlasatol?



Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

gyakorisagok

000 002 004 006 008 040 012 014

T T T 1
5 10 15 20

értekek

Szaz figgetlen normalis eloszlasa valosziniiségi valtozo hisztogramja és a siirliség-
fiiggvény, azaz X; ~ N(10,3%) (m = 10,0 = 3,x = 9, 88, sp.=2,58)

£ DA



Normalis eloszlasok atlaga

Ezer normalis eloszlas atlaga

gyakorisagok
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98 99 10.0 101 102

értekek

Az atlag eloszlasa szazelemd mintdbol, ha X; ~ N(10,3%) és n = 1000, to-

vabba az N(10,3/4/1000) normalis eloszlas surusegfuggvenye (x = 9,99,s*
0,084, 0//n = 0, 095) Br @y <2



Normalis eloszlasok atlaga

Legyenek X, Y fiiggetlenek, normalis eloszlasaak: X ~ N(my,0%),Y ~ N(ma,03)
Ekkor:

@ X + b eloszlasa normalis, m; + b varhato értékkel és o szérassal;

@ aX eloszlasa normélis amy varhat6 értékkel és |a|o szérassal;

@ X + Y eloszldsa normalis, m; + my varhaté értékkel és \/o? + o35 szérassal.



Normalis eloszlasok atlaga

Legyenek X, Y fiiggetlenek, normalis eloszlastak: X ~ N(my,0%), Y ~ N(ma,03)
Ekkor:

@ X + b eloszlasa normalis, m; + b varhato értékkel és o szérassal;
@ aX eloszlasa normélis amy varhat6 értékkel és |a|o szérassal;

@ X + Y eloszldsa normalis, m; + my varhaté értékkel és \/o? + o35 szérassal.

Ebbél kovetkezik: ha Xi,..., X, fiiggetlenek, normalis eloszlasiiak m varhaté
értékkel és o szérassal, akkor

X14+...+ X, 2
MNN(m,(T)_

n n

Ennek megfeleléen a hisztogram kozel volt az ennek megfelel siirliségfiiggvényhez.



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas

025
|

020
|

gyakorisagok

értekek

Szaz fiiggetlen A = 1/3 paraméter(i exponencilis eloszlast val6sziniiségi valto-
z6 hisztogramja és a siirtiségfiiggvény, azaz e '/3/3 (E(X) = D(X) = 3,X =
3,03,s" = 2,89) ol

D¢



Exponencialis eloszlasok atlaga

Ezer exponencialis eloszlas atlaga

gyakorisagok

I T T T T 1
27 28 29 3.0 31 32

értekek

Az atlag eloszlasa szazelemi mintabdl, ha X; eloszlasa exponencialis A = 1/3-

dal, és n = 1000, és az N(3,3/1/1000) normalls eloszlas siriségfiiggvénye (x =
2,98, sr =0,098) O S = =

D¢



Két kockadobas dsszege

Dobott szamok dsszege

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Lehetséges értékek

0.10
1

Valdszinlségek

0.05
I

12

0.00

Két szabalyos kockadobas Gsszegének eloszlasa



Kockadobasok atlaga

Ezer kockadobas atlaga

gyakorisagok

I T T T T T 1
335 340 345 3.50 355 3.60 385

értekek

Szazelem( minta az alabbi eloszlasbol: n = 1000 fiiggetlen szabalyos kockado-
bas atlaga, és az N(3,5, D(X1)/+/1000) normilis eloszlas siirliségfiiggvénye (X =
3,501, 5 — 0,008, //f — 0,051) o

DA



Centralis hatareloszlastétel

Legyenek Xi, X, ... fiiggetlen azonos eloszlast valdsziniiségi valtozok, melyekre
E(X1) =més D(X;) = 0 < oo, azaz szoérasuk véges. Ekkor tetszéleges t valds

szamra

<X1+X2+...—|—X,,—n-m
P
o/

ahol Z standard normalis eloszlasa, azaz

P(Z<t)= / rexp( 22>d.

Ezt agy is fogalmazhatjuk, hogy

St)—)IP’(th) (n — o),

Xi+Xo+ ...+ X, —n-m
oyv/n

— N(0,1)

teljesiil n — oo esetén eloszlasban — a normalizalt Gsszeg eloszlasa , kozel van” a

standard normalishoz



Centralis hatareloszlastétel

Legyenek Xi, X, ... fiiggetlen azonos eloszlast valdsziniiségi valtozok, melyekre
E(X1) =més D(X1) = 0 < 0o, azaz szérasuk véges. Ekkor

Xi+Xo+...+X,—n- 1 b
Iim]P’<3§ L S s B m<b>:/ o2
n—o0 ay/n V2r Ja

= ®(b) — ®(a) = P(a < Z < b),

ahol Z ~ N(0,1) standard normalis eloszlasi. Tovabb alakitva:



Centralis hatareloszlastétel

Legyenek Xi, X, ... fiiggetlen azonos eloszlast valdsziniiségi valtozok, melyekre
E(X1) =més D(X1) = 0 < 0o, azaz szérasuk véges. Ekkor

Xi+Xo+...+X,—n- 1 b
|im1P<a§ L S s B m<b>:/ o2
n—o0 ay/n V2r Ja

= ®(b) — ®(a) = P(a < Z < b),

ahol Z ~ N(0,1) standard normalis eloszlasi. Tovabb alakitva:
P(nm+ao\/n < X1+ Xo + ...+ X, < nm+ boy/n) — P(a < Z < b).

Ha n-nel osztunk, hogy az atlag jelenjen meg:

Xi+Xo+...+ X,
P<m+a0< 1ttt .+ <m+bi
n

N p \[>—>P(a§Z§b).

Vagyis az atlag eloszlasa ,kozel van” egy m varhaté értékd, % szérasu normalis
eloszlashoz.



