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Feltételes valészintiség: példa (5. el6adas)

Gabornak harom gyereke van.

Mennyi a val6sziniisége, hogy a kézépsé gyermeke fia?
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Feltételes valészintiség: példa (5. el6adas)

Gabornak harom gyereke van.
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A esemény
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Feltételes valészintiség: példa (5. el6adas)

[feltétel: plusz informéciéj

Gabornak harom gyereke van. l B esemény
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Feltételes valészintiség: példa (5. el6adas)

[feltétel: plusz informéciéj

Gabornak harom gyereke van. l B esemény
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A esemény
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Feltételes valészintiség: példa (5. el6adas)

[feltétel: plusz informéciéj

Gabornak harom gyereke van. l B esemény
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A esemény
KQ B \ P(B) = 3/8
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Feltételes valészintiség

Legyenek A, B € A események agy, hogy P(B) > 0.
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Feltételes valészintiség

Legyenek A, B € A események tgy, hogy P(B) > 0.

Ekkor az A eseménynek B-re vonatkozé feltételes valdsziniisége:

P(AnB) ¥— | metszet valdszinlisége
P(A|B) = Ha52). ( ge)
T A és B is bekdvetkezik

[feltétel valészinﬁsége]

P(B) > 0, lehet osztani

Ertelmezés: feltéve, hogy
B bekovetkezett, mennyi

a val6szin(isége, hogy A is
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Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott mennyi-
ségii csapadék esetén mennyi valészintiséggel azik be a satra, illetve az el6rejelzés
szerint mennyi az adott csapadékmennyiség valésziniisége.

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas val6sziniisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

Mennyi a valésziniisége, hogy Hanna satra beazik?
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Hanna a beazott satorrél kiild képeket.

Erre feltételesen mennyi annak val6sziniisége, hogy Sopronban tébb mint 10 mm
esd esett ezen a napon?
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Teljes valoszintiség tétele
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Teljes valoszintiség tétele
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[Bl: nincs csapadék] [Bg :0—5mm csapadék]

P(B;) =0,4

P(A|B;) = 0

P(B,) = 0,1
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Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott mennyi-
ségli csapadék esetén mennyi valészinliséggel azik be a satra, illetve az el6rejelzés
szerint mennyi az adott csapadékmennyiség val6sziniisége.

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas val6sziniisége 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

Mennyi a valésziniisége, hogy Hanna satra beazik?

0-0,4+0,15-0,14+0,35-0,3+0,6-0,2 = 24%.

Hanna a beazott satorrél kiild képeket.

Erre feltételesen mennyi annak val6sziniisége, hogy Sopronban tébb mint 10 mm
esd esett ezen a napon?



Bayes-tétel: példa

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas valészintisége 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

[Bl: nincs csapadék] [Bg :0—5mm csapadék]

P(B,) =0,4

P(A|B;) = 0 P(A|B;) = 0,15

[A: Hanna satra beézik]

P(A|Bs) = 0,35 P(A|Bs) = 0,6

P(Bs) = 0,2

[B3 :5—10 mm csapadék] [B4 : > 10 mm csapadék]




Bayes-tétel: példa

Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak valdsziniisége, hogy Sop-
ronban tébb mint 10 mm esd esett ezen a napon? Azaz mennyi P(B4|A)?

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas valoszintisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%




Bayes-tétel: példa

Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak valdsziniisége, hogy Sop-
ronban tébb mint 10 mm esd esett ezen a napon? Azaz mennyi P(B4|A)?

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas valoszintisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%
P(A[Ba)F(Ba)
(Be[A) P(A|B)P(By) + ... + P(A|Bs)P(Bs)

0,6-0,2 0,12

= = :500.
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Bayes-tétel: példa

Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak valdsziniisége, hogy Sop-
ronban tébb mint 10 mm esd esett ezen a napon? Azaz mennyi P(B4|A)?

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas valoszintisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

B P(A[B4)P(B4) -
P(B4|A) = P(A|B)P(B1) + ...+ P(A|By)P(Bs)
0,6-0,2 _012

T 0-0,4+0,15-0110,35-0,3+0.6-0,2 0,24

= 50%.

Vagyis feltéve, hogy bedzott a sator, 50% val6szintiséggel volt 10 mm-nél tébb
csapadék. Ez tébb, mint 20%: feltéve, hogy beazott a sator, valésziniibb a sok
csapadék, mint az 4j informacié nélkiil.



Teljes eseményrendszer

Definicié (Teljes eseményrendszer)

A Bi,B,,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét teljes
eseményrendszernek nevezziik, ha
(i) U2, Bi = Q, azaz legalabb az egyik bekévetkezik;

(i) BiN Bj = 0 teljesiil minden 1 < i < j-re, azaz paronként kizaréak, semelyik
ketté nem kévetkezhet be egyszerre;

(iii) P(B;) > 0 minden i =1,2,...-re, azaz mindegyiknek pozitiv a valdsziniisége.




Teljes eseményrendszer

Definicié (Teljes eseményrendszer)

A Bi,B,,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét teljes
eseményrendszernek nevezziik, ha

(i) U2, Bi = Q, azaz legalabb az egyik bekévetkezik;

(i) BiN Bj = 0 teljesiil minden 1 < i < j-re, azaz paronként kizaréak, semelyik
ketté nem kévetkezhet be egyszerre;

(iii) P(B;) > 0 minden i =1,2,...-re, azaz mindegyiknek pozitiv a valdsziniisége.

Tétel (Teljes valészintiség tétele)

Legyen A € A tetszbleges esemény, By, Bs, . .. pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

P(A) = P(A|B1)P(By1) +P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(B3) +. .. = iP(A|Bi)P(Bi)-
i=1

v




Bayes-tétel

Tétel (Teljes valészintiség tétele)

Legyen A € A tetszbleges esemény, By, Bs, . .. pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(B3) +. .. = iP(A|Bi)P(Bi)-

i=1

Tétel (Bayes-tétel)

Legyen A € A olyan esemény, melyre P(A) > 0, By, B, ... pedig teljes esemény-
rendszer. Ekkor minden k = 1,2, .. .-re teljesiil, hogy

- P(A|Bi)P(Bx)
P(Bx|A) = P(A|B;)P(By) + P(A|B:)P(Bs) + P(A[B3)P(Bs) + . ..
__ P(A[B)P(Bx)
S 2L PAIB)P(B;)




Fliggetlenség: példa

Emlékeztets: az A és B események fiiggetlenek, ha

P(ANB)=P(A)-P(B).

Ha példaul X a csapadékmennyiség holnap Budapesten (mm-ben), és Y New York-

ban, akkor példaul
A: X <5; B:Y <5

esetén ez a feltétel igy irhaté:
P(X <5,Y <5)=P(X <5)-P(Y <5).

Azaz, feltételezve, hogy a két varos idGjarasa egymastdl fliggetlen: annak val6szi-
niisége, hogy mindkét helyen legfeljebb 5 mm csapadék lesz, a két esemény
valésziniiségének szorzata.



Valészindiségi valtozok fiiggetlensége

@ keét valdsziniiségi valtozora: az X, Y : Q — R valészin(iségi valtozok fiig-
getlenek, ha

PX<t1,Y<t)=P(X<t;))-P(Y <t)

teljesiil tetszéleges t1, to € R valés szamokra.
@ véges sok valésziniiségi valtozéra: Xi,..., X, : Q — R val6sziniiségi val-

tozék fiiggetlenek, ha

(X1<t17X2<t2,.. X, < t,) =
=P <) ( < ). P(X, < tn)

teljesiil tetsz6leges ty, to, . .., t, valds szadmokra.

@ megszamlalhaté sok valésziniiségi valtozéra: az Xi, X5, X3 ... val6szin(-
ségi valtozok fiiggetlenek, ha koziiliik barmely véges sokat kivalasztva fiig-
getlen valdsziniiségi valtozdkat kapunk.



Fliggetlenség, pozitiv korrelacid, negativ korrelacié

o fiiggetlen val6sziniiségi valtozok (,,nincs kapcsolat™):

» a csapadékmennyiség holnap New Yorkban, illetve Budapesten;
» mérési hibdk egy mérést tobbszor megismételve;
» két tavoli helyrdl szarmazé kézetminta vastartalma.

@ pozitivan korrelalt valésziniiségi valtozdk (,ha az egyik nagyobb, a masik is
nagyobb valésziniiséggel vesz fel nagyobb értékeket”):

» a csapadékmennyiség holnap Budapesten, illetve Budadrson;
> a napsiitéses 6rak szama és a hémérséklet;
» egy kézetminta vas— és réztartalma;

@ negativan korrelalt valosziniiségi valtozék (,ha az egyik nagyobb, a masik
kisebb™):

> a napsiitéses 6rak szama és a csapadékmennyiség egy napon beliil.

Ezek az 6sszefiiggések nem jelentenek ok-okozatot.



Fliggetlen normalis eloszlasok

Fliggetlen standard normalis eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai fiiggetlen standard nomalis
eloszlastak. A koordinatadk kozott nincs kapcsolat: a kovariancia és a korrelaciés
egylitthaté is 0 lesz.



Pozitiv korrelacié

Nem fiiggetlen standard normalis eloszlasok

500 elemii minta a kdvetkezé t6bbdimenzids normalis eloszlasbél: (X, X—\;%Z) ahol
X,Z ~ N(0,1) fuggetlenek.

Minél nagyobb X, ,valészin(ileg” annal nagyobb (X + Z)/2 is — ennek megfeleléen
a két koordinata kozotti kovariancia és korrelacios egyiitthat6 is pozitiv lesz,



Er6s pozitiv korrelacié

Eladott példanyok és bevétel
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eladott példanyok

100 elemi minta az (X + Y, 300X + 400Y) eloszlasbol, ahol X ~ Poisson(100) és
Y ~ Poisson(180) fiiggetlenek. A megfigyelések szinte teljesen egy pozitiv mere-
dekségii egyenesre illeszkednek — a korrelaciés egyiitthaté pozitiv és majdnem
1, ami ,nagy”, mert ennek 1 lesz a lehetséges legnagyobb értéke.



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyeknek szérasa létezik. Ekkor
X és Y kovarianciaja:

cov(X. Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyeknek szérasa létezik. Ekkor
X és Y kovarianciaja:

cov(X. Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).

A kovariancia kiszamitasa:

cov(X, Y) = E(X - Y) — E(X)E(Y).

@ Szimmetria. cov(X, Y) = cov(Y, X).

Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).

Fiiggetlenséggel valé kapcsolat. Ha az X és Y valésziniiségi valtozok
fiiggetlenek, akkor cov(X, Y) = 0. Azaz

X, Y fiiggetlenek = E(XY) =E(X)E(Y).

cov(X, Y) = 0 esetén nem biztos, hogy X és Y fiigget-
lenek. Ha cov(X, Y) = 0, akkor azt mondjuk, hogy X és Y korrelalatlanok.



