Események fiiggetlensége (4. el6adas)

Az A, B € A események fiiggetlenek, ha
P(AN B) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valésziniisége a valésziniiségek szorzata.
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Az A, B € A események fiiggetlenek, ha
P(AN B) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valésziniisége a valésziniiségek szorzata.

Tobb eseménynél tetsz6leges részhalmazra teljesiilnie kell ennek a tulajdonsagnak.

Az A1, As, ... € A események fiiggetlenek, ha tetszbleges k > 1és 1< i < i <
... < I < nszamokra

IP(A,‘I n A,’2 n...N Aik) = P(Ah )P(Alz) s P(Aik)'



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetsz6leges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?
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Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetsz6leges napon egymastdl fiiggetleniil
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ORONORORCONG

néhany j6 lehetség és a valbsziniisége:

0,03][0,03][0,97][0,97][0,97][0,97] — 0,032
0,03/[0,97]/0,03([0,97([0,97|[0,97| — 0,03
0,03//0,97]/0,97([0,03([0,97|[0,97| — 0,03

0,032

— 0,032

Szorzas

.0,97*
.0,97*
.0,97*
.0,97*

-0,074



Binomialis eloszlas: példa
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a jo lehet&ségek szama, azaz
hanyféleképpen valaszthatjuk ki a két hianyzét:
egy jo lehet8ség valoszinlisége:
tehat a valdsziniiség:



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetsz6leges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?

10,97]/0,03[0,03/0,970,97//0,97| — 0,03%-0,97*

a jo lehet&ségek szama, azaz
hanyféleképpen valaszthatjuk ki a két hianyzét: (g)
egy j6 lehetSség valésziniisége: 0,032 .0,974

tehat a valdsziniiség:

P(pontosan két hianyzé) = (%) - 0,032 - 0,97* = 1,2%.




Binomialis eloszlas

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.
Peéldaul:

@ Visszatevéses mintavétel, n hazas, p a fekete golydk aranya.

@ Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg, egy adott kérdésre min-
denki egymastdl fiiggetleniil p = 0,8 valdszintiséggel valaszol. A valaszok
szama binomiélis eloszlasa.

@ Egy biztosité n = 60000 iigyfelének mindegyike egymastdl fiiggetleniil p =
0,0001 valészintiséggel okoz balesetet egy adott évben. A balesetet okozé
tgyfelek szama binomialis eloszlasa.

@ Tegyiik fel, hogy a nyar n = 92 napjanak mindegyikén egymastdl fiiggetleniil
p = 0,02 valésziniiséggel lesz jégess egy adott helyen. A nyari jégesGs napok
szama binomialis eloszlasa.



Binomialis eloszlas

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.

Mennyi a valdszin(isége, hogy pontosan k kisérlet sikeriil, azaz X = k? Ahogyan
a korabbi példaban lattuk:

@ A 6 lehet8ségek szama, azaz hanyféleképpen valaszthatjuk ki, hogy melyik k

kiserlet sikeres: (7).

@ Egy j6 lehetSség valészintisége: p*(1 — p)"~*, hiszen a kisérletek fiiggetle-
nek, ezért az egyiittes bekdvetkezés (metszet) valdsziniisége a val6sziniiségek
szorzata, és k kisérlet sikeril, a tdbbi n — k nem.

@ Mivel minden jé lehet6ség ugyanolyan valészini, az X = k valdsziniisége a
lehetSségek szamanak és egy lehet8ség valdsziniiségének szorzata:

P(X = k) = <Z)pk(1 —p)" K (k=0,1,...,n).



Binomialis eloszlas: definicid

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.

Az X valésziniiségi valtozé binomialis eloszlasa n renddel és p paraméterrel, ha
lehetséges értékei:

0,1,2,...,n,

és minden 0 < k < n egészre

n

P(x =) = ()1,

(n>1egeész, 0 < p <1.) Jelolés: Bin(n, p).



Példa: binomialis eloszlas

Bin(n=20, p=0,75)

Valészinlségek
0.10
|
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Lehetséges értékek

Binomialis eloszlas, n = 20, p = 0,75. Vizszintes tengely: lehetséges értékek, azaz
k=0,1,...,20, oszlopok magassiga: a P(X = k) valdsziniiségek.



Példa: binomialis eloszlas

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre minden
résztvevé egymastdl fiiggetleniil p = 0,8 val6sziniiséggel valaszol. Jeldlje X,
hogy hanyan valaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

@ X binomialis eloszlasii n = 1500 renddel és p = 0, 8 paraméterrel.

@ Tetszbleges 0 < k < 1500 esetén

P(k valasz) = P(X = k) = (:) pi(L—p)F =

— <15/f)0> 07 8k . 0’ 215007/(.

@ Példaul annak val6szin(isége, hogy pontosan k = 1200-an valaszolnak a kér-
désre:

1
P(1200 vélasz) = P(X = 1200) = (1288> 0,81200.0,23%0 = 2 57%.



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Ha az X valésziniiségi valtoz6é binomialis eloszlasa n renddel és p paraméterrel,
azaz

P(X = k) = <Z)pk(1 —p)" K (k=0,1,...,n),

akkor X varhaté értéke, illetve szérasa:

E(X) = np; D(X) = +/np(1 — p).



Példa: binomialis eloszlas

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre minden
résztvevs egymastdl fiiggetleniil p = 0,8 valdsziniiséggel valaszol. Jeldlje X,
hogy hanyan valaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

@ A valaszadék szamanak varhaté értéke:

E(X) = np = 1500 - 0,8 = 1200.

@ A valaszad6 szamanak szérasa:

D(X) = +/np(1 — p) = \/1500-0,8-0,2 = 15, 5.



A binomialis eloszlas kozelitése

Tegyiik fel, hogy egy biztosité n = 100000 igyfelének mindegyike egy év alatt
egymastol fiiggetleniil p = 0,0001 valésziniiséggel okoz balesetet. A balesetet
okoz6 ligyfelek szamanak (ezt jeldljiik X-szel) varhato értéke:

E(X) = np = 100000 - 0,0001 = 10.

Annak valészin(isége, hogy pontosan k iigyfél okoz balesetet:

1
P(X = k) = ( ookooo) -0,0001 - 0, 9999100000~k —

100000 - ... (100001 — k
_ 10000099999 T ( )-0,0001k-0,99991°°°°°—k%
100000k-0,0001k< 10 >1°°°°°N 105 5,

Kl ~ 100000 e oo

Q

felhasznélva, hogy lim,_o (1 — %)n = e~ tetsz6leges x > 0-ra.



A binomialis eloszlas kozelitése

Bin(100000, 0.0001) eloszlas

o | = binomidlis
=] —— Poisson(10)
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Valdszinliségek
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Lehetséges értékek

Binomialis eloszlas n = 100000 renddel és p = 0,0001 paraméterrel (vizszintes
tengely: k, oszlopok magassaga: P(X = k)).

Feketével a 1k—°!ke_1° fliggvény (ez lesz a Poisson(10)-eloszlas).

[m] = =

DA



Poisson-eloszlas: definicid

@ ha n fiiggetlen kisérletbdl mindegyik p valésziniiséggel sikeres, ahol n ,nagy”
és p kicsi": A = np a sikeres kisérletek szamanak varhato értéke;

. k e o
@ annak valésziniisége, hogy pontosan k kisérlet sikeres, %e"\—val kozelithetd

(a szamolas és az abra alapjan);

@ ez a gyakran hasznalt Poisson-eloszlas ritkan bekdvetkezé események sza-
manak modellezésére;

@ ha a két esemény (példaul foldrengés) kozott eltelt id6k fiiggetlen, expo-
nenciélis eloszldsiak, akkor az adott id6 alatt bekdvetkezd események szama
Poisson-eloszlasa.

Legyen A > 0. Az X val6sziniiségi valtoz6 )\ paraméterii Poisson-eloszlasi, ha
lehetséges értékei:

)\k Y

k=0,1,2,..., ésekkor]P’(X:k):Fe

A )\ paraméter(i Poisson-eloszlas varhaté értéke és szérasa:

E(X)=2X  D(X)=VA



Példa: Poisson-eloszlas
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Lehetséges értékek

Poisson-eloszlas, A = 3,61, k = 12-ig



A Poisson-eloszlas és binomalis eloszlas kapcsolata

Binomialis és Poisson-eloszlas
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Lehetséges értékek

A binomialis eloszlas n = 92 renddel és p = 0,0392 paraméterrel, illetve a Poisson-
eloszlas A = np = 3,61 paraméterrel



Poisson-eloszlas: példa

Az X valészin(iségi valtoz6 \ paraméterii Poisson-eloszlasii, ha lehetséges érté-
kei:
)\k
k=0,1,2,..., és ekkor P(X = k) = Fe*A.

A )\ paraméter(i Poisson-eloszlas varhaté értéke és szorasa:

E(X)=2X  D(X)=VA

Tegyiik fel, hogy egy varosban az egy nap alatt bekdvetkezé autébalese-

tek szama Poisson-eloszlasii, és varhato értéke 3,61. Ekkor az egy nap alatt
bekovetkez6 autdbalesetek szamanak szérasa:

D(X)=+/3,61=1,9.

Annak valésziniisége, hogy pontosan 5 baleset lesz:

3,615

P(X =5) = =5

e % =14%.



