Az atlag konvergenciaja (3. el6adas)

Az atlag valtozasa
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Az atlagok sorozata: [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett minta atlagai-
nak sorozata n = 500-ig; itt a varhaté érték 0,5 — az atlagok ehhez esnek egyre

kdzelebb



Varhat6 érték és szoras

Foldrengések szamanak eloszlasa (1960-2016)
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foldrengések szama egy év alatt

A legalabb 6-os erdsségii foldrengések évenkénti szamanak eloszlasa Uj-Zélandon
1960 és 2016 kozott (adatok forrésa: New Zealand geonet project). Ez alapjan

évente mennyi, legalabb 6-os foldrengés varhaté Uj-Zélandon? Mennyi a sz6-
ras? L




Becslés az adatokbdl
A megfigyelt adataink legyenek

X1 = 37X2 = 37X3 = 07X4 = 17"'7X54 = 47X55 = 67X56 = 17X57 =09.
A varhato érték szokasos becslése az atlag:

57
Y*X1+X2+X3+“'+X57 - Zj:lxj 73+3+0++9

57 57 57

=1,99.

A széras egy szokasos becslése a korrigalt tapasztalati széras. Tekintsiik az
atlagtdl valo eltéréseket: (x; —X), majd ezeknek az n — 1-gyel salyozott négyzetes
kozepét:

_\/(xl—x)2—|—(x2—x)2+...+(x,,—x)2
B n—1

\/1,012+1,012+1,992+...+7,012 B
- e =

1,8.



Varhat6 érték becslése az adatokbdl

A teljes adatsorbdl szamolva az atlagot, csoportosithatunk a megfigyelt értékek
szerint:

57
XUt xo+xs+... X7 D1%  3+3+0+...+9

= 57 T 57 57
0-1341-1542-14+6-1+...4+9-1
_ e -
13 15 14 1

—0 1 240 4615749 — =
A AN A T 5

—0-0,234+1-0,26+2-0,25+...+6-0,024+9-0,02 =
=0-PX=0)4+1-PX=1)42-P(X=2)+...49-P(X =9) =

9 9
=Y k-P(X=k)=> k-pc=1,99,
k=0 k=0

ha az X valészin(iségi valtozé foldrengések szama egy év alatt, és a P(X = k) = py
az olyan évek aranya, amikor pontosan k foldrengés volt (az el6z6 tablazat alapjan).



Diszkrét valdszinlségi valtozé varhaté értéke

Legyen X : Q — R olyan diszkrét val6szin(iségi valtoz6, melynek

o lehetséges értékei: {x1,x2,...}
@ az ehhez tartozé valésziniiségek: py = P(X = x1), p2o = P(X = x2),...

@ azaz X eloszlasa: (xi, p1), (x2, p2), - - -

Ekkor az X diszkrét valésziniiségi valtozé varhaté értéke:

E(X) = Zxkpk = Zxk ‘P(X =xx), ha Z |xk|px < o0.
k=1 k=1 k=1

Példaul ha X csak nemnegativ egész értékeket vehet fel (mint a foldrengések sza-
ma):

E(X):ik.pk:ik.ﬂv(x:k):1.IP(X:1)+2~1P(X:2)+...
k=0 k=0



Valészindségi valtozé: példa
Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a fiik szama. Ekkor az &sszes lehets-
ség halmaza:

Q={FFF,FFL,FLF FLL,LFF LFL LLF LLL};

A fitk szamat hozzarendelve az egyes lehetségekhez kapunk egy valészinGségi
valtozét:

X(LLL) = 0; X(LLF)Yy=X(LFL) = X(FLL) =1,

X(FFL) = X(FLF) = X(LFF) = 2; X(FFF) = 3.

Az X valésziniiségi valtozoé lehetséges értékei:

{0,1,2,3} — véges halmaz

A lehetséges értékekhez tartoz6 valdsziniiségek, feltéve, hogy a gyerekek egymastdl
fliggetleniil 1/2 valészintiséggel fink, azaz mind a 8 eset egyforman val6szini:

P(X =0)=1/8, P( ) = 3/8,
P(X =2)=3/8, P(X=3)=1/s.



Példa: a fitk szamanak eloszlasa
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Lehetséges értékek
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A fitk szamanak eloszlasa: a lehetséges értékek:
{0,1,2,3}
és a hozzajuk tartozé valésziniiségek:

1/8, 3/8, 3/8, 1/8.
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Diszkrét valdszinlségi valtozo varhaté értéke: példa

Legyen X a fitk szama a harom gyerek koziil, feltéve, hogy a
gyerekek egymastdl fiiggetleniil 1/2 valosziniiséggel fiak. Ekkor

B(X =0)= i (X =1) = = P(X =2) = = B(X =3) = ¢

és a fink szamanak varhaté értéke:

1 3 3 1 12 3
%) 8+ 8+ 8+ 8§ 8 2 ’

Legyen Y egy szabalyos dobokockaval dobott szam. Ek-
kor a dobott szam varhaté értéke:

1 1 1 1 1 1
E(Y)=1--+42-2+3-244--+45.-246--="=_=305,
) 6 6 et e s 6 27



A varhato érték tulajdonsagai

o Osszeg varhaté értéke. Ha X, Y valésziniiségi valtozok, és X, Y, X + Y
varhaté értéke létezik, akkor

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

@ Konstans kiemelése. Ha az X valdsziniiségi valtozé varhaté értéke létezik,
és c tetszbleges valds szam, akkor

E(c- X) = c-E(X).

o Fiiggvény varhaté értéke Egy g : R — R fliggvényre
oo
E(g(X)) = glx)P(X =x)  (ha létezik),
k=1

ahol az X lehetséges értékei {xi, xa,...}.



Varhat6 érték és szoras

Foldrengések szamanak eloszlasa (1960-2016)
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foldrengések szama egy év alatt

A legalabb 6-os erssségii foldrengések évenkénti szamanak eloszlasa Uj-Zélandon
1960 és 2016 kozodtt, és a varhato érték: E(X) = 1,99. Mennyi lehet a szoras,

vagyis a varhat6 értéktsl valé | atlagos négyzetes eltérés™? (adatok forrdsa: New

Zealand geonet project) - L

D¢



Valészinlségi valtozd szérasa

Legyen X : Q — R valésziniiségi valtozé, melyre E(X?) letezik. Ekkor X széras-
négyzete:

D2(X) = E((X - EX)2).

Legyen X : Q — R valésziniiségi valtozé, melyre E(X?) létezik. Ekkor X szérasa:

D(X) = IE((X - ]EX)2).



A szérasnégyzet kiszamitasa

Legyen X olyan diszkrét valésziniiségi valtozé, melyre E(X?) létezik. Legyenek
az X lehetséges értékei x, x2, . .., a hozzajuk tartoz6 valésziniiségek: py = P(X =
xk ). Ekkor

D2(X) = E((X ~ EX)?) = E(X?) - [E(X)]* =
= {ixf'l’k]—{ki Xk Pk:| =
= {ix,f P(X = k)] - [;xk P(X = k)r.

Ha X csak nemnegativ egész értékeket vehet fel:

D*(X) =) K -P(X =k) - {ikm(x = k)r.
k=0



A foldrengések szamanak szérasa

kK 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
pe 0,23 0,26 0,25 0,06 0,12 0,04 0,02 0 0 0,02

Ekkor X varhaté értéke, ahol X a legalabb 6-os foldrengések szdma egy év alatt:

9
E(X)=> k-pe=0:0,23+1-0,26+2-0,25+...+9-0,02=1,99.
k=0
Az X2 valésziniiségi valtozé varhaté értéke:
9 9
E(X?) =Y K PX=k=> K p=
k=0 k=0
=02.0,234+1%2-0,26+22.0,25+...+9%-.0,02 =6, 77.

Ebbs&l X szorasa:

D(X) = \/IE(X2) — [E(X)]* = /6,77 — 1,992 = 1.8,




A fitk szamanak szérasa

Legyen X a fiok szama a harom gyerek koziil, feltéve, hogy a gyerekek egymastdl
fiiggetleniil 1/2 valészindiséggel fink. Ekkor

1 3 3 1
PX=0)==,PX=1)==, P(X=2)=—=, P(X=3)=—.
Az X? valészinliségi valtozé varhaté értéke:
> 1 3 3 1 24
EXH) =Y k. P(X=k)=0--4+1-24+4-249. - =" =3,
(X% kz=0 ( ) 8+ 8+ 8+ 8 8

Mar lattuk, hogy E(X) = 1,5. Ezért X szérasnégyzete:
3
D*(X) = E(X?) — [E(X)]® =3—1,52 =3-2,25 = 0,75 = bt

Végiil a fitk szamanak szérasa:



A kockadobés szérasa

Legyen X egy szabalyos dobdkockaval dobott szam. Ekkor

1 1 1 1 1 1 91
2—7.2 7.2 7.2 7.2 7.2 7.2:—.
IE(X)_61+62+63+64+65+66 6

Masrészt a dobott szdm varhaté értéke:

1 1 1 1 1 1 7

Ebbal )
D*(X) = E(X?) — E(X)* = A_(1) 2, 92
6 2 T
A kockadobas szérasa: D(X) = /2,92 = 1,71.

Altalaban n oldalti dobskocka esetén: D(X) = |/ %52.



A szérasnégyzet tulajdonsagai

e Nemnegativitas. D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil.

@ Szorzas és eltolas. Ha a, b valés szamok, X véges szérasi valoszin(iségi
valtozd, akkor

D?(aX + b) = a°D?*(X) = D(aX + b) = |a|D(X).

@ Van olyan valészin(iségi viltozé, melynek varhaté értéke véges, de a szérasa
nem létezik. Példaul:

(k=1,2,...).



Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq, xa, . .. X siirliségfiiggvénye: f.
E(X) =272 % - P(X = x)

E(X?) =375, 7 - P(X = x;)




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq, xa, . .. X siirliségfiiggvénye: f.
E(X):Zfilxj-]P’(X:xj) E(X):fi)ooox-f(x)dx
E(X?) = Ejoil XJ-2 -P(X = x;) E(X?) = ffooo x? - f(x) dx




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

diszkrét abszolit folytonos
X lehetséges értékei: xq, xa, . .. X siirliségfiiggvénye: f.
E(X):Zj'ilxj-P(X:Xj) E(X):ffooox-f(x)dx
E(X?) =372 %7 - P(X = x)) E(X?) = [Z x* - f(x) dx

D(X) = \/E((X - E(X))*) = VE(X?) — E(X)?




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

diszkrét abszolit folytonos
X lehetséges értékei: xq, xa, . .. X siirliségfiiggvénye: f.
E(X):Zj'ilxj-]P’(X:Xj) E(X):ffooox-f(x)dx
E(X?) = 3721 - B(X = x;) E(X?) = [Z x* - f(x) dx

D(X) = \/E((X - E(X))*) = VE(X?) — E(X)?

E(XK) = 2%, xk - P(X = x)) E(XK) = [* xkf(x) dx

j=17 ]

E(g(X)) = 221 8(%) - P(X = X)) E(g(X)) = J=o, g(x)f(x) dx




Varhaté érték és széras abszolut folytonos esetben

Legyen X abszolut folytonos val6sziniiségi valtoz6, melynek siirliségfiiggvénye f.
Ekkor X varhaté értéke:

ha ez az integral |étezik és véges.

Tegyiik fel, hogy az X valészin(iségi valtozo abszolat folytonos, siiriiségfiiggvénye f,
és E(X?) létezik, azaz az [~ x*f(x) dx integral véges. Ekkor X szérasnégyzete:

D*(X) = E((X — E(X))?) = E(X*) - E(X)?,
szérasa pedig

D(X) = \/E((X — E(X))2) = VE(X?) ~ E(X)2.

A sz6ras definiciéja megegyezik a diszkrét esetben hasznalttal.



Nevezetes eloszlasok varhatd értéke és szdérasa

@ X normalis eloszlasi m varhaté értékkel és o szérassal:

a definiciébél adédik.

@ X exponencialis eloszlasti A paraméterrel:

1
f(x) =Xe™™I(x >0); E(X)=D(X)= T
@ X egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon:
F(x) la<x<b)y EX)=22f  pxy=b=2

:b—a 2

Itt f az eloszlasok siiriiségfiiggvénye, I pedig indikator, értéke 1, ha igaz a benne
szerepl6 kifejezés, 0 kiilonben.



Exponencialis eloszlas

Exponencidlis eloszlasok siirliségfiiggvényei
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Kiilsnboz6 paraméterdi (A = 1,1, illetve 4) exponencialis eloszlasok siirdiségfiigg-
1

vényei és a varhato értékeik: E(X) = =2, 1 illetve }



Momentumok

Az X val6sziniiségi valtozék k. momentuma a k. hatvanyanak varhaté értéke:

E(X5).

Altalaban igaz, hogy ha X abszolat folytonos valésziniiségi valtozé, f a siiriiség-
fiiggvénye, és E(g(X)) letezik, akkor

oo

E(g(X)) = / g(x)F(x) dx.

— 00
Ezért a k. momentum kiszamitasa:

E(X¥) = /Oo xKf(x) dx.

— 00

Kovetkezmény: a szérasnégyzetet a kovetkez6képpen szamithatjuk ki abszolit
folytonos X valésziniiségi valtozo esetén:

D?(X) = E(X?) — [E(X)]* = /oo S2F(x)dx — [/oo x- f(x)dxr.

—00 —00



Események fliggetlensége

Az A, B € A események fiiggetlenek, ha
P(AN B) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valésziniisége a valésziniiségek szorzata.



Események fliggetlensége

Az A, B € A események fiiggetlenek, ha
P(AN B) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valésziniisége a valésziniiségek szorzata.

Tobb eseménynél tetsz6leges részhalmazra teljesiilnie kell ennek a tulajdonsagnak.

Az A1, As, ... € A események fiiggetlenek, ha tetszbleges k > 1és 1< i < i <
... < I < nszamokra

IP(A,‘I n A,’2 n...N Aik) = P(Ah )P(Alz) s P(Aik)'



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetsz6leges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetsz6leges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?

ORONORORCONG

néhany j6 lehetség és a valbsziniisége:

0,03][0,03][0,97][0,97][0,97][0,97] — 0,032
0,03/[0,97]/0,03([0,97([0,97|[0,97| — 0,03
0,03//0,97]/0,97([0,03([0,97|[0,97| — 0,03

0,032

— 0,032

Szorzas

.0,97*
.0,97*
.0,97*
.0,97*

-0,074



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetsz6leges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?

10,97]/0,03[0,03/0,970,97//0,97| — 0,03%-0,97*

a jo lehet&ségek szama, azaz
hanyféleképpen valaszthatjuk ki a két hianyzét:
egy jo lehet8ség valoszinlisége:
tehat a valdsziniiség:



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetsz6leges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?

10,97]/0,03[0,03/0,970,97//0,97| — 0,03%-0,97*

a jo lehet&ségek szama, azaz
hanyféleképpen valaszthatjuk ki a két hianyzét: (g)
egy j6 lehetSség valésziniisége: 0,032 .0,974

tehat a valdsziniiség:

P(pontosan két hianyzé) = (%) - 0,032 - 0,97* = 1,2%.




