Strdségfuggvény (2. eléadas)

Siiriségfiiggvény

Ha az X val6sziniiségi valtozé siiriségfiiggvénye f (ami most az &bran lathaté
figgvény): P(-3< X < -1)= f__31 f(x)dx = 54,5%;

P(1< X <3)= [} f(x)dx =



Stirliségfliggvény

Hisztogram és siriiségfiiggvény
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Egy siiriiségfiiggvény és hozza tartozé ezer elemii fiiggetlen minta hisztogramja;
nagyobb a siir(iségfiiggvény — nagyobb a gyakorisag;
minta: fliggetlen val6szin(iségi valtozék, melyek mindegyikének f a siirliségfiiggvé-

nye



Siirtiségfiggvény: definicio

Az X : Q — R valoszin(iségi valtoz6 siiriiségfiiggvénye az f : R — R fliggvény,
ha

P(X <t)= /t f(x)dx

oo

teljesiil minden t € R szamra.

val6sziniiségi valtozénak van siiriiségfiiggvénye, példaul a diszkré-
teknek nincs. Ha X-nek van siiriiségfiiggvénye, akkor abszolat folytonos val6-
szin(iségi valtozénak nevezziik.

Ha az X val6sziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye f, akkor tetszéleges a < b sza-
mokra

IP’(a<X<b)zP(aSXﬁb):/bf(x)dx.



A siirtiségfliggvény tulajdonsagai

Legyen X abszolat folytonos valdsziniiségi valtozé, melynek F az eloszlasfiiggvénye.
(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szamra

(b) Az f(t) = F'(t) fuggvény (azokra a t-kre, ahol F differencidlhaté) az X
siriiségfiiggvénye.

Ha az f : R — R fiiggvény siiriiségfiiggvény, akkor

(i) f(x) > 0 teljesiil ,majdnem minden” x € R-re (példaul véges vagy megszam-
lalhat6 sok kivétel lehetséges).

(i) [7 f(x)dx =1

Forditva: ha f teljesiti ezt a két tulajdonsagot, akkor van olyan valdsziniiségi val-
tozd, aminek f a sirliségfliggvénye.



Siirtiségfiiggvény: példa

Legyen az X valésziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye f(x) = 2|x|, ha =1 < x <0,
és 0 kiilonben. Mennyi X eloszlasfiiggvényének értéke a —1/2 helyen?



Siirtiségfiiggvény: példa
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Ha X siiriségfiiggvénye f, akkor

—-1/2

F(-1/2) =P(X < —1/2) :/ f(x) dx.
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Siirtiségfiiggvény: példa

Legyen az X val6sziniiségi valtozé siirliségfiiggvénye f(x) = 2|x|, ha —1 < x < 0,
és 0 kiilsnben. Mennyi X eloszlasfiiggvényének értéke a —1/2 helyen?

Felhasznélva az eloszlasfiiggvény és a siiriiségfiiggvény definicigjat, illetve hogy
x < —1 esetén f(x) = 0, azt kapjuk, hogy

F(=1/2) = P(X < —1/2) = /_1/2 F(x)dx = /_1/2 F(x)dx =

—0o0 —1

~1/2 -1/2 o
= / 2|x|dx = —/ 2x dx = —[x2]:_i/2 =

-1 -1

)2



Siirtiségfiiggvény: példa

siiriiségfuggvény
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Ha X siiriségfiiggvénye f, akkor

-1/2

F(-1/2) =P(X < —1/2) =/ f(x) dx = %

— 00



Normalis eloszlas: bevezetés

Ha egy, a valésagban megfigyelhetd valdsziniiségi valtozé eloszlasat, pontosabban
a siiriiségfiiggvényét szeretnénk meghatarozni:

@ az adatokbdl készithetiink hisztogramot;

@ a hisztogram és a siiriségfiiggvény alakja sok fiiggetlen megfigyelés esetén
.kozel" van egyméashoz;

o megfigyelhetjiik, hogy kiilonféle mennyiségek esetén a hisztogramok gyakran
— a gyakran el6fordulé siiriiségfiiggvény-tipusokat érdemes
kiildn megérteni;
@ az egyik ilyen a normalis eloszlas, melynek siiriiségfiiggvénye az e figg-
vénybdl szarmaztathaté

@ példaul kiilonféle mérési eredmények (a mérési hibak kovetkeztében), illet-
ve él6lények bioldgiai jellemzdi gyakran normalis eloszlast kdvetnek (példaul:
testmagassag)

a normélis eloszlas a statisztikaban is kulcsfontossagi



Testmagassag

Testmagassag hisztogramja
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Testmagassag hisztogramja n = 96 elem(i mintabdl (valés adatokbdl), és az m =
X = 174, 3 varhat6 értéki és o = 11,5 sz6rast normélis eloszlas siirliségfiiggvénye
(pirossal): f(x) = m exp(—(x — 174,3)?/(2 - 11,5?))

[m] = =
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Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

gyakorisagok
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Szaz figgetlen normalis eloszlasa valosziniiségi valtozo hisztogramja és a siirliség-
fiiggvény, azaz X; ~ N(10,3%) (m = 10,0 = 3,x = 9, 88, sp.=2,58)

£ DA



Normalis eloszlasok atlaga

Ezer normalis eloszlas atlaga

gyakorisagok
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Az atlag eloszlasa szazelemd mintdbol, ha X; ~ N(10,3%) és n = 1000, to-

vabba az N(10,3/4/1000) normalis eloszlas surusegfuggvenye (x = 9,99,s*
0,084, 0//n = 0, 095) Br @y <2



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas
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Szaz fiiggetlen A = 1/3 paraméter(i exponencilis eloszlast val6sziniiségi valto-
z6 hisztogramja és a siirtiségfiiggvény, azaz e '/3/3 (E(X) = D(X) = 3,X =
3,03,s" = 2,89) ol

D¢



Exponencialis eloszlasok atlaga

Ezer exponencialis eloszlas atlaga

gyakorisagok
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Az atlag eloszlasa szazelemi mintabdl, ha X; eloszlasa exponencialis A = 1/3-

dal, és n = 1000, és az N(3,3/1/1000) normalls eloszlas siriségfiiggvénye (x =
2,98, sr =0,098) O S = =
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Két kockadobas dsszege

Dobott szamok dsszege
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Két szabalyos kockadobas Gsszegének eloszlasa



Kockadobasok atlaga

Ezer kockadobas atlaga

gyakorisagok
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Szazelem( minta az alabbi eloszlasbol: n = 1000 fiiggetlen szabalyos kockado-
bas atlaga, és az N(3,5, D(X1)/+/1000) normilis eloszlas siirliségfiiggvénye (X =
3,501, 5 — 0,008, //f — 0,051) o

DA



Normalis eloszlas: definicié

Legyen m valds, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniiségi
valtozé normalis eloszlasii m varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel, ha siirii-

ségfiiggvénye
)2
exp < — (xm)> (x € R).

F) = 202

1
Vor-o
Jeldlése: Y ~ N(m,a?).

Ha Y ~ N(m,o?), akkor E(Y) =m, D(Y) = o.

Standard normalis eloszlas: az m = 0 varhat6 értékii és o = 1 szérasi normalis
eloszlas. Eloszlasfiiggvénye: &, siirliségfiiggvénye o, ahol

d)(t)—/toogo(x)dx; <p(x)_\/127rexp<_x;).




Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

relatlv gyakorisagok

értékek

Normalis eloszlas (m = 1,0 = 1) siiriségfliggvénye és 500 darab fiiggetlen, N(1,1)

eloszlast valészinliségi valtozébdl all6 minta hisztogramja .. -~ - - ..



Normalis

eloszlas

Normalis eloszlasok siirliségfiiggvényei
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A O fliggvény

Standard normalis eloszlas

<
§ P(Z < -1)=0(-1)=15,9% P1<Z<2)=
g - = 02)- o(1) =
= =13,6%

A © fiiggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~ N(0,1),

akkor t t 1 s
P(Z < t) = &(t) = / o(x) dx = / e

— 00



Standard normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas
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P(Z < -1)=d(-1)=15,9% P(<Z<2)=
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sUrségfuggveény
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A © fiiggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~ N(0,1),
akkor

P(a< Z < b) = d(b) — d(a) = /bw(x) dx — /b \/%efﬁ/z dx.



Standard normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas
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A © fiiggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~ N(0,1),
akkor

P(a< Z < b) = d(b) — d(a) = /b o(x) dx = /b \/%efxzh dx.



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Linearis transzformacié. Legyen Y normalis eloszlast val6szindiségi valtozé m
varhato értékkel és o szdrassal, és a, b valés szamok. Ekkor az aY + b valészin(iségi
valtozé normalis eloszlasti am + b varhat6 értékkel és a?0? szérasnégyzettel, azaz

Y ~ N(m,o?) = aY + b~ N(am + b, a%0?).

Fiiggetlen 6sszeg. Ha Y1, Y, fiiggetlen, normalis eloszlasia valésziniségi valto-
z6k, akkor Yi1 + Y5 is normalis eloszlasi, varhaté értéke my + mo, szérasnégyzete
0'% —I-O'g, ahol Y7 ~ N(ml,af) és Yo ~ N(m270'§)

Ha Y és Z fiiggetlenek, normilis eloszlastak, Y ~ N(2,3%) és Z ~
N(1,42), akkor

Y +Z~ N(3,5%); Y - Z ~ N(1,5%); Y +3Z ~ N(5,57).



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Legyenek Y1, Y, ..., Y, fiiggetlen normalis eloszlasi val6sziniiségi valtozék, me-
lyek varhaté értéke m, szérasuk o. Ekkor az Gsszegiik és az atlaguk is normalis
eloszlasa, és

Yi+ Yo+ ...+ Y, ~ N(nm, no?);

Yi+Yo+...+Y, < 02>
~N{m,— ).
n n




A normalis eloszlas tulajdonsagai

Legyenek Y1, Y, ..., Y, fiiggetlen normalis eloszlasi val6sziniiségi valtozék, me-
lyek varhaté értéke m, szérasuk o. Ekkor az Gsszegiik és az atlaguk is normalis
eloszlasa, és
Yi+ Yo+ ...+ Y, ~ N(nm, no?);
Yi+Yo+...+Y, ( 02>
~N{m,— ).
n n

Tegyiik fel, hogy az emberek testmagassaga 176 cm varhaté értékii és 7
sz6rasi valoésziniiségi valtozé. Ekkor

@ 100 ember testmagassaganak atlaga szintén normalis eloszlast, 176 varhaté
értékkel és 7/4/100 = 0,7 szorassal;

@ 10000 ember testmagassaganak atlaga normalis eloszlast, 176 varhaté érték-
kel és 7//10000 = 0,07 szérassal.



Stirliségfliggvény

Hisztogram és siriiségfiiggvény
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Egy siiriségfiiggvény és hozza tartozd ezer elemii fiiggetlen minta hisztogramja

— mennyi lehet az f sir(iségfiiggvényii val6sziniiségi valtozé varhaté értéke és
szérasa?

[m] = =




Varhaté érték és széras abszolut folytonos esetben

Legyen X abszolut folytonos val6sziniiségi valtoz6, melynek siirliségfiiggvénye f.
Ekkor X varhaté értéke:

ha ez az integral |étezik és véges.

Tegyiik fel, hogy az X valészin(iségi valtozo abszolat folytonos, siiriiségfiiggvénye f,
és E(X?) létezik, azaz az [~ x*f(x) dx integral véges. Ekkor X szérasnégyzete:

D*(X) = E((X — E(X))?) = E(X*) - E(X)?,
szérasa pedig

D(X) = \/E((X — E(X))2) = VE(X?) ~ E(X)2.

A sz6ras definiciéja megegyezik a diszkrét esetben hasznalttal.



