Becslések és tulajdonsagaik (11. eléadas)

@ P ={Py: 9 c O) valamely eloszlasok halmaza valamilyen © halmazzal (© a
paramétertér, a paraméter Osszes lehetséges értékeibdl allé halmaz);

@ ¢ : © — R fiiggvény.

o Cél: (¥) becslése, azaz olyan T statisztika keresése, amire a T(X,...,X,)

valosziniiségi valtozo és a (1) érték valamilyen értelemben kézel esnek egy-
méashoz.



Becslések és tulajdonsagaik (11. eléadas)

@ P ={Py: 9 c O) valamely eloszlasok halmaza valamilyen © halmazzal (© a
paramétertér, a paraméter Osszes lehetséges értékeibdl allé halmaz);

@ ¢ : © — R fiiggvény.

@ Ceél: (V) becslése, azaz olyan T statisztika keresése, amire a T (X, ..., X;)
valosziniiségi valtozo és a (1) érték valamilyen értelemben kézel esnek egy-
mashoz.

Definicié (Torzitatlansag)

A T statisztika torzitatlan becslés 1)-re, ha minden ¥ € ©-ra
Eo(T(X1,...,X,)) = ¥(9).

A T statisztika torzitasa a br(9) = Ey(T(Xy,...,X,)) — () fiiggvény.

X1, X2, ..., X, fiiggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlasbél.
Ekkor 2X torzitatlan becslés ¢(¥) = ¥-ra.



Torzitatlan becslések

Allitas (A varhaté érték torzitatlan becslése)

Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszldsii véges varhaté értéki minta. Ekkor

Ey(X) =Ey(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a mintaatlag torzitatlan becslés 1)-re.

Allitas (A szérasnégyzet torzitatlan becslése)

X, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi véges szordsi minta. Ekkor Ekkor
Eg(s:?) = D3(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslés a sz6rdsnégyzet-
re.

4




Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha

D3(T1) < D3(T»)
teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).
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Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.

@ A varhaté értékre nézve a mintaatlag hatasosabb minden Z}’Zl ¢ X; alaka
, 4 n
becslésnél (ahol Zj:1 ¢ =1).

v



Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

v

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.

@ A varhaté értékre nézve a mintaatlag hatasosabb minden Z}’Zl ¢ X; alaka
, 4 n
becslésnél (ahol 2121 ¢ =1).

@ Bizonyos feladatokban lehet a mintaatlagnal hatasosabb becslés a var-

hato értékre: A [0, b] intervallumon egyenletes eloszlas esetén b-re
ﬂnl max(Xi, ..., X,) hatdsosabb a mintaatlag kétszeresénél.



Konzisztens becslés

Exponencialis minta atlaganak reciproka

°
o
2
o
°
84 o
c © S
g °
s al| 2
s B
£ 3
9
= 88
= (- 2o
~ &
= P
§
o
o
=4 8
o o
o

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

mintaelemszam

A = 0,5 paraméterii exponencialis eloszlast generdlva a mintaatlag reciproka 0, 5-
hoz tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Konzisztens becslés

Exponencialis minta atlaganak reciproka
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mintaelemszam

A = 1 paraméterii exponencialis eloszlast generalva a mintaatlag reciproka 1-hez
tart, azaz konzisztens becslés, hiszen ez minden A-ra teljesiil.



Konzisztencia

Definicié

A T, = Ty(X,...,X,) konzisztens becsléssorozat )(})-ra, ha minden ¥ € ©-ra
(Ta(X1, -5 Xa)) = ¥(9)

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljesiil, hogy

Py(|To —9(9)] >€) 0  (n— 00).




Konzisztencia

Definicié

A T, = Ty(X,...,X,) konzisztens becsléssorozat )(})-ra, ha minden ¥ € ©-ra
(Ta(X1, -5 Xa)) = ¥(9)

n — oo esetén sztochasztikusan, azaz minden ¥ € © és ¢ > 0-ra teljesiil, hogy

Py(|To —9(9)] >€) 0  (n— 00).

Elégséges feltétel:

Es(T(X)) — 9 és Dy(T(X))—0

minden 9 € O-ra.




Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre

Xy, Xa, ... fuggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+Xn
n

T, — Ey(X1)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.

Speciilis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.



Példak torzitatlan, konzisztens becslésekre
X1, Xa, ... fliggetlen azonos eloszlast minta. Ekkor

_X1+X2+...+X,,
n

T, — Ey(X1)

teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan a nagy szamok gyenge torvénye szerint,
vagyis az atlag konzisztens becslés a varhaté értékre.
Speciilis eset: a relativ gyakorisag konzisztens becslés a valésziniiségre.

Nevezetes eloszlasok:

@ Poisson-eloszlas A paraméterére az atlag torzitatlan, konzisztens

@ a normilis eloszlds m paraméterére az atlag torzitatlan és konzisztens; a o pa-
raméterre a tapasztalati szoras és a korrigalt tapasztalati széras konzisztensek,
de nem torzitatlanok; o?-re s'? torzitatlan

@ exponencialis eloszlas: 1/X konzisztens A-ra, de nem torzitatlan a paraméterre

@ exponenciilis eloszlas: n - min(Xy,..., X,) torzitatlan, de nem konzisztens a
varhat6 értékre (vagyis 1/A-ra).



Példa: az adatok abrazolasa
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Példa: hisztogram

gyakorisag

A Duna vizéllasdnak hisztogramja
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Alapstatisztikak

Minta: Xi,..., X, (a példéban X1 =106,X, =133,..., Xy = 186)

@ minimum: a legkisebb mintaelem, azaz min(Xy, Xz, ..., X,).
@ maximum: a legnagyobb mintaelem, azaz max(Xi, Xa,..., X,).

o terjedelem (range): a legnagyobb és legkisebb mintaelem kiilonbsége, azaz

max(Xl,Xg, . 7Xn) — min(Xl,Xg, e ,Xn).

@ median: a nagysag szerinti k6zépsé mintaelem, vagy a kdzéps6 kettd atlaga
(ha n paros).

@ moédusz (mode): a leggyakrabban eléfordulé mintaelem.



Alapstatisztikak

Minta: X1, Xo,. .., X,

o mintaatlag (mean): X = 237 | X; = XatetXs,

@ tapasztalati szorasnégyzet:

1 — 1 < —2 XTH X244 X2
sS—nZ(&—X)2—<,,ZXf>—X2— it 21_ A X2
j=1

j=t

@ tapasztalati széras: s, = /s2.

o korrigalt tapasztalati szérasnégyzet (variance):

2 i ((50) %)

J=1

o korrigalt tapasztalati széras (standard deviation, sd): s* = /s*2.



Tovabbi statisztikak

o korrigalt tapasztalati szérasnégyzet (variance):
n 1 . n 1<
2 M 2 X — X)2 — <
" n—1"7" n—lZ(J ) n—1 nz
Jj=1 Jj=1
o korrigalt tapasztalati széras (standard deviation, sd): s¥ =

o relativ szdras (relative standard deviation, rsd): 57"
standard hiba (standard error): \5[

n




Példa: alapstatisztikak

106 133 171 205 218 211 189 164 148 135
126 120 113 111 102 99 123 158 180 186

mintaelemszdm: n = 20

minta: X; = 106, X, = 133,..., Xo0 = 186.

atlag: X = 149,9

tapasztalati szérasnégyzet: s> = 1412, 09
tapasztalati széras: s, = 37,58

korrigalt tapasztalati szérasnégyzet: s*? = 1486,411
korrigélt tapasztalati széras: s, = 38,55

relativ szoras: 0,257

standard hiba: 8,62



Rendezett minta

Rendezett minta: a mintaelemeket nagysag szerint névekvd sorrendbe allitjuk.
Jelolés:

(XE, X5 X0).

Vagyis {X;, X5, ..., Xi = {X1, Xo,..., Xp} és X{ < X5 <...< X}

A minimum X, a maximum X . A k. legkisebb mintaelem X;.



Rendezett minta

Rendezett minta: a mintaelemeket nagysag szerint névekvd sorrendbe allitjuk.
Jelolés:

(X5, X5, .., X)).
Vagyis {X;, X5, ..., Xi = {X1, Xo,..., Xp} és X{ < X5 <...< X}

A minimum X", a maximum X;. A k. legkisebb mintaelem X;.

99 102 106 111 113 120 123 126 133 135
148 158 164 171 180 186 189 205 211 218

X; =99, X5 =102,X; =106,..., X7 =120,..., X, = 135
X7y = 148,... X}, = 171,..., X3, = 218.



Példa: boxplot

A Duna vizéllasardl sz6lé minta boxplotja a hGisznapos adatsorbdl
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Példa: boxplot

testmagassag (cm)

T
férfiak nék osszesen

A testmagassag boxplotja n = 96 elem( mintabdl, balrdl jobbra: férfiak, nék,
Osszesen



Kvantilisek

Az X valdsziniiségi valtozé z-kvantilise a legkisebb olyan g szdm, melyre teljesiil,
hogy P(X < q) > z.

A tapasztalati z-kvantilisre tobb definiciét is szoktak hasznalni, egy lehet8ség:

Definicié (Tapasztalati kvantilis)

Legyen X{ < X5 < ... < X! rendezett minta, és z € [0,1] adott szam. Ekkor a
minta tapasztalati z-kvantilise:

4: = X\ y(ny) T (2(n+1) = [2(n+1)]) - (X[kz(n+1)j+1 - X[kz(n+1)J)'




Kvantilisek

Az X valdsziniiségi valtozé z-kvantilise a legkisebb olyan g szdm, melyre teljesiil,
hogy P(X < q) > z.

A tapasztalati z-kvantilisre tobb definiciét is szoktak hasznalni, egy lehet8ség:

Definicié (Tapasztalati kvantilis)

Legyen X{ < X5 < ... < X! rendezett minta, és z € [0,1] adott szam. Ekkor a
minta tapasztalati z-kvantilise:

Gz = Xy(npr)) + (2(n+1) = [2(n+ 1)) - (Xpns1)j+1 = Xo(or1)))-

Els6 kvartilis: z = 1/4-kvantilis, harmadik kvartilis: z = 3/4-kvantilis, a median
pedig a z = 1/2-hez tartoz6 tapasztalati kvantilis.



Boxplot

Definici6 (Tapasztalati kvantilis)

Legyen Xy, Xo, ..., X, minta, és z € [0,1] adott szam. Ekkor a minta tapasztalati
z-kvantilise:

Gz = Xynpryy + (2(n+1) = [2(n+ 1)]) - (Xymayj41 = Xatorny))-

A boxplot készitéséhez sziikséges adatok:

@ minimum: a legkisebb mintaelem (99);

@ elsé kvartilis: a z = 1/4-hez tartozé kvantilis (118,2 = X& + 0,25 - (X¢ —
X3));

@ median (141,5);

@ harmadik kvartilis: a z = 3/4-hez tartozé kvantilis (181,5);

@ maximum: a legnagyobb mintaelem (218).



Konfidenciaintervallumok

Legyen (2, A, P) statisztikai mez6, P = {Py : ¥ € O} és X = (Xq,...,Xy)
fiiggetlen azonos eloszlasi minta. Tegyiik fel, hogy ¥ valés paraméter, vagyis
O CR.

Definicié
Azt mondjuk, hogy a (T1(X), To(X)) intervallum legalabb 1 — o« megbizhatésagi

szintd konfidenciaintervallum ¥-ra, ha minden 9 € R esetén teljesiil, hogy

IP@(T]_(K) <Y< Tg(&)) >1—a.

A konfidenciaintervallum megbizhatdsagi szintje: infyco{Py(V € (T1, T2))}.



Konfidenciaintervallum

Példa: hatvan kiilonb6z6 mintabdl megmértiik a talajviz pH-értékét egy adott
helyen.

A minta egy részlete:

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikak: n = 60 (méret), X = 5,99 (atlag), si = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)



Konfidenciaintervallum

Példa: hatvan kiilonb6z6 mintabdl megmértiik a talajviz pH-értékét egy adott
helyen.

A minta egy részlete:

5,98 61 599 6,21 5,97 6,23 5,85

Alapstatisztikak: n = 60 (méret), X = 5,99 (atlag), si = 0,18 (korrigalt tapasz-
talati széras)

Cél: a varhaté érték becslése az adatok alapjan

pontosabban: adjunk meg egy olyan intervallumot, ami legalabb 95% valészind-
séggel tartalmazza az "igazi" varhat6 értéket — ezt fogjuk 95 % megbizhatosagi
szintii konfidenciaintervallumnak hivni



t-eloszlas kritikus értékei
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Az f = 59 szabadsagi fokii & = 0,05 terjedelm( kétoldali t-préba kritikus értéke:
t5g70705 = 2, 001.



Konfidenciaintervallum a véarhaté értékre
Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tr , az f szabadsagi foku

« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

V4
1—a2=P(Y <tr,) =P ——=—— < t,|.
/ (V< tra) ( ZZ+...+ Z; f’)

Az Y = ﬁ valészinliségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foki t-eloszlas.
it T4f



Konfidenciaintervallum a varhatd értékre

Legyenek Zy, Z1, .. ., Z, figgetlen N(0,1) eloszlastak, és tr , az f szabadsagi foku
« terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke, azaz az f szabadsagi foki t-eloszlas
1 — a/2-kvantilise:

V4
1—a/2=P(Y <trq)=P| ————= < tra |-
/ (V< tra) ( Z2+...+2¢ f’)
Az Y = ——%____ valésziniiségi valtozé eloszlasa f szabadsagi foka t-eloszlas.

Z2+..+2?

Allitas (Konfidenciaintervallum a varhaté értékre, ismeretlen sz6ras)

Tegyiik fel, hogy Xi,...,X, fiiggetlen N(m,c?) normélis eloszldsi valosziniiségi
véltozék (m, o ismeretlenek). Ekkor a

= g = sk
T, )= (X —th1ia —=, X+ th-10 —
(T1, To) ( 1,a NE + th—1,a \/ﬁ>

intervallum 1 — « megbizhatdsagi szintii kétoldali konfidenciaintervallum az el-
oszlas varhato értékére.

o




Példa konfidenciaintervallumra

Minta: megmeértiik a talajviz ph-értékét, tegyiik fel, hogy ez normalis eloszlasi,
sz6rasa nem ismert.

n =60 (méret), X =5,99 (atlag), s; = 0,18 (korrigalt tapasztalati szo6ras)

Adjunk meg olyan intervallumot, ami legalabb 95% valé6szintiséggel tartalmazza a
ph-érték valédi varhat6 értékét — barmi is a valédi varhaté érték.

megbizhat6sagi szint: 1 — a = 95%, azaz « = 0,05. Az f = 59 szabadsagi foka
a = 0,05 terjedelmii kétoldali t-préba kritikus értéke: tsg 0975 = 2.

95 %-o0s megbizhatésagi szintii konfidenciaintervallum a varhaté értékre:

0,18 0,18
5,00 - 2. —=— 500+2 = | = (5,94;6,04).
( /60 \/60> ( )



