x>-préba: illeszkedésvizsgélat (10. eléadas)

Legyen A1, Az, ..., A, teljes eseményrendszer, py, pa, ..., p, pedig olyan nemnega-
tiv szamok, melyek Gsszege 1.

Ho : P(Ax) = px minden k =1,2,..., r-re.

Hy : P(Ax) # pi valamelyik k =1,2,... r-re.

o n fiiggetlen megfigyelést végziink.
@ Ni: hanyszor kovetkezett be Ay.

@ Ha van k, hogy Ny < 4: néhany osztalyt 6ssze kell vonnunk, hogy a prébat
alkalmazhassuk (vagyis A; és A helyett A; U Ax-t és p; + pi-t tekintjiik).
Ugyanakkor a préba tal nagy mintaelemszam tal érzékeny, kis eltérést
is szignifikansnak mutat.

@ Prébastatisztika:

r
N — n- pi)?
oy 7
—1 n- pk



Y2-préba

Adott (Ax),_; teljes eseményrendszer, és (px);_; szamok: >, _; px = 1.
Ho : P(Ak) = px minden k =1,2,... r-re. Hi: a nullhipotézis nem igaz

Prébastatisztika (feltéve, hogy Ny > 4 minden k-ra):



Y2-préba

Adott (Ax);_; teljes eseményrendszer, és (px);_, szamok: >, _; px = 1.
Ho : P(Ak) = px minden k =1,2,... r-re. Hi: a nullhipotézis nem igaz

Prébastatisztika (feltéve, hogy Ny > 4 minden k-ra):

Legyen Gyt az f = r — 1 szabadsagi fokt x2-préba kritikus értéke o terjedelem
(szignifikanciaszint) mellett.

X% > Cuic vagy p < a: elutasitjuk Hop-t, az eloszlas szignifikansan eltér (py)-tél.

% < it vagy p > a: elfogadjuk Hg-t, az eloszlas nem tér el szignifikansan
(pk)—t(")L



Y2-préba

Adott (Ax);_, teljes eseményrendszer, és (px);_, szamok: >, _; px = 1.

Ho : P(Ax) = px minden k =1,2,... r-re. Hi: a nullhipotézis nem igaz

Prébastatisztika (feltéve, hogy N; > 4 minden k-ra):

XQ:ii(Nk_n'pky.

n .
—1 Pk

Legyen cii¢ az f = r — 1 szabadsagi foki x2-préba kritikus értéke o terjedelem
(szignifikanciaszint) mellett.

Ez az f = r — 1 szabadsagi fok( x2-eloszlas 1 — a-kvantilise, vagyis
P(Z2+...+ 2% < Cit) =1 —

ahol 73, ..., Zs fiiggetlen standard normailis eloszlast valésziniiségi valtozok.



2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobdkocka?

Szaz kockadobas hisztogramja

0.15
1

Relativ gyakorisagok

0.00
1

1 2 3 4 5 6

Lehetséges éntékek

u]
o)
1
n
it

DA



2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobodkocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15




x2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobodkocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15

Minden szam legalabb négyszer eléfordult, alkalmazhatjuk a x2-prébat. A;: i-t
dobunk, r =6, p, =1/6, k=1,2,...,6.

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra



x2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobodkocka?

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15

Minden szam legalabb négyszer eléfordult, alkalmazhatjuk a x2-prébat. A;: i-t
dobunk, r =6, p, =1/6, k=1,2,...,6.

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra

- Z (N —n-pe)> (21 -100-1/6)> (11 —100-1/6)
YT T 100-1/6 100-1/6
(15 — 100 - 1/6)?
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2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobokocka?

értek 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15




x2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobokocka?

értek 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra

X2:7,52; f=r—1=5; a =0,05; Cirit = 11,1



x2-préba: példa

Dobékockaval dobunk szazszor. A terjedelmet oo = 0, 05-nek valasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobokocka?

értek 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 21 11 20 22 11 15

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ak) # 1/6 valamelyik k-ra

X2:7,52; f=r—1=5; a =0,05; Cirit = 11,1

2 = 7,52 < Guit = 11,1, illetve a p-értékre 0,1847 > 0, 05.

Elfogadjuk Hp-t, elfogadhatd, hogy a dobdkocka szabalyos, nincs szignifikans eltérés
az egyenletes eloszlastol.



2-préba: példa

Dobékockaval dobunk ezerszer. A terjedelmet oo = 0, 05-nek vélasztva elfogadhaté-
e, hogy szabalyos a dobdkocka?

Ezer kockadobas hisztogramja

Relativ gyakorisagok

0.00
1

1 2 3 4 5 6

Lehetséges éntékek
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x2-préba: példa

Ha ezerszer dobunk, és az alabbi eredmények adédnak:

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 191 154 140 184 156 175

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ax) # 1/6 valamelyik k-ra

X2 = 11,68; f=r—1=5; a=0,05; Gt = 11,1



2-préba: példa

Ha ezerszer dobunk, és az alabbi eredmények adédnak:

érték 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 191 154 140 184 156 175

Ho : P(Ax) = 1/6 minden k-ra; Hy : P(Ax) # 1/6 valamelyik k-ra

X2 = 11,68; f=r—1=5; a=0,05; Gt = 11,1

%2 = 11,68 > i, = 11,1, illetve a p-értékre 0,039 < 0, 05.

Elutasitjuk Hp-t, nem fogadhat6 el, hogy a dobékocka szabalyos, a minta alapjan
az eloszlas szignifikinsan eltér az egyenletes eloszlastdl.



Pozitiv korrelacié

Igaz-e, hogy két esemény gyakrabban fordul elé egyszerre, mint ha fliggetlenek
lennének egymastol?



Pozitiv korrelacié

Igaz-e, hogy két esemény gyakrabban fordul elé egyszerre, mint ha fliggetlenek
lennének egymastol?

@ minden osztalyba essen legalabb 5 megfigyelés
@ a pozitiv korrelacié nem jelent ok-okozati Gsszefiiggést:

» felh8s ég, csapadék — pozitiv korrel4cié és ok-okozati Gsszefliggés is van;
» télen felhGtlen égbolt, alacsony hémérséklet —



Pozitiv korrelacié

Igaz-e, hogy két esemény gyakrabban fordul elé egyszerre, mint ha fliggetlenek
lennének egymastol?

@ minden osztalyba essen legalabb 5 megfigyelés
@ a pozitiv korrelacié nem jelent ok-okozati Gsszefiiggést:

» felh8s ég, csapadék — pozitiv korrel4cié és ok-okozati Gsszefliggés is van;

» télen felhGtlen égbolt, alacsony hémérséklet — pozitiv korrelacié van, és
ok-okozati Osszefiiggés lehet mindkét iranyban;

» lazac rendszeres fogyasztasa és egészség —



Pozitiv korrelacié

Igaz-e, hogy két esemény gyakrabban fordul elé egyszerre, mint ha fliggetlenek
lennének egymastol?

@ minden osztalyba essen legalabb 5 megfigyelés
@ a pozitiv korrelacié nem jelent ok-okozati Gsszefiiggést:

» felh8s ég, csapadék — pozitiv korrel4cié és ok-okozati Gsszefliggés is van;

» télen felhGtlen égbolt, alacsony hémérséklet — pozitiv korrelacié van, és
ok-okozati Osszefiiggés lehet mindkét iranyban;

» lazac rendszeres fogyasztasa és egészség — pozitiv korrelacié lehet, de
ok-okozati Osszefiiggés nincs feltétleniil, hanem mindketté a j6 anyagi
helyzet kdvetkezménye lehet

@ ha sok eseménypar kozott végezziik a vizsgalatot, a 6t mennyiség kozott (10
parnal) méar j6 eséllyel van tévesen szignifikans pozitiv korrelacié (ha nincs
Osszefliggés, akkor is mindegyik 5% val6sziniiséggel tévesen szignifikans)

@ big data analizis: sok eseménypar kdzott végzik a vizsgalatot, lehetnek tévesen
szignifikans korrelacidk, mégis hasznaljak ezeket



Pozitiv korrelacié

Két szempont szerint két-két osztalyba soroljuk a megfigyeléseket. Tegyiik fel, hogy
mind a négy kategériaba esik legalabb 5 megfigyelés.

Hp: a két szempont kozétt nincs pozitiv korrelacio
Hi: a két szempont kdz6tt pozitiv korrelacié van, azaz P(A1 N By) > P(A1)P(B).

Njj: az elsé szempont szerint i., masodik szempont szerint j. osztalyba esé megfi-
gyelések szama. Tovabba N;. = Nz + Njo, Nj. = Nj; + Njp és n = Nj; + Nio.

A prébastatisztika (Ho mellett standard normalis eloszlasa):

Nll N22 - N12 N21

u=vn NN, NN,

Ha v > ®1(1 — a), akkor elutasitjuk Ho-t, szignifikins pozitiv korrelacié van;
kiilénben elfogadjuk Hp-t, nincs szignifikins pozitiv korrelacio.

A p-érték: 1 — ®(u), ahol ®(u) = [* ——exp(—x?/2)dx.



Pozitiv korrelacié: példa

Vérnyomas-sziir6vizsgalatnal a 40 évesnél idGsebbek koziil 24-nek magas, 62-nek
megfelel§ volt a vérnyomasa, a 40 évesnél nem idGsebbek koziil 12-nek volt magas,

88-nak megfelels. Allithatjuk-e v = 0,05 terjedelem mellett, hogy a 40 évesnél
idésebbek kozott gyakoribb a magas vérnyoméas?



Pozitiv korrelacié: példa

Vérnyomas-sziir6vizsgalatnal a 40 évesnél idGsebbek koziil 24-nek magas, 62-nek
megfelel§ volt a vérnyomasa, a 40 évesnél nem idGsebbek koziil 12-nek volt magas,
88-nak megfelels. Allithatjuk-e v = 0,05 terjedelem mellett, hogy a 40 évesnél
idésebbek kozott gyakoribb a magas vérnyoméas?

A1: 40 évesnél nagyobb életkor; As: legfeljebb 40 éves életkor.
Bi: magas vérnyomas; B,: megfelel6 vérnyomas.
Hp: nincs pozitiv korrelacio; Hy: pozitiv korrelacié van.

N11 = 24, N12 = 62, N21 = 12, N22 = 88, n = 186.

N11N22—/V12N21:\/@. 24 -88 —62-12 =2,74.

u= n
v VNi.Ny. N4 Ny v/86 - 100 - 36 - 150




Pozitiv korrelacié: példa

Vérnyomas-sziir6vizsgalatnal a 40 évesnél idGsebbek koziil 24-nek magas, 62-nek
megfelel§ volt a vérnyomasa, a 40 évesnél nem idGsebbek koziil 12-nek volt magas,
88-nak megfelels. Allithatjuk-e v = 0,05 terjedelem mellett, hogy a 40 évesnél
idésebbek kozott gyakoribb a magas vérnyoméas?

A1: 40 évesnél nagyobb életkor; As: legfeljebb 40 éves életkor.
Bi: magas vérnyomas; B,: megfelel6 vérnyomas.
Hp: nincs pozitiv korrelacio; Hy: pozitiv korrelacié van.

N11 = 24, N12 = 62, N21 = 12, N22 = 88, n = 186.

- 2488 — 6212
Ni1Noy — NipNoy J/186.- 88 —6 _2.7a.
VN1 No. NN, v/86-100-36 - 150
Mivel 2,74 > ®~1(0,95) = 1,645, igy elutasitjuk a nullhipotézist. A nagyobb
életkor és a magas vérnyomas kozott szignifikans pozitiv korrelacié van. A p-érték:
1—®(2,74) =0,003 < 0, 05.

u=+/n




Poisson-eloszlas paraméterének becslése

Golok szamanak hisztogramja

Relativ gyakorisagok
0.2 03

01

00
L

Megfigyelt értékek

megfigyelések

Poisson(1,375)
Poisson(1)
Poisson(2)

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméter(

Poisson-eloszlasok (Py(X = k) = A< /k! - e™?)

N



Becslések és tulajdonsagaik

@ P ={Py: 9 c O) valamely eloszlasok halmaza valamilyen © halmazzal (© a
paramétertér, a paraméter Osszes lehetséges értékeibdl allé halmaz);

@ ¢ : © — R fiiggvény.

o Cél: (¥) becslése, azaz olyan T statisztika keresése, amire a T(X,...,X,)

valosziniiségi valtozo és a (1) érték valamilyen értelemben kézel esnek egy-
méashoz.



Becslések és tulajdonsagaik

@ P ={Py: 9 c O) valamely eloszlasok halmaza valamilyen © halmazzal (© a
paramétertér, a paraméter Osszes lehetséges értékeibdl allé halmaz);

@ ¢ : © — R fiiggvény.

@ Ceél: (V) becslése, azaz olyan T statisztika keresése, amire a T (X, ..., X;)
valosziniiségi valtozo és a (1) érték valamilyen értelemben kézel esnek egy-
mashoz.

Definicié (Torzitatlansag)

A T statisztika torzitatlan becslés 1)-re, ha minden ¥ € ©-ra
Eo(T(X1,...,X,)) = ¥(9).

A T statisztika torzitasa a br(9) = Ey(T(Xy,...,X,)) — () fiiggvény.

X1, X2, ..., X, fiiggetlen minta a [0, 9] intervallumon egyenletes eloszlasbél.
Ekkor 2X torzitatlan becslés ¢(¥) = ¥-ra.



Torzitatlan becslések

Allitas (A varhaté érték torzitatlan becslése)

Legyen Xi, ..., X, fiiggetlen azonos eloszldsii véges varhaté értéki minta. Ekkor

Ey(X) =Ey(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a mintaatlag torzitatlan becslés 1)-re.

Allitas (A szérasnégyzet torzitatlan becslése)

X, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi véges szordsi minta. Ekkor Ekkor
Eg(s:?) = D3(X1) minden ¥ € ©-ra,

vagyis a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslés a sz6rdsnégyzet-
re.

4




Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha

D3(T1) < D3(T»)
teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

v



Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.

@ A varhaté értékre nézve a mintaatlag hatasosabb minden Z}’Zl ¢ X; alaka
, 4 n
becslésnél (ahol Zj:1 ¢ =1).

v



Becslések 6sszehasonlitasa
Definicié (Hatasossag)

Legyenek Ty, T, torzitatlan becslései a paraméter i)(1)) fiiggvényének. T, hata-
sosabb T,-nél, ha
D3(T1) < D3(T»)

teljesiil minden ¥ € ©-ra.

A T, becslés hatasos ) (1})-ra, ha () minden torzitatlan becslésénél hatidsosabb
(és 6 maga is torzitatlan).

v

@ Nem mindig létezik hatasos becslés, és lehetséges, hogy T; és T, koziil egyik
sem hatasosabb a masiknal.

@ A varhaté értékre nézve a mintaatlag hatasosabb minden Z}’Zl ¢ X; alaka
, 4 n
becslésnél (ahol 2121 ¢ =1).

@ Bizonyos feladatokban lehet a mintaatlagnal hatasosabb becslés a var-

hato értékre: A [0, b] intervallumon egyenletes eloszlas esetén b-re
ﬂnl max(Xi, ..., X,) hatdsosabb a mintaatlag kétszeresénél.



