1. zarthelyi dolgozat, val6sziniliségszamitas, 2017. dec. 20.

(1)
(2)

Legyen X standard normadlis eloszlasi valoszintségi valtozoé.
Szamitsuk ki | X| varhato értékét. (10 pont)

Tegyiik fel, hogy a férfiak testmagassaga 176 varhato értékd
8 szoérasd normadlis eloszlast valdszintségi valtozo, mig a néké
164 varhato értéki 6 szorasa normalis eloszlast (centiméterben
szamolva). A @ fiiggvénnyel kifejezve mennyi a valoszintisége,
hogy egy véletlenszertien valasztott ember magassaga 160 és
170 cm kozé esik? (4 pont) Mennyi egy véletlenszertien valasz-
tott ember testmagassaganak szorasa? (6 pont) Feltételezhet-
jik, hogy egy a férfiak és nék ardnya megegyezik.

Legyen X exponenciilis eloszlast valészintségi valtozo, mely-
nek paramétere 1. Szamitsuk ki az fOX eXtdt valoszintiségi val-
tozd varhato értékét. (10 pont)

Tekintsiik a kovetkezd valoszintiségi mezét: Q = [0, 1], a Borel-
halmazok o-algebrajaval és a A Lebesgue-mértékkel. Minden
n > 1-re legyen

Xn = ——1
"= Togn @1/

valészintiségi valtozok sorozata.

Bizonyitsuk be, hogy X, — 0 teljesiil 1 valoszintséggel n — oo
esetén, E(X,) — 0, de sup,, X, nem véges varhato értekd. (10
pont)

Y1,Ys, ... legyenek nemnegativ valoszintségi valtozok, legyen

Xn = Y0 Y, és tegyiik fel, hogy lim,—o E(Y,) < 1/n
Bizonyitsuk be, hogy minden ¢ > c-re
P(limsuan < t) >1- %

n— 00

(10 pont)

2. zarthelyi dolgozat, valésziniliségszamitas, 2017. dec. 20.

(1)

(2)

Legyen (Sn) egyszeri szimmetrikus bolyongés, és Y, =
n [ 1+4/1—t2 Sn . .

t (f) . Milyen c-re lesz igaz, hogy E(Y,|Fn-1) =
cY,—1 minden n > l-re, ha F,, = o(S1,...,5»)? (10 pont)
Legyen az (X,Y") valosziniségi valtozok egyiittes strtiségfiigg-
vénye a kovetkezs: f(x,y) = 6zy®, ha0 <z <1,0<y<1,és
0 kiilonben. Szamitsuk ki az E(X3|Y) feltételes varhato érte-
ket. (10 pont)

Legyenek X és Y fiiggetlen normalis eloszlast valoszintségi val-
tozok. Szamitsuk ki X + 2Y és X — 2V egyiittes siiriiségfiigg-
vényét. (8 pont) Fiiggetlenek-e ezek a valoszintségi valtozok?
(2 pont)

&1,&2,. .. fiiggetlen valosziniségi valtozok, eloszlasuk: P(&, =
1) =1/n, P(¢, =0) = 1—1/n. Mihez tart eloszlasban n — oo
esetén

S+ +& —El+... +&n)

DlE .. +60) !

Y, =

Ehhez el6szor irjuk fel Y, karakterisztikus fiiggvényét.
pont)

(10

Legyen X, olyan valdszintiségi valtozo, mely egyenletes elosz-
last a {—2n,—2n+1,...,—-1,0,1,...,2n} halmazon (azaz vé-
letlenszerten valasztunk egy szamot a halmazbol, minden sza-
mot azonos valdszintiséggel valasztva). Hatarozzuk meg X, /n
eloszlasbeli limeszét. (10 pont)

A megoldasokat indokolni kell. Ponthatérok két zh utan: 40, 53,
66, 79.

A megoldasokat indokolni kell. Ponthatarok két zh utan: 40, 53,
66, 79.

2. zarthelyi dolgozat, valésziniiségszamitas, 2017. dec. 4.

(1)
(2)

3)

Legyenek X, és X fliggetlen szabalyos kockadobéasok. Szamit-
suk ki az B(X,X3|X) feltételes varhaté értéket. (8 pont)
Tegyiik fel, hogy az X és Y valoszintségi valtozok egyiittes si-
riiségfiiggvénye: f(z,y) = e ¥, ha 0 < z < y, és 0 kiilonben.
Szamitsuk ki a E(X*|Y) feltételes varhato értéket. (12 pont)
Legyenek X és Y fiiggetlen normalis eloszlast valoszinidségi
valtozok, m varhato értékkel és o > 0 szorassal. Szamitsuk ki
X +Y és X — Y egyiittes striiségfiiggvényét. (8 pont) Milyen
m, o parokra igaz, hogy X +Y és X —Y fiiggetlenek? (2 pont)
Legyenek X és X fliggetlen 1 paramétertd exponencidlis elosz-
lasu valoszintségi valtozok. Az Y valoszintiségi valtozd ezektdl
fiiggetlen, 1/2 valosziniséggel 1-et, 1/2 valoszintiséggel —1-et
vesz fel. Szamitsuk ki X; — X5 (4 pont) és Y X; (4 pont) ka-
rakterisztikus fiiggvényét. Igaz-e, hogy X1 — X2 és Y X; azonos
eloszlastak? (2 pont)

Legyen X,, olyan valdszintiségi valtozo, mely egyenletes elosz-
last az {1,2,...,n} halmazon (azaz véletlenszerden valasztunk
egy szamot a halmazbol, minden szamot azonos valészintség-
gel valasztva). Szamitsuk ki X, /n karakterisztikus fiiggvényét
(4 pont), és bizonyitsuk be, hogy az X, /n sorozat eloszlasban
konvergens. (4 pont) Milyen eloszlast a limesz? (2 pont)

A megoldasokat indokolni kell. Az elégséges hatara 10 pont, ennél
alacsonyabb pontszam esetén potzh-t kell irni. Ponthatarok két zh
utan: 40, 53, 66, 79.

2. zarthelyi dolgozat, valdszintiségszamitas, 2017. dec. 6.

(1)

Legyenek Xi,...,X, olyan fiiggetlen valdsziniségi valtozok,
melyek értéke p valoszintséggel 1, kiilonben —1. Legyen S, =
X1+ ...+ X,. Van-e olyan p € [0, 1], hogy E(S2,1|Fn) = Sa
teljesiil minden n > 1-re? (10 pont)

Legyen az (X,Y") valosziniiségi valtozok egyiittes strtiségfiigg-
vénye a kovetkezd: f(z,y) =2, ha 0 <z <1,0<y<1és
x4y <1, és 0 kiilonben. Szamitsuk ki az E(X|Y) feltételes
varhato értéket. (10 pont)

Legyen X standard normdélis eloszlast valészintdségi valtozo,
® az eloszlasfiiggvénye. Hatarozzuk meg ®(X) strtségfiiggve-
nyét. (10 pont)

A Mikulés a kovetkezs jatékot jatssza n gyerekkel. Minden gye-
rek egy szabélyos dobékockaval dob, majd annyi szaloncukrot
kap, ahanyat dobott. Jeldlje X, hogy a gyerekek atlagosan
héany szaloncukrot kapnak igy. Szamitsuk ki X, karakterisz-
tikus fiiggvényét. (6 pont) Hatarozzuk meg X, eloszlasbeli
limeszét, ha n — oo. (2 pont)

Legyen X, olyan valdszintiségi valtozo, mely egyenletes elosz-
last a {—n,—n+1,...,—-1,0,1,...,n} halmazon (azaz vélet-
lenszertden valasztunk egy szdmot a halmazbol, minden szamot
azonos valoszintséggel valasztva). Szamitsuk ki X, /n karakte-
risztikus fiiggvényét (4 pont), és bizonyitsuk be, hogy az X, /n
sorozat eloszlasban konvergens. (4 pont) Milyen eloszlasi a
limesz? (2 pont)

A megoldasokat indokolni kell. Az elégséges hatara 10 pont, ennél
alacsonyabb pontszam esetén potzh-t kell irni. Ponthatarok két zh
utan: 40, 53, 66, 79.




1. zarthelyi dolgozat, valésziniliségszamitas, 2017. okt. 16.

(1)

Tegyiik fel, hogy az egymaéast kovet6 napokon a csapadék-
mennyiség fiiggetlen, tovabba minden nap 0,4 valoszintséggel
nincs csapadék, ha pedig van, akkor az eloszlasa (milliméterben
mérve) exponencialis eloszlas 1/2 paraméterrel. Hatérozzuk
meg a jov6 heti (azaz hét nap alatt lehull6) csapadék varhato
értékét és szorasat. (10 pont)

Legyenek X és Y fiiggetlen standard normalis eloszlasi valo-
szintiségi valtozok. Szamitsuk ki az alabbi feltételes valoszint-
séget:

P(X|+ Y| < 1|X>+Y? <1).

(10 pont)
Legyen X exponencialis eloszlast valdszintségi valtoz6 A pa-
raméterrel. Legyen tovabba ® a standard normalis eloszlas
eloszlasfiiggvénye. Szamitsuk ki a ®(X) valosziniségi valtozod
varhato értékét. (10 pont)
Legyen X Poisson-eloszlasi valdszintségi valtozé A paraméter-
rel. Legyen tovabba X,, = X?I(X < n) minden n > 1 egészre.
Hatérozzuk meg a

lim E(X,)

n—oo
hatarértéket. (10 pont)
Y1,Ys, ... legyenek nemnegativ valoszintségi valtozok, legyen
X, = Z?:l Y;, és tegyiik fel, hogy lim,— o E(X,) = ¢ < oo.
Bizonyitsuk be, hogy minden ¢ > c-re

P(limsuan < t) >1— E.

n—oo t

(10 pont)

1. zarthelyi dolgozat, valésziniliségszamitas, 2017. okt. 16.

(1)

Tegyiik fel, hogy az egymaéast kovet§ napokon a csapadék-
mennyiség fliggetlen, tovabba minden nap 0,4 valoszintséggel
nincs csapadék, ha pedig van, akkor az eloszlasa (milliméterben
mérve) exponencialis eloszlas 1/2 paraméterrel. Hatéarozzuk
meg a jov6 heti (azaz hét nap alatt lehull6) csapadék varhato
értékét és szorasat. (10 pont)

Legyenek X és Y fiiggetlen standard normalis eloszlasa valo-
szintségi valtozok. Szamitsuk ki az alabbi feltételes valoszint-
séget:

P(IX|+ Y| <1]X*>4+Y? <1).

(10 pont)
Legyen X exponencialis eloszlast valdszintségi valtozoé A pa-
raméterrel. Legyen tovabba ® a standard normalis eloszlas
eloszlasfiiggvénye. Szamitsuk ki a ®(X) valoszintségi valtozo
varhato értékét. (10 pont)
Legyen X Poisson-eloszlasi valszintségi valtozé A paraméter-
rel. Legyen tovabba X,, = X?I(X < n) minden n > 1 egészre.
Hatérozzuk meg a

lim E(X,)

n— o0
hatarértéket. (10 pont)
Y1,Ys, ... legyenek nemnegativ valoszinidségi valtozdk, legyen
Xn =270 Y, és tegyiik fel, hogy limp oo E(Xn) = ¢ < oo.
Bizonyitsuk be, hogy minden ¢ > c-re

P(limsuan < t) >1- ¢

n— o0 t

(10 pont)

1. zarthelyi, valészintiségszamitas, 2017. okt. 18.

Legyenek Y és Z fiiggetlen valoszintségi valtozok, az Y elosz-
lasa Poisson-eloszlasi A paraméterrel, Z eloszlasa pedig egyen-
letes eloszlas a [0, 1] intervallumon. Hatarozzuk meg Y + Z
eloszlasfiiggvényét, varhato értékét és szorasat. (10 pont)

Az X valoszintiségi valtozo strtségfiiggvénye legyen f(t) =
CAt“ L exp(=At)I(t > 0) megfelels C szammal, ahol a és A
rogzitett pozitiv szamok. Legyen my = E(X*). Szamitsuk ki
az my /my_1 hanyadost tetszéleges k > 1-re. (10 pont)
Legyen X standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozo, a
& fliggvény pedig a standard normaélis eloszlas eloszlasfiiggvé-
nye. Szamitsuk ki az E(®(X)) varhat6 értéket. (10 pont)
Legyen X olyan valdszintségi valtoz6, melynek varhato ér-
téke véges. Legyen X, = I(|X| > /n). Szamitsuk ki a
limy, 00 D(X,) hatarértéket. (10 pont)

Legyenek Y7,Y>2,... a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasi
valoszintiségi valtozok. Legyen X; = I(Y; < 1/4%) minden
j > l-re. Bizonyitsuk be, hogy

t~IP’(liminsz:Xj > t) < %2

n— o0

teljesiil minden pozitiv t-re. (10 pont)

1. zarthelyi, valésziniliségszamitas, 2017. okt. 18.

Legyenek Y és Z fiiggetlen valosziniségi valtozok, az Y elosz-
lasa Poisson-eloszlasi A paraméterrel, Z eloszlasa pedig egyen-
letes eloszlas a [0, 1] intervallumon. Hatarozzuk meg Y + Z
eloszlasfiiggveényét, varhato értékét és szorasat. (10 pont)

Az X valoszintségi valtozo striiségfiiggvénye legyen f(t) =
CA“t“ L exp(=At)I(t > 0) megfelels C szammal, ahol a és A
rogzitett pozitiv szamok. Legyen my = E(X*). Szamitsuk ki
az my /my_1 hanyadost tetszéleges k > 1-re. (10 pont)
Legyen X standard normalis eloszlast valdszintségi valtozo, a
d fiiggvény pedig a standard normélis eloszlas eloszlasfiiggvé-
nye. Szamitsuk ki az E(®(X)) varhat6 értéket. (10 pont)
Legyen X olyan valdsziniségi valtoz6, melynek varhato ér-
téke véges. Legyen X, = I(|X| > /n). Szamitsuk ki a
limp— 00 D(X5) hatarértéket. (10 pont)

Legyenek Y7,Ya,... a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast
valoszintségi valtozok. Legyen X; = I(Y; < 1/j%) minden
j > l-re. Bizonyitsuk be, hogy

t-P(liminfzn:Xj > 1) g%2

n—oo £
Jj=1

teljesiil minden pozitiv t-re. (10 pont)

Ponthatarok két zh utan: 40, 53, 66, 79.

Ponthatarok két zh utan: 40, 53, 66, 79.




Az okt. 18-i (1) feladat megoldasa.

Az Y + Z osszeg eloszlasfiiggvényét jeloljitk F-fel. Alkalmazzuk a teljes valoszintség tételét az {Y = k}, k = 0,1,2... teljes
eseményrendszerre, és hasznaljuk fel, hogy Y Poisson-eloszlasi:

PUEN

F(t):}P’(Y<t):iP(Y+Z<t|Y:k)-IP(Y:k):i]P’(Y+Z<t|Y:k)-ﬁe

k=0 k=0
A feltételes valoszintségeket kell meghatarozni. Mivel Z a [0, 1] intervallumban veszi fel az értékeit, az Y = k feltétel mellett az
Y + Z Osszeg a [k, k + 1] intervallumba esik. Ezért ha ¢ > k + 1, akkor Y = k esetén Y + Z < ¢ biztosan teljesiil, a feltételes
valoszintiség ezekre a k-ra 1 lesz. Ha k > t, akkor Y + Z is legalabb ¢, igy ezekben az esetekben a feltételes valoszintség 0. Végiil
hat—1 <k < t, akkor az Y = k feltétel mellett Y+ Z < ¢ pontosan akkor teljesiil, ha Z < t—k, ami most egy [0, 1] k6zotti szam.

Mivel Z egyenletes eloszlasu a [0, 1] intervallumon, eloszlasfiiggvénye ebben a tartomanyban ¢, vagyis ez a feltételes valoszintség
k — t-vel lesz egyenld.

Tehat a feltételes valoszintség 1, ha t > k+ 1, azaz [t] > k+2; k—t,hat— 1<k <t,azaz k <t < k+ 1, ami mésképpen
[t] = k + 1, és 0 kiilonben. Ezek alapjan

[t1—-2

k [t]-1
Fity=Y z!eA+meA.([t1 —1-1).
k=0

Negativ t-re ezt mindig 0-nak értjiik.

Mivel a varhat6 érték lineéris:
EY+2)=EY)+EZ)=X+1/2,

a nevezetes eloszlasok varhato értékére vonatkozo Gsszefiiggések alapjan.
Mivel Y és Z fiiggetlenek, a szérasnégyzetek osszeadodnak:

1

D*Y +Z)=D*(Y)+D*(Z) =X+ ot

szintén hiszen a Poisson-eloszlas varhato értéke és szorasnégyzete megegyezik, az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas szorés-
négyzete pedig (b — a)?/12.



