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Feltételes sűrűségfüggvény

Legyen az (X,Y ) valósźınűségi változók együttes sűrűségfüggvénye a h :
R2 → R kétváltozós függvény. Ekkor a második peremsűrűségfüggvény,
azaz Y sűrűségfüggvénye:

hY (y) =

∫ ∞
−∞

h(x, y)dy.

Legyen most y ∈ R rögźıtett. Az X-nek az Y = y feltételre vonatkozó
feltételes sűrűségfüggvénye:

fX|Y (x|y) =
hX,Y (x, y)

hY (y)
.

Ebből az X-nek az Y -ra vonatkozó feltételes sűrűségfüggvénye ı́gy számolható:

E(X|Y = y) =

∫ ∞
−∞

x · fX|Y (x|y)dx.

Átlánosabban, ha g megfelelő függvény, akkor

E(g(X)|Y = y) =

∫ ∞
−∞

g(x) · fX|Y (x|y)dx.

Például

E(X3|Y = y) =

∫ ∞
−∞

x3 · fX|Y (x|y)dx.

Ha pedig A ⊂ R intervallum vagy félegyenes, akkor a

P(X ∈ A|Y = y) =

∫
A
fX|Y (x|y)dx

képlet alapján számolhatjuk ki annak az Y = y-ra vonatkozó feltételes
valósźınűségét, hogy X ∈ A. Például

P(X > 1|Y = y) =

∫ ∞
1

fX|Y (x|y)dx,

vagy

P(1 < X < 2|Y = y) =

∫ 2

1
fX|Y (x|y)dx,

86. feladat. (X,Y ) együttes sűrűségfüggvénye h(x, y) = e−y, ha 0 < x < y,
és 0 különben. Határozzuk meg E(X|Y = y)-t, E(Y |X = x)-t, továbbá
P(Y > 1|X = x)-t (tetszőleges y > 0, illetve x > 0 esetén).

Az együttes sűrűségfüggvény: h(x, y) = e−yI(0 < x < y). (Az I végig
indikátort jelent: értéke 1, ha teljesül a zárójelben szereplő kifejezés, 0
különben.)

Ebből az általános képlet alapján számolhatjuk ki a peremsűrűségfüggvényeket,
vagyis X és Y sűrűségfüggvényét:

hX(x) =

∫ ∞
−∞

h(x, y)dy =

∫ ∞
x

e−ydyI(x ≥ 0) = e−xI(x ≥ 0).
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hY (x) =

∫ ∞
−∞

h(x, y)dx = e−y · yI(y > 0).

Így már a defińıció alapján számolhatjuk az X-nek Y = y-ra vonatkozó
feltételes sűrűségfüggvényét:

fX|Y (x|y) =
hX,Y (x, y)

hY (y)
=

1

y
I(0 < x < y)

Ebből pedig X-nek az Y = y-ra vonatkozó feltételes várható értékét.

E(X|Y = y) =

∫ ∞
0

xfX|Y (x|y)dx =

∫ y

0

x

y
dx =

1

y

∫ y

0
xdx =

1

y
· y

2

2
=

y

2
.

Hasonlóképpen számolhatunk, ha X = x kerül a feltételbe (x > 0), előbb
a feltételes sűrűségfüggvényét, majd abból integrálással a feltételes várható
értékét Y -nak:

fY |X(y|x) =
hX,Y (x, y)

hX(x)
=

e−yI(0 < x < y)

e−x
.

Ezután parciális integrálással:

E(Y |X = x) =

∫∞
x ye−ydy

e−x
=

[−ye−y]∞y=x +
∫∞
x e−ydy

e−x
=

xe−x + e−x

e−x
= x + 1.

A P(Y > 1|X = x) az általános P(Y ∈ A|X = x) =
∫
A fY |X(y|x)dy képlet

alapján határozható meg. Vagyis:

P(Y > 1|X = x) =

∫ ∞
1

e−yI(0 < x < y)

e−x
dy = ex

∫
max(1,x)

e−ydy.

Ha tehát 0 ≤ x ≤ 1, akkor P(Y > 1|X = x) = ex · e−1 = ex−1, ha pedig
x > 1, akkor P(Y > 1|X = x) = ex · e−x = 1 (összhangban azzal, hogy
Y ≥ X mindig teljesül az együttes sűrűségfüggvény alakja miatt, tehát ha
X = x, és x > 1, akkor Y biztosan nagyobb 1-nél).

87. feladat. (X,Y ) együttes sűrűségfüggvénye h(x, y) = 12
5 (x + y), ha

0 ≤ x
2 ≤ y ≤ 1− x

2 , és 0 különben. Határozzuk meg E(Y |X = x)-t 0 ≤ x ≤ 1
esetén.

Az együttes sűrűségfüggvény tehát ilyen alakban ı́rható fel, az indikátoros
jelölést használva: h(x, y) = 12

5 (x + y)I
(
0 ≤ x

2 ≤ y ≤ 1− x
2

)
.

Ebből az általános képlet alapján meghatározzuk X sűrűségfüggvényét, azaz
az első peremsűrűségfüggvényt. Ha x negat́ıv, vagy x/2 > 1 − x/2, azaz
x > 1, akkor azonosan nulla lenne az

∫∞
−∞ h(x, y)dy integrál, ilyenkor tehát

hX(x) = 0. Ha pedig 0 ≤ x ≤ 1, akkor

hX(x) =

∫ ∞
−∞

h(x, y)dy =

∫ 1−x/2

x/2

12

5
(x + y)dy =

=
12

5
x2 +

6

5

[(
1− x

2

)2

−
(
x

2

)2]
=

12

5
x2 +

6

5
(1− x) =

6

5
(2x2 − x + 1).



Így az Y -nak X-re vonatkozó feltételes sűrűségfüggvénye (a 6/5-tel egy-
szerűśıtve):

fY |X(y|x) =
h(x, y)

hX(x)
=

2(x + y)I(x/2 ≤ y ≤ 1− x/2)

2x2 − x + 1
,

ha 0 < x < 1. Ebből kaphatjuk meg az Y -nak X = x-re vonatkozó feltételes
várható értékét:

E(Y |X = x) =

∫ ∞
−∞

y · fY |X(y|x)dy =

∫ 1−x/2

x/2

y · 2(x + y)

2x2 − x + 1
=

=

∫ 1−x/2

x/2

2xy + 2y2

2x2 − x + 1
dy =

=
1

2x2 − x + 1

[
x

∫ 1−x/2

x/2
2ydy + 2

∫ 1−x/2

x/2
y2dy

]
=

=
1

2x2 − x + 1

[
x
(
(1− x/2)2 − (x/2)2

)
+ 2

(
(1− x/2)3

3
− (x/2)3

3

)]
=

=
1

2x2 − x + 1

[
x(1− x) +

2

3

(
1− 3x

2
+

3x2

4
− x3

4

)]
=

2/3− x2/2− x3/6

2x2 − x + 1
.

51. feladat. Jordán Károly formuláival: Ai: az i. emeleten megáll a lift;
Bk: az A1, . . . , A10 közül pontosan k darab következik be; n = 10; X: a
megállások száma. Ekkor indexcseréket (j = k + i) és a binomiális tételt
alkalmazva:

E(X) =

10∑
k=1

k · P(Bk) =

10∑
k=1

k ·
10−k∑
i=0

(−1)i
(
k + i

i

)
Sk+i

(10) =

=
10∑
j=1

S
(10)
j ·

j∑
k=1

(−1)j−k · k
(
j

k

)
=

=
10∑
j=1

S
(10)
j ·

j∑
k=1

(−1)j−k · j
(
j − 1

k − 1

)
l=k−1

=

=

10∑
j=1

S
(10)
j · j ·

j−1∑
l=0

(−1)j−1−l ·
(
j − 1

l

)
=

10∑
j=1

S
(10)
j · j · (1− 1)j =

= S
(10)
1 =

10∑
k=1

P(Ak) = 10 · P(A1) = 10 ·
(

1−
(

9

10

)15)
.


