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1.

10.

11.

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi folyamatok mindegyike martingal.

5\ Sn
a) Sp,S% — =" <#) y Fn = 0(S1,...,5), 0 <t < 1 rogzitett, (S,) egyszeri
szimmetrikus bolyongas.

b) Z, = 2", X4, Fn = o(X1,...,Xy), ahol Xy, Xy, ... fiiggetlen, a (0,1) intervallumon
egyenletes eloszlasu valészintliségi valtozok.

¢) Zn = exp <)\ Yo X — ”)‘2), Fn=0(X1,...,X,), ahol A > 0 rogzitett, Xi, Xo,... fliggetlen,
standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozék. Mutassuk meg azt is, hogy

(11(2]?2(” (ZX - ) > B) <e B (o, 8> 0).

d) Z, = (A", (X2 L+ X)) Y Fn o= o(X1,...,X,), ahol X1, Xo, ... fiiggetlen, A pa-

raméteri exponencidlis eloszldsi valdszintiségi valtozok.

. Mutassuk meg, hogy (I (v > n), F,) szupermartingal és (I (v <n), F,,) szubmartingdl, ha v

megallasi id6.

Legyenek az Xi,..., X, valoszmusegl valtozék fiiggetlenek, E(X,) = 0, D*(X,) = o2, S, =
X1+...+X,, B2=0?+403+...+02. Mutassuk meg, hogy S2 — B2 martingdl.

. Egy részeg ember bolyong a sikon a ldampaoszloptdl indulva. Minden 1épése egységnyi hossziisagu,

az iranya viszont véletlenszerti. Jelolje X, a tavolsagat az oszloptdl n 1épés utan. Mutassuk meg,
hogy X2 — n marting4l.

(+) Egy urndban a piros és b kék goly6 van. Minden hiizdsnal kivesziink egy darabot véletlenszeri-
en egyenletesen, és ¢ olyan szinl golyét tesziink az urnaba, amilyen szintit hiztunk. Bizonyitsuk
be, hogy a piros golydk ardanya 1 valdsziniiséggel konvergal, amint a hiuzasok szama végtelenhez
tart. Mi a limesz eloszlasa?

Mihez tart n szabdlyos kockadobas mértani kdzepe? Pontosabban legyenek X1, Xo, ... fliggetlen,
szabalyos kockadobédsok. Mihez tart az /X ... X, sorozat 1 valdszintiséggel, amint n — oo?

(+) Legyen X, a kovetkezé tulajdonsag, [0, 1]-beli értékeket felvevs valdszintliségivaltozo-sorozat:
X1 = a valamely 0 < a < 1-re és
fn> _x,

X Xn,+1
P(XM _ on a) —1- X, P(Xn+1 — et
Mutassuk meg, hogy X,, Li-ben konvergens martingal. Adjuk meg X, eloszlasat.

2 2

Mutassuk meg, hogy ha az X,, szubmartingdlra E(X,,) = E(X;) minden n-re, akkor X,, martingél.

Legyen a,b > 0, tegyiik fel, hogy (X, Fn) és (Yn, Fn) szubmartingal. Ekkor (aX,, + bY,,,F,) és
(max(X,, Yy,), Fp) is szubmartingél. Fogalmazzuk meg az analég allitasokat szupermartingélokral

Legyen X, fliggetlen valésziniiségi valtozok sorozata a kovetkezd eloszlassal: P(X,, = 1/2) =
P(X, =3/2)=1/2. Legyen Y,, = X; -...- X,,. Mutassuk meg, hogy martingal. Hova konvergél?

Legyenek X, ..., X, fliggetlen valdszintiségi valtozdk az alabbi eloszlassal:
1 n? 1
X — 2y . X, — _
ut n__n)_nQ’ P( n_n2—1>_1_n2'

Mutassuk meg, hogy S, = X1 +...+X,, martingdl a természetes o-algebrasorozatra nézve. Mihez
tart?
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1. Legyen X, geometriai eloszlasu valdszinliségi véltozé p paraméterrel. Hatarozzuk meg pX,, hatér-
eloszlasat (eloszlasbeli limeszét), amint p — 0.

2. Tegyiik fel, hogy egy mérést akdarhanyszor meg tudunk ismételni, a mérési eredmények legyenek
X1, Xo,.... Tovabba feltételezziik, hogy ezek a valdszinliségi valtozok egymastdl fiiggetlenek,
azonos eloszlastak, és E(X;) = 176, D(X;) = 8.

3. Legalabb hany embert kell megkérdezniink egy kézvéleménykutatasndl, ha azt szeretnénk, hogy ez
alapjan egy part tdmogatottsagat legalabb 0,98 valészintiséggel 0,05-nél kisebb hibaval becsiiljiik
meg?

4. A &, valdszintliségi véltozé Gamma(n, A) eloszldsi. Mennyi

. )\gn_n
lim P (22" <1967
ns6o < N )

5. Legyen X, Poisson-eloszlasi valdszinliségi valtozd, melynek varhato értéke A. Hatarozzuk meg
(Xx — A\)/V\ hatéreloszlasat, amint A — oo.

6. Legyen az X, valdsziniiségi valtozé n rendl és p paraméteri negativ binomidlis valdszinliségi
pXn—n

valtoz6. Szamitsuk ki Vnliop) hatareloszlasat, amint n — oco.
7. &1,&9,. .. figgetlen valészintliségi valtozok, eloszlasuk: P(§, = 1) = 1/n, P(§, =0) =1—1/n.
Mihez tart eloszlasban n — oo esetén

§1+...+§n—E(§1+...+fn)

D(fl—‘r...-i-fn) ’

8. Minden pozitiv egész n-re a {,1,&n.2, - - -, &n,n valdszinliségi valtozok fiiggetlenek, azonos eloszla-
suak, gy, hogy

P(fn,k = \/ﬁ) = P(gn,k = _\/ﬁ) = 1/277,, P(fn,k = 0) = (n - 1)/n
Mihez tart eloszlasban n — oo esetén

gn,l + gn,Q +...+ gn,n?
VnD(én,1) '

9. Legyenek Xj,...,X,, fliggetlen, azonos, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast val6szintiségi
valtozék. Mutassuk meg, hogy minden x-re n — oo esetén

n 2
(SN Y g (i),

n3/2 2
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1.

10.

Legyen az X, :  — R valdszintliségi valtozd eloszlasa a kovetkezo:
P(X, =n?) =P(X, = —n?) =1/vn; P(X,=1/n*)=P(X, = —1/n%) =1/2—1/v/n.
Konvergens-e az (X,,) sorozat eloszldsban, illetve sztochasztikusan? Ha igen, mi a limesz?

Az (Y,) valészinliségi valtozo legyen egyenletes eloszlasu az {0,1/n,2/n, ..., 1} halmazon (vagyis
Y,, a halmaz minden elemét azonos valésziniiséggel veszi fel). Konvergens-e (Y},) eloszldsban?

Mutassuk meg, hogy ha ¢ € R rogzitett szdm, és a (§,,) valésziniiségi valtozdk sorozata eloszlasban
konvergal c-hez, akkor &, — ¢ sztochasztikusan is.

. Mutassuk meg, hogy ha &,, £ azonos valdszintiségi mezén értelmezett valészintiségi valtozok, &, —

¢ eloszlasban és n, — 0 sztochasztikusan, akkor a) &, + n, — & eloszlasban; b) &,n, — 0
sztochasztikusan.

&n — € eloszlasban. Kovetkezik-e ebbél, hogy &, — & — 0 eloszlasban?

Mutassunk arra példat, hogy &,, € azonos valdszinliségi mezén értelmezett valdsziniiségi valtozok
és &, — & eloszlasban, de nem sztochasztikusan.

Bizonyitsuk be, hogy az (X,,) val6szintiségi valtozdk sorozata pontosan akkor konvergél sztochasz-
tikusan az X valdszintiségi véltozéhoz, ha minden (X, ) részsorozatnak van olyan részsorozata,
mely 1 valdszintiséggel konvergdl X-hez.

Mutassunk meg példakkal, hogy az L'-beli konvergencia és az 1 valésziniiségi konvergencia koziil
egyikbdl sem kovetkezik a masik.

Legyenek (X,,) és X valdszintliségi véltozok nemnegativak és véges varhaté értékiiek. Mutassuk
meg, hogy X,, — X pontosan akkor teljesiil L'-ben, ha X,, — X sztochasztikusan és E(X,) —
E(X).

Mutassuk meg, hogy &, — & majdnem mindeniitt akkor és csak akkor, ha minden ¢ > O-ra
teljesiil, hogy P (|, — &| > € végtelen sok n-re ) = 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

. (X,Y) egyiittes stirtiségfiiggvénye h (z,y) = e ¥, ha 0 < z < y, és 0 kiilonben. Hatdrozzuk meg

E(X|Y)-t és E (Y]X)-t.

(X,Y) egyiittes stiriségfiiggvénye h (x,y) = %(m +y),ha0 <3 <y <1-3,4é 0 kiilénben.
Hatéarozzuk meg E (Y| X)-t.

Legyenek XY, Z fiiggetlen standard normélis eloszldsu valdsziniiségi valtozok.
a) Hatdrozzuk meg az E(X +Y + 3Z|X —Y) feltételes varhato értéket.

b) Hatdrozzuk meg az E(Z (X + Y)|Z) feltételes varhato értéket.

c¢) Hatdrozzuk meg az E((X? + Y?)Z2%|Z) feltételes varhato értéket.

Legyen az X valdszinliségi valtozd exponencidlis eloszlasu A paraméterrel. Az N val6szinliségi
valtoz6 X-re vonatkozé feltételes eloszldsa pedig Poisson(\)-eloszlds. Hatarozzuk meg N el-
oszlasat.

—t2/2

Az X valdszinliségi valtozd karakterisztikus fiiggvénye e . Milyen eloszlasa X7

Legyenek X és Y fiiggetlen, standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok. Hatarozzuk meg
X +Y karakterisztikus fliggvényét és eloszlasat.

Az X val6szintiségi valtozé 1/2 valdszintiséggel 1, 1/2 valdsziniiséggel —1, Y ugyanilyen eloszldsu,
X-t6] fliggetlen. Szamitsuk ki X — Y karakterisztikus fiiggvényét.

Legyenek X ésY fliggetlen Poisson-eloszlasi valésziniiségi valtozok, rendre A és u paraméterekkel.
Milyen eloszlasia X + Y?

Legyen p(t) =t+ 1, ha =1 <t <0, ¢(t) =1 —1¢, ha 0 <t <1, és 0 kiillénben. Van-e olyan
valészintliségi valtozd, aminek a karakterisztikus fiiggvénye 7

Legyen ¢ az X valdszinliségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye. Van-e olyan valdsziniiségi valto-
76, melynek karakterisztikus fiiggvénye |o(t)]??

Mutassuk meg, hogy ha létezik t9 # 0 : |® (to)] = 1, akkor a megfelel§ eloszlds racsos (azaz
a tartéja egy a valds szdm Osszes egész szdmu tobbszorosébol all, a negativ egyiitthatdsakat is
beleértve).

Van-e olyan val6szinliségi valtozd, amelynek karakterisztikus fiiggvénye cost? Van-e olyan, amely-

nek karakterisztikus fiiggvénye a) cost; b) $1E: ¢) cos?t? d) e 7 e) S%t? f) %?

i
Hatarozzuk meg n darab fiiggetlen Cauchy-eloszlast valdszinliségi valtozé atlaganak eloszlasat.
1

A Cauchy-eloszlas stirliségfiggvénye: Sl
a) Legyenek XY fliggetlen 1/6 paraméterti geometriai eloszldsi valdszintiségi valtozdk. Szamit-
suk ki X — Y karakterisztikus fiiggvényét. b) Az Xy, ..., X, valoszintiségi valtozdk fiiggetlenek,

azonos eloszldsuak. X7 + ...+ X,, karakterisztikus fiiggvénye e /2, Milyen eloszlasu X;7

Inverziés formula: Az X valésziniiségi valtozé karakterisztikus fiiggvénye o, azaz ¢(t) = E(eX).

Ekkor

c e—ita _ e—itb 1 1
ml/w@ﬁzpm<x<m+2mxzw+2mxzw

c—oo 21 J_, 1t

Ha [*°_|p(t)|dt < oo, akkor X-nek létezik stirtiségfiiggvénye, és f(x) = 5= [*° e~ #p(t)dt.

) T 27 J—00
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10.

11.

12.

202

N2
. Szamoljuk ki az f(x) = \/2;? exp(— (@=p) ) stirliségfiiggvényti N (u, 0?) normalis eloszlas varhaté

értékét és szérasnégyzetét.
Szamoljuk ki a standard normalis eloszlds pozitiv egész rendii momentumait.

Legyen X és Y fiiggetlen és standard normélis eloszlasi. Szamoljuk ki
1
(14+X24+v%) 3 2exp (2(){2 + Y2)>

varhaté értékét.

. Szamitsuk ki a gamma-eloszlas varhato értékét, szorasat és tetszoleges rendii momentumait.

Legyenek X1, Xo,... fiiggetlen p-indikdtorok. Mihez konvergdl az (X} + ... + XJ)/n sorozat 1
valoszintiséggel, ha n — oco?

X; jeldlje az i. kockadobds eredményét. Mihez konvergal az (X? + ... + X2)/n sorozat 1 vals-
szintiséggel, ha n — co0?

Legyen X egységnyi paraméter(i exponencialis eloszldsi valdsziniiségi véltozé. Adjuk meg | X — 2|
eloszlasfliiggvényét, siirtiségfiiggvényét és varhatd értékét.

Mutassuk meg, hogy ha ¢ € R rogzitett szdm, és a (§,,) valészinliségi valtozdk sorozata eloszlasban
konvergal c-hez, akkor &, — ¢ sztochasztikusan is.

Mutassuk meg, hogy ha &,, £ azonos valdsziniiségi mezon értelmezett valdszinliségi valtozok, &, —
¢ eloszlasban és n, — 0 sztochasztikusan, akkor a) &, + n, — & eloszlasban; b) &,n, — 0
sztochasztikusan.

&, — € eloszlasban. Kovetkezik-e ebbél, hogy &, — & — 0 eloszlasban?

Mutassunk arra példat, hogy &,, & azonos valdszinliségi mezén értelmezett valdszinliségi valtozok
és &, — & eloszlasban, de nem sztochasztikusan.

Mutassuk meg, hogy &, — & majdnem mindeniitt akkor és csak akkor, ha minden £ > O-ra
teljesiil, hogy P (|, — &| > € végtelen sok n —re ) = 0.
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10.

U és V fiiggetlen valdszinliségi valtozok f és g surtiségfliiggvénnyel. Hatarozzuk meg U — V
stirtiségfliggvényét.

Legyenek X ésY fiiggetlen \ paraméterii exponencidlis eloszlasu valészinliségi valtozok. Hataroz-
zuk meg X —Y és X + Y striségfiggvényét.

Legyenek U és V filiggetlen standard normélis eloszlasi valészintiségi valtozdk. Hatarozzuk meg
U4V és U —YV egyiittes eloszlasat. Milyen eloszlasu U + V7 Milyen eloszlasa U — V'?

Legyenek X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok, X eloszldsa I'y 5, Y eloszlasa I'y  (itt a,b, A
pozitiv szdmok). Mutassuk meg, hogy X + Y és XLH, fiiggetlenek. Milyen eloszldsu X + Y7
Hatarozzuk meg XLH, stirtiségfiiggvényét.

A ¢ szabadségi fokt y2-eloszlas g darab fiiggetlen standard normaélis eloszlast valészintiségi valtozé
négyzetosszegének eloszldsa. Hatdrozzuk meg a striiségfiiggvényét.

Legyenek U és V fiiggetlen standard normaélis eloszlasi valdszintiségi valtozok. Szamitsuk ki az
alabbi valészintiségeket: P(U < V), P(2U < 3V), P(U < |V|), P(2 < |U| + |V| < 3).

(t) U és V legyenek fiiggetlen standard normélis eloszldst valészinfiségi valtozék. Hatdrozzuk
meg U/V eloszlasat.

Legyenek U; és Uy a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasi, fiiggetlen valdszintiségi véltozdk.
Legyen

X1 = +/—2log Uj cos(2nUs3), Xy = /—2log Uy sin(27Us).
Mutassuk meg, hogy X7 és X» fliggetlen standard normalis eloszlasu valdszinliségi valtozdok.

Az X valészinliségi valtoz6 véarhaté értéke 0, és E|X| = 1 érvényes. Mennyi max(0, X) varhaté
értéke?

Mutassuk meg, hogy az X valdszintiségi valtozdk varhaté értéke pontosan akkor létezik, amikor
[X]-é, tovabbéd E(X) = E[X] pontosan akkor teljesiil, ha X egész értékii.

11.

12.

U és V fiiggetlen standard normadlis eloszlasi valdszinliségi valtozok. Hatdrozzuk meg az a)
(2U 4+ 3V,—=U + V) b) (U + V,U — 2V) val6sziniiségi vektorvaltozdk egyiittes stiriiségfiiggvényét.

Az X val6szinliségi vektorvaltozd legyen egyenletes eloszlasi

a) az {(z,y) : 0 < x,y < 1} egységnégyzeten;

b) az {(z,y) : 0 <z <y < 1} hdromszogon.

Mindkét esetben szamitsuk ki X eloszlds— és striiségfliiggvényét, valamint a peremeloszlasok el-
oszlas— és slirtiségfiiggvényét.
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1. Az X valészinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye F', a > 0,b € R adott szamok. Mi aX + b el-
oszlasfiggvénye? Ha X abszolut folytonos eloszlast, mi a X + b stirtiségfiiggvénye?

2. Milyen a és b értékekre lesz eloszlasfiiggvény a kovetkez6 fiiggvény: F(x) = exp(—be™**)?

3. Legyen F folytonos eloszlasfiiggvény, amire F(0) = 0. A G fuggvényt a kovetkez6képpen de-
finidljuk: G(z) =0 (hax < 1), G(z) = F(z) — F(1/z) (ha x > 1). Mutassuk meg, hogy G is
eloszlasfiiggvény.

4. Strtségfliggvények-e az alabbi fiiggvények?

(a) f(x) =sinz-I(z € (0,37/2)).
_ 1
(b) f(z)= T(1+a?)

5. X egyenletes eloszlasu valdszintiségi véltozo a ( -2 g) intervallumon. Hatdarozzuk meg tg(X)
stirtiségfliggvényét.

6. Legyen Y exponencislis eloszldst valdszintiségi valtozé A paraméterrel. Hatarozzuk meg 1 —e Y
striségfiiggvényét.

7. X standard normélis eloszlasti valészintiségi valtozé. Mi X? siirtiségfiiggvénye?

8. Legyenek Xi,...,X, flggetlen exponencidlis eloszlasu valdsziniiségi valtozok Aq,...,\, para-
méterrel. Legyen Y = ming X;. Milyen eloszlast Y7

9. Bizonyitsuk be, hogy ha F' : R — [0, 1] eloszlasfiggvény, és a > 0, akkor [F(x)]* is eloszlds-
fliggvény.

10. X egyenletes eloszlasu valésziniiségi véltozé a (0,1) intervallumon. Az intervallumot X két
részre osztja. Jeloljik a hosszabb hosszat Yi-gyel, a rovidebbét Ys-vel. Hatarozzuk meg el-
oszlasfiiggvényeiket.

11. Tegyiik fel, hogy egy adott cimre az egy Ora alatt érkezd e-mailek szdma 4 vérhat6 értéki a)
Poisson-eloszldst; b) binomialis eloszlast p = 0,004 paraméterrel és n paraméterrel. Hatarozzuk
meg n-t, majd irjuk fel a megfelel6 Poisson—, illetve binomialis eloszldst. Mennyi annak valészinii-
sége, hogy egy éra alatt pontosan 3, 4 illetve 5 e-mail érkezik a Poisson-esetben, illetve a binomialis
esetben?

12. Legyen X egyenletes eloszldst a (0, 1) intervallumon. Szamitsuk ki X3 eloszlds— és stirtiségfiiggvé-
nyét.

13. ) Legyen X exponencidlis eloszlasi valészinfiségi véltozé. Bizonyitsuk be, hogy X tortrésze és

egészrésze fliggetlenek.
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10.

. Az X valdszinliségi véltoz6 a [0, c| intervallumon veszi fel értékeit és ott stiriiségfiiggvénye z=.

2

Hatarozzuk meg c értékét és annak valdszintiségét, hogy 1 < X < 3.

. Vélasszunk egy pontot taldlomra, egyenletesen az egységnégyzetbdl, azaz [0, 1] x [0, 1]- bol, le-

gyen ez (X,Y). a) Szamitsuk ki X + Y eloszlds— és slirliségfliggvényét, varhaté értékét és
szérasnégyzetét. b) Szamitsuk ki Z = — In(XY) stirliségfliggvényét és varhat6 értékét.

Nagyon gyakori, hogy egy részvény arfolyamardl feltételezik, hogy logaritmusa normaélis eloszlast
(u vérhaté értékkel és o szérassal). Hatarozzuk meg stirtiségfiiggvényét.

A LOM részvény tézsdei zardarfolyama 7800 Ft volt ma este. Korabbi tapasztalatok alapjan
feltételezziik, hogy holnapi zardarfolyama a mai zaréarfolyammal osztva (0,001, 0,01) paraméterii
lognormalis eloszlast. Mennyi annak valdszintisége, hogy a holnapi zaréarfolyam kisebb lesz 7500
Ft-nal?

Azt mondjuk, hogy az X valészintiségi véaltozé («, 5) paraméterti Pareto-eloszldsiu (o > 0,5 > 0),
0, ha z < 0;
1-(3%)" haz>0
tudjak, hogy millié forintban szdmolva (1,2) paraméterti Pareto-eloszlasiak. Ha egy karrdl tud-
juk, hogy meghaladta az 1 millié forintot, mennyi annak valdsziniisége, hogy nem haladja meg a

3 milli6 forintot?

ha eloszlasfiiggvénye Fx(x) = A Piroska Biztosité felelsségi karairdl

Mutassuk meg, hogy ha az X valészinliségi valtozé («, 3) paraméterii Pareto-eloszldsd, akkor
In(1 4+ X/B) exponencidlis eloszldsi o paraméterrel.

X az (a,b) intervallumbdl (a végpontok lehetnek végtelenek is) veszi fel értékeit, és ott eloszlas-
fliggvénye F', ami folytonos és szigorian monoton. Mutassuk meg, hogy ekkor X-et sajat el-
oszlésfiiggvényébe beleirva (azaz F(X)-et tekintve) a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlasu
valoszintiségi valtozét kapunk.

Szamitégépiinkbe csak egy véletlen fiiggvény van beépitve. Ennek segitségével a [0, 1] interval-
lumbdl tudunk egy véletlen szamot generalni egyenletes eloszlas szerint. Ezt felhaszndlva hogyan
lehet tetszOlegesen el6irt [ eloszlasfuggvényl véletlen szamot el6allitani?

A hidrolégiaban, tavkozlésben, biolégidban és més teriileteken az egyik leggyakrabban alkalmazott
eloszlas a gamma eloszlds. Egy valdszintiségi valtozo gamma eloszlast, ha striiségfiiggvénye

flz) = ﬁ)\o‘mo‘_le”‘x, ha = > 0;
0 kiilénben,

ahol I'(«) = fooo 2 te7%dz. A > 0 az eloszlas paramétere, a > 0 pedig a rendje. Jeldlése Ty ».
Mutassuk meg, hogy az imént definialt f fliggvény valéban siiriiségfiiggvény.

X1,...,X, figgetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valdszintiségi véltozok. Sorbaren-
dezve az X] < X5 < ... < X} sorozatot kapjuk beldliik.

a) Hatarozzuk meg X eloszldsat.

b) Hatérozzuk meg (X7,..., X)) egylittes eloszlasit, és mutassuk meg, hogy ez megegyezik
( Y Yi+Ys Y1+...+Yn>
Yi+. ..+ Y, i+ . +Y, Y+ + Y

egylittes eloszlasaval, ahol Yi,...,Y, 1 fliggetlen, azonos exponencialis eloszlast valészintiségi
valtozdk.



