Val6szinliségszamitas 9. feladatsor 2012. november 22.

Legyen S,, bolyongas: 0-bdl indulva minden 1épésben a korabbiaktdl fiiggetleniil p valészintiséggel felfelé,
q = 1 — p valdszintiiséggel lefelé 1épiink egyet. S, azt jeloli, hogy hova érkeziink n 1épés utan.

1. Milyen c-re igaz, hogy S, — nc martingal?

2. Bizonyitsuk be, hogy (%)Sn martingdl.
3. Legyen 7 az els6 olyan idépont, amikor a bolyongas elér 10-be vagy —5-be.
a) Bizonyitsuk be, hogy 7 megallasi idé.

b) Mennyi annak valésziniisége, hogy S; = 10, vagyis a bolyongds hamarabb ér 10-be, mint
—5-be?

c¢) Hatdrozzuk meg 7 varhat6 értékét.
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Val6szinliségszamitas 8. feladatsor 2012. november 15.

10.

. Legyenek az Xi,..., X, valészinfiségi véltozdk fiiggetlenek, E(X,) = 0, D?(X,) = o2, S, =

X1+4...+ X, BE=0?+0%+...+ 02 Mutassuk meg, hogy S? — B2 martingal.

Egy részeg ember bolyong a sikon a lampaoszloptdl indulva. Minden 1épése egységnyi hossziisagu,
az iranya viszont véletlenszerii. Jelolje X, a tdvolsagat az oszloptdl n 1épés utan. Mutassuk meg,
hogy X2 — n marting4l.

Legyen X,, a kovetkezé tulajdonsagu, [0, 1]-beli értékeket felvevé valészintiségivéltozd-sorozat:
X1 = a valamely 0 < a < 1-re és
fn> _x,

Mutassuk meg, hogy X,, Li-ben konvergens martingal. Adjuk meg X, eloszlasét.

Xn+1

X
P(Xn+1:2nfn>:1—Xn, P(Xn+1:2

Mutassuk meg, hogy ha az X,, szubmartingélra E(X,) = F(X;) minden n-re, akkor X,, martingal.

(beadhaté november 29-ig) Lehet-e egyszerre X,, és X2 is martingal az X1, ..., X, altal generalt
o-algebrara nézve?

Tekintsiik a kovetkezd bolyongast: P(X; =1) = P(X; = —1) =1/2, az X; is az 1, —1 értékeket
veszi fel, de P(X; = X;_1) =pés P(X; = —X;_1) = 1 —p. Legyen S,, = X; +...+ X,,. Mutassuk
meg, hogy S, + ﬁ martingal.

Legyen a,b > 0, tegyiik fel, hogy (X,,, Fn) és (Yn, Fn) szubmartingdl. Ekkor (aX,, + bY,,, F,) és
(max(X,, Yy), Fr) is szubmartingdl. Fogalmazzuk meg az analég allitdsokat szupermartingalokral

(beadhaté december 6-ig) Legyenek a, b valdsak és tegyiik fel, hogy (X, F,,) martingdl, (Y,,, Fy,)
pedig szubmartingdl. Mutassuk meg, hogy (aX,, + bY,,, F,,) szubmartingal, ha b > 0.

Legyen X, fliggetlen valdsziniiségi véltozok sorozata a koévetkezd eloszlassal: P(X, = 1/2) =
P(X, =3/2)=1/2. Legyen Y,, = X3 -...- X,,. Mutassuk meg, hogy martingal. Hova konvergdl?
Mi kovetkezik ebbdl?

Legyenek X,..., X, fliggetlen valészinliségi valtozdk az aldbbi eloszlassal:
1 n? 1
P(X — 2y - Plx = —
(Xn _n)in27 <n n2—1>1_n2'

Mutassuk meg, hogy S, = X1 +...+ X, martingdl a természetes o-algebrasorozatra nézve. Mihez
tart?



Val6szinliségszamitas 7. feladatsor 2012. november 8.

1. Mutassuk meg, hogy max (v, u), v+ p, v - p megallasi id6k, ha p és v megéllasi idok.
2. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi folyamatok mindegyike martingal.
3\ Sn
a) Sp,S%2 —n,Y, =" <w> y Fn = 0(S1,...,8,), 0 < t < 1 rogzitett, (S,) egyszerl
szimmetrikus bolyongds.

b) Zn = 2" Xi, F = o (X1,...,Xy), ahol Xi, X, ... fliggetlen, a (0,1) intervallumon
egyenletes eloszlast valészintliségi valtozok.

¢) Zy = exp </\ Yo X — "/\2), Fn=0(X1,...,Xn), ahol A > 0 rogzitett, X1, Xo,. .. fliggetlen,
standard normélis eloszlasi valészintiségi valtozok. Mutassuk meg azt is, hogy

<1rél]§1<xn (ZX ) > 6) < e P (a, 8 >0).

d) (beadhaté november 22-ig) Z, = (A"[["; (Xa2i—1 + X9i)) ", Fn = o(X1,...,Xn), ahol
X1, X, ... fiiggetlen, A paraméterii exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozok.

3. Mutassuk meg, hogy (I (v >n), F,) szupermartingél és (I (v <n), F,) szubmartingdl, ha v
megallasi id6.
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Val6szinliségszamitas 6. feladatsor 2012. oktdber 25.

1. Egy szabdlyos érmével négyszer dobunk egymas utan. Jelolje X a fejek szdmat az elsé két
dobasbdl, Y a fejek szdmat a mésodik két dobasbdl.
a) Mennyi az Osszes fej szdmdnak vérhat6 értéke, azaz E(X + Y)? b) Mennyi az Osszes fej
szadmanak véarhaté értéke, ha az els6 két dobdsbdl nem volt fej, azaz E(X +Y|X = 0)? ¢) Mennyi
az Osszes fej szaméanak varhato értéke, ha az els6 két dobasbdl egy fej volt, azaz E(X +Y|X =1)7
d) Mennyi az Gsszes fej szdméanak vérhato értéke, ha az elsé két dobas fej volt, azaz E(X +Y|X =
2)? e) Hatérozzuk meg az Osszes fej szimanak X-re vonatkozé feltételes varhaté értékét, azaz
E(X +Y|X)-t. f) Hatdrozzuk meg E(2X + 3Y|X)-t. g) Hatdrozzuk meg E(XY|X)-t.

2. Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos paraméterii geometriai eloszlasu valdszintiségi valtozok. Sza-
mitsuk ki az aldbbiakat: P(X = k| X <Y), P(X =kl X =Y),P(X =kl X+Y), E(X|X+Y).

3. Xi,Xo,... fliggetlen azonos eloszldsi valészintiségi valtozék. F,, = o (Sp, Sp+1,...) minden n
egészre, ahol S, = X7 + ...+ X,,. Milesz E (X1|F,)?

4. (X,Y) egylittes stirtiségfiiggvénye h (z,y) = €Y, ha 0 < z < y, és 0 kiilonben. Hatdrozzuk meg
E(X|Y)-t és E (Y|X)-t.

5. (X,Y) egyiittes stirliségfiiggvénye h (z,y) = %(aj +y),ha0 <3 <y <1- 3, é 0 kiilonben.
Hatédrozzuk meg E (Y| X)-t.
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Val6szinliségszamitas 5. feladatsor 2012. oktdber 11.

1. Adjunk példat olyan XY, Z fiiggetlen valészintiségi valtozokra, hogy X +Y eloszldsa megegyezik
X + Z eloszlasaval, de Y és Z nem azonos eloszlas.

2. Mutassuk meg, hogy ha X a [—1/2,1/2] intervallumon, Y pedig a {—1/2,1/2} pontokon egyenletes
eloszldsi valdszintiségi véltozok és egyméstdl fiiggetlenek, akkor az Osszegiik a [—1, 1] intervallu-
mon egyenletes eloszlasu lesz. Milyen szogfliggvény-azonossig adodik ebbol?

3. Legyenek X1,..., X, fiiggetlen, a [—7, j] intervallumon egyenletes eloszldsu valészintiségi valtozdk.
Mutassuk meg, hogy megfelel6en normélt 6sszegiik gyengén tart a standard normalis eloszldshoz.

4. Tegyiik fel, hogy P(X,, =1) = P(X, = 1) = p,, P(X, =0) = 1—2p,. Ellendrizziik a Ljapunov—
és a Lindeberg-feltételt, ha a (p,,) sorozat Osszege végtelen.

5. Legyenek X,..., X, fuggetlen, azonos, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast valdsziniiségi
valtozok. Mutassuk meg, hogy minden z-re n — oo esetén

n 2
P(4Zk‘1kX’“ ” <x>%‘1><3x).

n3/2 2

6. Legyenek Xi,..., X, fliggetlenek. Mely esetekben teljesitik a Lindeberg-feltételt az aldbbiak
kozil?

a) P(X, =n) = P(X, = —n)=1/2.
b) P(X, =2V?) = P(X, = —2V%) =1/2.

Ljapunov-feltételt nem. (Példdul Pareto-eloszldsok.)

b) Képezziikk a megadott valészinliségi véltozékbdl az (a,X,,) sorozatot. Adjunk feltételt arra,
hogy teljesiiljon rajuk a centrélis hatareloszlastétel.



Val6szinliségszamitas 4. feladatsor 2012. oktober 9-11.

1. Mennyi garanciat adjunk, hogy termékeink legfeljebb 10%-at kelljen garanciaidén beliil javitani,
ha a késziilék élettartama 10 év varhatod értékil és 2 év szérasu normalis eloszlassal kozelitheto?

2. Tegyiik fel, hogy egy tabla csokoladé tomege normélis eloszlasi 100 g varhaté értékkel és 3
g szorassal, valamint, hogy az egyes tablak tomege egymastdl fiiggetlen. Legalabb hany cso-
koladét csomagoljunk egy dobozba, hogy a dobozban levé tablak atlagos tomege legaldbb 0,9
valészintiséggel nagyobb legyen 99,5 g-nél?

3. Legalabb hany embert kell megkérdezniink egy kozvéleménykutatasnal, ha azt szeretnénk, hogy ez
alapjan egy part tamogatottsagat legalabb 0,98 valdszintiséggel 0,05-nél kisebb hibaval becsiiljiik
meg?

4. (beadhaté oktéber 18-ig) Legyen X,, Gamma(n, ) eloszlasi. Milyen eloszlasu val6szintiségi
valtozohoz konvergal X,,/n eloszldsban, ha n — oo?
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Valo6szintliségszamitas 3. feladatsor 2012. szeptember 25-27.

Mutassuk meg, hogy a konstanshoz vald eloszlésbeli konvergenciabdl kovetkezik a sztochasztikus
konvergencia, vagyis ha (X,,) valésziniiségi valtozdk sorozata eloszlasban konvergél egy ¢ szdmhoz,
akkor X,, — ¢ sztochasztikusan is n — oo esetén.

Mutassunk arra példat, hogy &, £ azonos valdszinliségi mezén értelmezett valdsziniiségi valtozok
és &, — & eloszlasban, de nem sztochasztikusan.

&n — € eloszlasban. Kovetkezik-e ebbdl, hogy &, — & — 0 eloszlasban?

(beadhaté oktéber 18-ig) Mutassuk meg, hogy ha &,,{ azonos valdszinliségi mezén értelmezett
valoszintiségi valtozok, &, — & eloszlasban és n, — 0 sztochasztikusan, akkor &,7n, — 0 el-
oszlasban.

Hatarozzuk meg a geometriai és exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozok karakterisztikus
fliggvényét!

Karakterisztikus fiiggvények-e a kovetkezSk: cos?t, eIt |®(¢)|2, ahol ® karakterisztikus fiiggvény.

(beadhaté oktéber 18-ig) Bizonyitsuk be, hogy fiiggetlen Gamma(a, \) és Gamma(b, ) eloszlasu
valésziniiségi valtozok Osszege Gamma(a + b, \) eloszlasu.

Tegyiik fel, hogy az X valdszintiségi valtozéra E(2%) = 4. Bizonyitsuk be, hogy P(X > 3) < 1/2.

Az X valészintiségi valtozé karakterisztikus fiiggvénye: ¢(t) = E(e?X) (¢t € R).

Az a > 1 rendii és A > 0 paraméterii gamma-eloszlas stirtiségfiiggvénye:

ahol

Aaxafl

(@) = e I > 0),

F(a):/ Nga—le=Ae,
0

X, — X eloszlasban: legyen F,, az X, F' pedig az X eloszldsfiiggvénye. Annak kell teljesiilnie, hogy
F,(t) — F(t) minden olyan ¢ € R-re, melyre F' folytonos t-ben.



Valo6szintliségszamitas 2. feladatsor 2012. szeptember 18-20.

1. X egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtozé a (0, ) intervallumon. Mi tg(X) stirtiségfiiggvénye?

2. X standard normélis eloszldsi valészintiségi valtozé. Mi X? siirtiségfiiggvénye?
3. Legyen X \ paraméterti exponencidlis eloszldst valdszintiségi valtozé. Hatdrozzuk meg 1 — e X

stirtiségfliiggvényét.

4. Legyen U p szabadsagfoki x? eloszlast, V t6le fiiggetlen ¢ szabadsagfoki x? eloszlasi valészintiségi
valtozé. Mutassuk meg, hogy U 4+ V és Z]JFLV fiiggetlenek és hatarozzuk meg eloszlasukat!

5. Legyenek X7, Xo,... fiiggetlen p-indikdtorok. Mihez konvergdl az (X} + ... + X.)/n sorozat 1
valészintliséggel, ha n — oo?

6. X; jelolje az i. kockadobds eredményét. Mihez konvergdl az (X3 + ... + X2)/n sorozat 1 valé-
szintiséggel, ha n — oco?
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Valo6szintliségszamitas 1. feladatsor 2012. szeptember 11-13.

1. Egy kalapban céduldk vannak a kovetkezo szamokkal:

{11,12,13,14,15, 16, 21,22, 23, 24, 25, 31, 32, 33, 34, 41,42, 43,51,52,61}.
Véletlenszertien kihtzunk egy cédulat, mindegyiket egyenld valészinliséggel véalasztva. Jelolje X
az els6, Y a masodik szamjegyét. Szamitsuk ki az aldbbiakat:

a) P(X =3,Y =4);
b) P(X <3,Y <4);

P
P(X = k) minden k =1,2,...,6 szdmra, azaz X eloszldsa;
E(X), azaz X varhaté értéke;
D(X), azaz X szérasa;
g) (beadhaté szeptember 27-ig) R(X,Y), azaz X és Y korrelaciés egyiitthatdja.
2. Tekintsiik a stkon az {(z,y) € [0,1]? : x+y < 1} hdromszdget. Vélasszunk egy pontot errdl egyen-
letes eloszlas szerint. Jeldlje X az els6, Y a masodik koordinatajat. Szamitsuk ki az alabbiakat:
a) P(X =3,V = 3);

(X<1Y<%);

)
f) E(X), azaz X véarhato értéke;
g) D(X), azaz X szérasa,;
h) (beadhaté szeptember 27-ig) R(X,Y), azaz X és Y korrelacids egyiitthatéja.
i) X feltételes stirtiségfiiggvénye az Y = 1/2 feltétel mellett.

3. Egy szabdlyos dobdkockaval dobunk kétszer egymas utan. Szamitsuk ki és abrazoljuk a dobott
szamok Osszegének eloszlasat.

4. Legyenek X és Y fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlastu valdszintiségi véaltozok.
Szamitsuk ki X 4+ Y eloszlas— és slirtiségfiiggvényét.

5. Legyen X exponencialis eloszldsi A paraméterrel, Y pedig tole fiiggetlen, egyenletes eloszlasu a
[0, 1] intervallumon. Adjuk meg X + Y stiriségfiiggvényét.

6. Legyen X standard normaélis eloszldsi. Adjuk meg Y = X? virhat6 értékét. Milyen eloszlasti
X 4+ Z, ha Z normélis eloszlasu 1 varhaté értékkel és 2 szérassal?

7. Jeldlje X; az i. kockadobés eredményét. Mihez konvergél

X24..+X2 .
% sztochasztikusan, ha n — oo?

8. Egy késziilékben 7 biztositék van. Idénként az egyik elromlik — mindegyik 1/7 valésziniiséggel—,
és ki kell cserélni. Varhatéan hanyadik csere alkalméaval cseréljiik az utolsé eredeti biztositékot?



