Val6szinliségszamitas 9. feladatsor 2011. december 9.

10.

11.

. Mutassuk meg, hogy D?(X) < oo esetén E(X|F) nem més, mint X merSleges vetiilete az

L? (Q, F,P) altérre.

Legyenek X és Y fliggetlen, azonos paraméterti geometriai eloszldsu valdszintiségi véltozdk. Szé-
mitsuk ki az aldbbiakat: P(X = kX <Y), P(X =k X =Y), P(X =kl X+Y), E(X|X+Y).

X1, Xo, ... figgetlen azonos eloszldsu valdsziniiségi véltozok. F,, = o (Sy, Sp+1,...) minden n
egészre, ahol S, = X1 + ...+ X,,. Mi lesz E (X1| Fp)?

(X,Y) egytittes stirtiségfiiggvénye h (z,y) = e ¥, ha 0 < = < y, és 0 kiilonben. Hatdrozzuk meg
E (X|Y)-t és E (Y| X)-t.

(X,Y) egyiittes stirtiségfiiggvénye h (x,y) = %(w +y),ha0 <3 <y <1- 3, és 0 kiilonben.
Hatarozzuk meg E (Y] X)-t.

Bizonyitsuk be a teljes szérasnégyzet tételét! D? (£) < oo esetén

D?(¢) = D* (E(¢|F)) +E (D* (¢F)) -
A buszok atlagosan 10 percenként kovetik egymadst exponencidlis eloszlas szerint. 10 drakor
érkeziink a megalléba. Varhatéan héany percet kell varakoznunk?

Mutassuk meg, hogy v = inf {n : X,, > Y, } megéllasi id6 az (F,,) o-algebrasorozatra névze, ha
X, ésY, F,-mérhetéek minden n > 1-re.

Mutassuk meg, hogy max (v, ), v+ u, v - p megélldsi idok, ha p és v megallasi id6k.
Bizonyitsuk be, hogy az alabbi folyamatok mindegyike martingal.

3\ Sn
a) Y, =t" (W) y Fn =0 (S1,...,5), 0 < t < 1 rogzitett, (S,) egyszerii szimmetrikus

bolyongas.

b) Zn = 2" Xi, Fn = 0 (X1,...,Xy), ahol Xi, X, ... fliggetlen, a (0,1) intervallumon
egyenletes eloszlasi valdszinliségi valtozok.

¢) Zn = exp ()\ Yo X — %‘2), Fn=0(Xy,...,X,), ahol A > 0 rogzitett, X7, Xo, ... fliggetlen,
standard normélis eloszldsi valészintiiségi valtozok. Mutassuk meg azt is, hogy

b k
P (1211?%1 (; Xi— 0;) > 5) <e ™ (a,8>0).

d) Z, = (NI, (Xzi_1+X2i))_1, Fn = o(X1,...,X,), ahol X1, Xo, ... fiiggetlen, \ pa-

raméteri exponencidlis eloszldsi valdszintiségi valtozok.

Mutassuk meg, hogy (I (v >n), F,) szupermartingél és (I (v <n), F,) szubmartingdl, ha v
megallasi id6.



Val6szinliségszamitas 8. feladatsor 2011. november 25.

1. Mennyi garanciat adjunk, hogy termékeink legfeljebb 10%-at kelljen garanciaidén beliil javitani,
ha a késziilék élettartama 10 év varhaté értékll és 2 év szdrasu normadlis eloszlassal kozelithetd?

2. Tegyiik fel, hogy egy tabla csokoladé tomege normalis eloszlasi 100 g varhaté értékkel és 3
g szérassal, valamint, hogy az egyes tabldk tomege egymaéstdl figgetlen. Legaldbb hény cso-
kolddét csomagoljunk egy dobozba, hogy a dobozban levé tablék atlagos tomege legaldbb 0,9
valészintliséggel nagyobb legyen 99.5 g-nél?

3. Legalabb hany embert kell megkérdezniink egy kézvéleménykutatasndl, ha azt szeretnénk, hogy ez
alapjan egy part tdmogatottsagat legaldbb 0,98 valdszintiséggel 0,05-nél kisebb hibdval becsiiljiik
meg?
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Valdszintiségszamitas 7. feladatsor 2011. november 11.

L

Legyenek X1, Xo, ... fiiggetlen p-indikatorok. Mihez konvergél (X15 + ...+ Xﬁ)/n sztochasztikusan, ha n — 0co?
X; jeldlje az i. kockadobds eredményét. Mihez konvergdl (X7 + ... + X2)/n sztochasztikusan, ha n — co?
Mutassuk meg, hogy a konstanshoz val6 eloszlasbeli konvergenciabdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia.

Az X valbszinliségi véltozd a [0, 1] intervallumon veszi fel értékeit és silirliségfiiggvénye ott folytonos. Mihez tart
{nX}, azaz nX tortrésze eloszldsban, ha n — co?

Mutassuk meg, hogy &, — ¢ majdnem mindeniitt akkor és csak akkor, ha minden ¢ > O-ra teljesiil, hogy
P (&, — &| > € végtelen sok n —re ) = 0.

Mutassunk arra példat, hogy &,,& azonos valdszinliségi mezén értelmezett valdsziniiségi valtozdk és &, — & el-
oszlasban, de nem sztochasztikusan.

&n — & eloszlasban. Kovetkezik-e ebbdl, hogy &, — & — 0 eloszldsban?

. (beadhaté november 18-ig) Mutassuk meg, hogy ha &,,& azonos valdszinliségi mezén értelmezett valdsziniiségi

valtozok, &, — & eloszldsban és n, — 0 sztochasztikusan, akkor a) &, + nn — £ eloszldsban; b) &.nn — 0
sztochasztikusan.

9. Hatdrozzuk meg a Pascal-, (—1,1)-en egyenletes, exponencidlis és gamma eloszldsu valdszinliségi valtozdk karakte-
risztikus fiiggvényeit!
10. Karakterisztikus fiiggvények-e a kovetkez8k: cos® ¢, e, |®(t)|?, ahol ® karakterisztikus fiiggvény.
11. Mutassuk meg, hogy ha létezik to # 0 : |® (to)] = 1, akkor a megfelels eloszls récsos.
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10.
11.
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‘2

Karakterisztikus fiiggvények-e a kovetkez8k: cos?t,e !, |®(t)|°, ahol ® karakterisztikus fiiggvény.

Mutassuk meg, hogy ha létezik to # 0 : |® (to)| = 1, akkor a megfeleld eloszlds ricsos.
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Val6szinliségszamitas 6. feladatsor 2011. oktéber 28.

10.

11.

12.

. Hatérozzuk meg egy szabalyos kockadobds szérasnégyzetét!

Hatarozzuk meg egy negativ binomidlis eloszlasi valdszintiségi valtozo szérasnégyzetét!

Hatarozzuk meg az [a, b] intervallumon egyenletes eloszldst valészintiségi valtozd szérasnégyzetét!

. Becsiiljilk meg annak valdsziniiségét Markov— és Csebisev-egyenlotlenséggel, hogy 1000 érme-

dobdsbdl tébb, mint 600 fej jon ki! Oldjuk meg ennek felhasznéldsdval is: P(X > 600) =
P ((3/2)% > (3/2)509).

Az X és Y valOszintliségi valtozok egyiittes eloszlasat a kovetkezd tdblazat mutatja.

Y/X 0 1 2
1 3/27 3/27 4/27
2 1/27 1/27 7/27
3 2/27 2/27 4/27

Hatédrozzuk meg X és Y eloszlasat, varhato értékét, szorasnégyzetét és a korrelacidjukat!

Egy szabdlyos érmét dobalunk. Jelolje X az els6 azonosakbdl 4116 sorozat hosszat, Y a masodikét.
Példaul fffiififi esetén X = 3, és Y = 2. Hatarozzuk meg varhato értékiiket.

Két laddban vannak almék. Az els6ben 15 rossz és 27 j6, a masodikban 5 rossz és 52 j6. Az els6bdl
attesziink a mésodikba 17 alméat. Mennyi a valdsziniisége, hogy ezutan j6 almét valasztunk a
méasodik dobozbdl?

Egy jatékteremben el6szor a rulettkereket kell megforgatnunk. Ezutdn a kijott szamot mondjuk be
a jatékautomataba, mely a szamnak megfelelé paraméteri Poisson-eloszlasu forintot ad. Mennyi
a nyereménylink varhaté értéke?

Legyenek X és Y fliggetlen, azonos eloszlasi véges szérdasu valdszinliségi valtozok. Mennyi
RX, X +Y)?

Egy 52 lapos franciakartya-csomagbdl huzunk két lapot visszatevés nélkiil. Legyen X a kérok, Y
az aszok szdma. Adjuk meg X és Y korreldcids egyiitthatéjat. Fiiggetlenek-e ezek a valtozdk?

Z kilenc paraméterii Poisson-eloszlasi. P(X; < z|Z = k) =1 —exp(—(1 + k)z) (i = 1,2) és
X1, Xo feltételesen fliggetlenek. Adjunk meg X1, Xo korrelacios egytitthatéjat.

(beadhaté feladat november 10-ig) Egy cukrdszddban a naponta fagylaltozék szama, X, 200 pa-
raméterii Poisson-eloszlasti. Mindenki a tobbiektdl fiiggetleniil 1/4 valészintiséggel kér kis adagot,
kiilénben nagyot. A kis adag ara 150 forint, a nagyé 250. Szamitsuk ki X-nek és napi bevételnek
a korreldciés egytitthatéjat.



Val6szinliségszamitas 5. feladatsor 2011. oktober 7.

10.

. Legyenek X ~ N (a1,01) és Y ~ N (ag,09) fiiggetlen valésziniiségi véltozok. Hatdrozzuk meg

X + Y eloszlasat.

Legyenek X ~ Gamma (a1, \) és Y ~ Gamma (ag, \) fliggetlen valészintiségi valtozok. Hatéroz-
zuk meg X + Y eloszlasat.

Legyen U p szabadségfoki x? eloszlasi, V téle fiiggetlen g szabadsagfoki x? eloszlast valészintiségi
valtoz6. Mutassuk meg, hogy U + V és UJFLV fliggetlenek és hatdrozzuk meg eloszldasukat!

Szamoljuk ki a geometriai, gamma, lognormélis és negativ binomidlis eloszlds varhaté értékét!
Mennyi a lottén kihizott szamok Osszegének varhatd értéke?
21 dobozba véletlenszertien 12 labdat tesziink. Mennyi az tires dobozok szaméanak varhaté értéke?

113 almabdl 15 férges. Kivalasztunk koziilikk 21-et és Osszeontjik Oket 12 j6 almaval. Mi a
valészintisége, hogy ezek koziil egy almét vélasztva, az férges lesz?

Egy késziilékben 7 biztositék van. 1/7 valésziniiséggel romlik el valamelyikiik. Varhatéan hénya-
dik csere alkalmaval cseréljik az utolsé eredeti biztositékot?

X1,..., X, fliggetlen azonos eloszlasu pozitiv valészinliségi valtozok. Mennyi E > CES emmn e K

Mutassuk meg, hogy az X valdsziniiségi valtozo varhaté értéke pontosan akkor létezik, amikor
[X]-é, tovabbd E(X) = E[X] pontosan teljesiil, ha X egész értékii.
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Val6szinliségszamitas 4. feladatsor 2011. oktober 7.

10.

. Hatarozzuk meg az A és B események indikatorfiiggvényeinek egyiittes eloszlasfiiggvényét!

Milyen a és b értékekre lesz eloszlasfiiggvény a kovetkezd fiiggvény: F(z) = e b ™.

X egyenletes eloszldstu valdszintiségi valtozé a (0,1) intervallumon. Az intervallumot X két
részre osztja. Jeloljik a hosszabb hosszat Y (1)-gyel, a rovidebbét Y (2)-vel. Hatdrozzuk meg
eloszlasfiiggvényeiket!

X egyenletes eloszlasu valdsziniiségi véltozé a (0, p) intervallumon. Mi tg(X) stiriiségfliggvénye?

X a) exponencidlis eloszlast valdszintiségi valtozd; b) egyenletes eloszlasi valészintiségi véaltozé a
(0,1) intervallumon. Mi — In(X) siirtiségfiiggvénye?

X standard normalis eloszldst valdszintiségi valtozé. Mi X? stirliségfiiggvénye?
Valészinliségi valtozé linearis transzformaltjanak mi az eloszlas— és stirliségfiiggvénye?
Y standard normadlis eloszlasti. Mennyi P(—1 <Y < 1) ésP(-1 <Y < —0.2)?

Y ~ N(1,4). Mennyi P(Y < 3),P(-1 <Y <1),P(-1 <Y < —0.2)?

(beadhatd) Legyen X X\ paraméterti exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozé. Hatéarozzuk
meg 1 — e siirtiségfiiggvényét.
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Y standard normaélis eloszlasi. Mennyi P(—1 <Y <1)ésP(—1 <Y < —0.2)7
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meg 1 — e X siirliségfiiggvényét.



Valo6szintliségszamitas 3. feladatsor 2011. szeptember 30.

10.

11.

. 41 milli6 lottészelvényt toltenek ki egymastol fiiggetleniil. Mennyi a valdszintlisége, hogy lesz

legaldbb egy 6tos talalat? Lottdsorsolasnal 90 szam koziil hiiznak 6tot visszatevés nélkil.

Két kockadobasbdl az elsé eredményét jeloljik X-szel, a masodikét Y-nal. A kovetkezd esemé-
nyeket vizsgaljuk:

Al: 2 osztdja X-nek, 3 Y-nak. A2: 2 osztdja Y-nak, 3 X-nek. A3: Y osztdja X-nek.
A4: X osztéja Y-nak. A5: 2 osztdja X + Y-nak. A6: 3 osztdja X + Y-nak.

Melyek lesznek koziiliik fliggetlenek?

Egy tizemeletes héz foldszintjén 15 ember szall be a liftbe. Mindenki a tébbiektdl fiiggetleniil
1/10 eséllyel szall ki az egyes emeleteken. Mennyi a valészintisége, hogy minden emeleten megall
a lift?

Péternek 25, Tamasnak 10 forintja van. Ha két érme feldobasandl két fej jon ki, akkor Péter
nyer 1 forintot, kiilonben Tamas, és ezt addig folytatjak, amig valamelyikéjiiknek marad pénze.
Mennyi a valdszintisége, hogy Péter veszti el Gsszes pénzét?

Mi n kockadobas maximumaéanak eloszlasa?

Egy sportlovs 1/7 valészintiséggel talél el egy 1éggdbmbot minden egyes 16vésnél a tobbitél fugget-
leniil. Az 6todik taldlatig 16. Mi 16vései szaménak eloszldsa?

Az egyik téban 100 ponty van, 6sszesen pedig N hal. Egy bacsi addig horgaszik, ameddig ki nem
fog egy pontyot (a kifogottakat nem engedi vissza). Mi a kifogott halai szamanak eloszlasa?

Y eloszlasfiiggvénye F'. Hatdrozzuk meg az aY +b, Y (Y > 0), max(Y,1/Y) (Y > 0) valészinii-
ségi valtozok eloszlasfliggvényét!

0 <Y < 3 valdszinfiségi valtozé. Eloszlasfiiggvénye ezen az intervallumon F(z) = cz3. Mennyi ¢
ésP(-1<Y <1)?

Eloszlasfiiggvények-e a kovetkezd fliggvények?

a) F(z) =1-(5)% hax > cés 0 kiilonben (a,c > 0).

b) F(z) =0, hax <0, [z]/2 2-ig és 1 utana.

¢) F(z) =2x/(x+ 1), haz > 0 és 0 kilonben.

(beadhaté) Két labdarigécsapat, A és B paros sok mérkézést jatszik egymadssal. Minden meccset

eldontenek. Az A csapat nyerési valdszintisége 0,45. Az a csapat nyeri a kupéat, amelyik tobb
mérkozést nyert meg. Hany mérkdzés esetén legnagyobb az A csapat esélye a kupa megnyerésére?



Valo6szintliségszamitas 2. feladatsor 2011. szeptember 23.

1. Akos és Balint egy dobdkockat dobalnak. Ha a dobés 1 vagy 2, Akos nyer, ha 6, Balint nyer, és a
jaték be is fejezddik, a maradék harom dobasndl pedig folytatédik. Mennyi a valdszintisége, hogy
a jaték Akos gybzelmével fejezddik be?

2. Két fej-irds sorozat koziil azt nevezziik jobbnak, amelyikre 1/2-nél nagyobb a valészintisége annak,
hogy egy szabélyos érmét dobdlva hamarabb kévetkezik be, mint a masik. FFI, IFF és ITF koziil
melyik melyiknél nevezhet6 jobbnak?

3. A f6nokot egy napon keresé telefonok széma A\ paraméterti Poisson-eloszldsi. A titkdrné min-
den hivast a tobbitdl fiiggetleniil p valdsziniiséggel kapcsol be. Milyen az eloszldsa a fonckhoz
bekapcsolt telefonok szamanak?

4. Egy berendezést sokkszerti hatasok érnek, amelyek kovetkeztében el6bb-utébb tonkremegy. A
tonkremenéshez vezet6 sokkok szama p paraméterii geometriai eloszldsi. A karbantarték minden
egyes sokkrdl csak ¢ valészintiséggel szereznek tudomast. Ok milyennek 14tjak a tonkremenéshez
vezet6 sokkok szamanak eloszlasat?

5. (beadhatd) Egy 6tf6s birdi testiilet tobbségi dontéssel alkot véleményt a vadlott bilindsségérol.
A birdk kozil ketten 0,05-0,05, ketten 0,1-0,1 valdsziniiséggel tévednek, az 6todik pedig 0,2
valoszintiséggel hoz rossz dontést.

a) Ha egymastdl fliggetleniil itélkeznek, mennyi a valdszintisége, hogy a tobbségi dontés helyes?
b) A legnagyobb valdszintiséggel tévedd bird feladja fiiggetlenségét és ezutan mindig ugyanigy
szavaz, mint az egyik legbiztosabb tdrsa. Mennyivel n6 a helyes tobbségi dontés valdszintisége?
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1. Akos és Balint egy dobokockat dobalnak. Ha a dobas 1 vagy 2, Akos nyer, ha 6, Balint nyer, és a
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Valo6szintliségszamitas 1. feladatsor 2011. szeptember 16.

10.

11.

12.

13.

14.

. Mennyi a valdsziniisége, hogy két szabdalyos dobokockéval dobva az Gsszeg a) 97 b) 107

Melyik a valdszintibb: 4 kockadobasbdl legalabb egy egyest dobunk; 24 dupla kockadobasbol
legaldbb egy dupla egyest dobunk. (de Méré)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy korben taldlomra valasztott hiir hossza nagyobb, mint a korbe
irt szabalyos haromszog oldala? (Bertrand paradoxona)

Kettétoriink egy 1 m hosszii botot. Jeldlje X a nagyobb rész hosszat és Y a rovidebbét. Mennyi
P(X <x)és P(Y <x)?

Jordan-formula: legyenek Ay, ..., A, események. Bizonyitsuk be, hogy annak valészintisége, hogy
ezek koziil pontosan r darab kovetkezik be:

Z (_l)k (k —: T) SkJrrv
k=0

ahol Sk =3 1; o gy P (A N...NA;, ) minden k= 1,... n-re.

50 ember 500 Ft-ossal, 50 ember 1000 Ft-ossal varakozik és a jegy 500 Ft-ba keriil. Mennyi a
valoszintisége, hogy a sor nem akad el, ha a pénztarban nem volt pénz?

Mennyi a valdszinlisége, hogy az egyszerli szimmetrikus bolyongas a 2n. 1épésben visszatér a
nullaba? Es annak, hogy a 2n. lépésben tér vissza el6szor?

Egy kisfii Kinder-figurdkat gytijt. Tizféle figura van. Mennyi a valdsziniisége, hogy a 20. tojasnal
lesz meg neki mind a 10 fajta?

Mennyi a valészintlisége, hogy két kockadobasnal mind a két dobds hatos, feltéve, hogy tudjuk,
hogy legaldbb az egyik dobés hatos?

Egy didk a vizsgan p valdszinliséggel tudja a helyes vélaszt. Amennyiben nem tudja, akkor tippel
(1/3 az esélye a helyes taldlatra). Helyesen vélaszolt. Mennyi a valésziniisége, hogy tudta is a
helyes vélaszt?

Egy televiziés jatékban 3 ajto koziil valaszthat a jatékos, az egyik mogé ajandék van rejtve. A
jatékos valasztasa utan a miisorvezeto kinyit egy masik ajtét és mutatja, hogy ott nincs ajandék.
Felajanlja a jatékosnak, hogy még valtoztathat, melyik ajtét valasztja. Erdemes-e valtoztatni?
(Monty Hall)

Egy jatékos annyiszor 16het egy léggombre, ahany 6-ost dobott egymés utédn egy dobdkockaval
(példéul, ha elsére 6-ost, masodikra 2-est dob, akkor egyszer 16het). Mennyi a valészintisége, hogy
szét16vi a 16ggdmbot, ha egy 16vésnél 1/1000 valdsziniiséggel talal?

Beadhaté feladat szeptember 23-ig: Egy harmincfos osztaly tagjai sorakozénal taldlomra dllnak fel
a) egy sorba; b) egy korbe. Mennyi annak valdszintisége, hogy a legalacsonyabb és a legmagasabb
gyerek kozott pontosan tizen allnak?

Beadhaté feladat szeptember 30-ig: Akos feldob egy érmét 6tvenszer, Balint 6tvenegyszer. Mennyi
a valdszintisége, hogy Balint tobb fejet dob?



