Val6szinliségszamitas 9. feladatsor 2013. december 9.

1. Legyen S, bolyongds: 0-bdl indulva minden lépésben a korabbiaktdl fliggetlentil p valdszinliséggel
felfelé, ¢ = 1 — p valodszintiséggel lefelé 1épiink egyet. S, azt jeloli, hogy hova érkeziink n 1épés
utan.

a) Milyen c-re igaz, hogy S,, — nc martingal?

b) Bizonyitsuk be, hogy (%)S" marting4l.

c) Legyen 7 az els6 olyan idépont, amikor a bolyongas elér 10-be vagy —5-be. Bizonyitsuk be,
hogy 7 megallasi idé.

d) Mennyi annak valdészintisége, hogy S, = 10, vagyis a bolyongds hamarabb ér 10-be, mint
—5-be?

e) Hatdrozzuk meg 7 varhaté értékét.

1. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi folyamatok mindegyike martingal.

=\ Sn
a) Sp,S%2 —n,Y, =" <w> y Fno = 0 (S1,...,5,), 0 <t < 1 rogzitett, (S,) egyszeri
szimmetrikus bolyongds.

b) Z, = 2", Xi, Fn = o (X1,...,Xy), ahol Xi, X, ... fiiggetlen, a (0,1) intervallumon
egyenletes eloszlast valészintiségi valtozok.

c) Zy = exp </\ Yo X — "T’\Z), Fn=0(X1,...,Xp), ahol A > 0 rogzitett, X1, Xo, ... fliggetlen,

standard normélis eloszlasi valdszintiiségi valtozok. Mutassuk meg azt is, hogy
b ak
P Xi—— | >B| <e 0).
1=

d) Z, = \'TI, (Xoic1 + X))~ Fn = 0(X1,...,Xy), ahol X1, Xo,... fiiggetlen, A pa-
ramétert exponencidlis eloszlasi valésziniiségi valtozok.

2. Mutassuk meg, hogy (I (v >n), F,) szupermartingél és (I (v <n), F,) szubmartingdl, ha v
megallasi id6.



Val6szinliségszamitas 8. feladatsor 2013. november 18.

1. A &, valésziniiségi véltozé6 Gamma(n, \) eloszldsi. Mennyi

lim P <A§"_" < 1,96)?
n—00 \/a

2. &1,&9,. .. fiiggetlen valészintiségi véltozok, eloszlasuk: P(§y = 1) = 1/n, P(§4 =0) =1—1/n.
Mihez tart eloszlasban n — oo esetén

§1+...+§n—E(§1+...+§n)7
D(E + ...+ &) '

3. Minden pozitiv egész n-re a {,,1,&n,2, - - -, &n,n valdszinliségi valtozok fiiggetlenek, azonos eloszla-
stuak, ugy, hogy

P&k = vn) = P& = —Vn) =1/2n, P(§ur =0) = (n—1)/n.
Mihez tart eloszlasban n — oo esetén

gn,l + fn,? +...+ gn,n‘?
VnD(&n,1) '

4. (beadhaté december 2-ig) n sofér kozosen haszndl egy autét gy, hogy minden nap sorsoldssal
dontik el, hogy ki vezessen aznap. Jelolje u(n) azt a legkisebb természetes szamot, amire igaz,
hogy egy adott naptdl kezdve soférok koziil enngfl nap elteltével mindenki vezette az autot legalabb
egyszer. Hatarozzuk meg, hogy mihez tart pln)=nlogn oo 14sban n — 0o esetén.

5. A CTF csapat kemény magja 500 ETU szurkolét bantalmazott. A korabbi évek tapasztalata
alapjan a CTF csapat Vezetésége tudja hogy a Vendégcsapat szurkoléi a (0, 5) intervallumon
fliggetlentil. Becsiiljiik meg annak a valésziniiségét, hogy a CTF csapat legalabb 500 milli6 forintot
fog kifizetni, ha a NYUGI Biztosité a karok 2 millié Ft alatti részét fizeti ki, a GIC Biztosit
pedig a karok 4 milli6 forint feletti részét!

6. Az ﬂveghegyen tali Kirdlysag donto litkozetre késziil a sarkanyok &ltal tizelt SMF-el. A kiraly
a fegyverek koltségét békekolesonnel kivanja fedezni. Az 100 nemes mindegyike 100 fityingért
jegyez békekolesont, a polgarok mindegyike (400-an vannak) 1000 fityinget fizet, az 500 paraszt 200
fityinget kell fizessen. A kiraly népszeriiségének fenntartasaért minden békekolcson sorsoldson vesz
részt. A nemesek 5%-o0s eséllyel 10000 fityinget és 10%-o0s eséllyel 2000 fityinget. A parasztok és
polgérok 5%-os eséllyel 4000 illetve 5000 fityinget nyerhetnek. A kirdlyi kincstarban a békekoleson
jegyzése elott 1000 fitying volt. Becsiiljiik meg annak valdszintiségét, hogy nem lesz elég pénz a
nyeremények kifizetésére, ha a nyereményeket fiiggetleniil sorsoljdk ki!

7. Mihez tart n szabdlyos kockadobas mértani kozepe? Pontosabban legyenek Xy, Xo, ... fliggetlen,
szabdlyos kockadobasok. Mihez tart az /X, ... X, sorozat 1 valdszintiiséggel, amint n — co?

8. (beadhaté december 2-ig) A véletlenszdm—téblazatbdl elhagyjuk azokat a szdmokat, amelyek
harommal oszthaték, mindaddig, amig 1025 ilyen szdmot nem taldlunk (minden szdm a t6bbitdl
fiiggetleniil 1/3 valészintliséggel oszthaté hdrommal). Mennyi annak valdszintlisége kozelitéleg,
hogy ehhez legalabb 2500 szamot tartalmazoé tablazatra van sziikségilink?



Val6szinliségszamitas 7. feladatsor 2013. november 11.

1.

Mennyi garanciat adjunk, hogy termékeink legfeljebb 10%-at kelljen garanciaidén beliil javitani,
ha a késziilék élettartama 10 év varhato értékil és 2 év szérasu normalis eloszlassal kozelitheto?

Tegylik fel, hogy egy tabla csokolddé tomege normalis eloszlasi 100 g varhaté értékkel és 3
g szorassal, valamint, hogy az egyes tablak tomege egymastdl fiiggetlen. Legalabb hany cso-
koladét csomagoljunk egy dobozba, hogy a dobozban levé tabldk atlagos tomege legaldbb 0,9
valészintiséggel nagyobb legyen 99,5 g-nél?

Legalabb hany embert kell megkérdezniink egy kozvéleménykutatasnal, ha azt szeretnénk, hogy ez
alapjan egy part tamogatottsagat legalabb 0,98 valdszintiséggel 0,05-nél kisebb hibaval becsiiljik
meg?

Valo6szintliségszamitas 6. feladatsor 2013. november 4.

. Az X valésziniiségi valtoz6 egész értékil, karakterisztikus fiiggvénye ¢. Adjuk meg X eloszlasat,

vagyis fejezziik ki a P(X = k) valésziniiségeket (minden k € Z-re) a ¢ fiiggvény segitségével
(ehhez hasznélhatjuk az inverzids formulét).

—t2/2

Az X valészintiségi valtozé karakterisztikus fliggvénye e . Milyen eloszlasa X7

Legyenek X és Y fliggetlen, standard normalis eloszldsu valdszintiségi valtozdk. Hatarozzuk meg
X +Y karakterisztikus fiiggvényét és eloszlasat.

Az X val6szintiségi valtozé 1/2 valdszintiséggel 1, 1/2 valdsziniiséggel —1, Y ugyanilyen eloszldsu,
X-t6l figgetlen. Szamitsuk ki X — Y karakterisztikus fliggvényét.

Legyen p(t) =t+ 1, ha =1 <t <0, ¢(t) =1 —1¢, ha 0 <t <1, és 0 killénben. Van-e olyan
valdszinliségi véaltozd, aminek a karakterisztikus fiiggvénye ¢?

(beadhaté november 11-ig) a) Legyen X A paraméterti Poisson-eloszldsi valészintiségi véaltozo.
Szamitsuk ki a karakterisztikus fliggvényét. b) Bizonyitsuk be, hogy fiiggetlen Poisson-eloszldsi
valészintliségi valtozdk Osszege is Poisson-eloszlasi, és a paraméterek Osszeadddnak.

Inverziés formula: Az X valészintiségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye o, azaz o(t) = FE(e¥). Ekkor

Ha [~

c efita o efitb 1 1
lim / St = Pla < X <b)+ 3 P(X = a)+ L P(X =b)

oo
o0

p(t)|dt < oo, akkor X-nek létezik stirtiségfiiggvénye, és f(x) = 5= [*° e " p(t)dt.

2n J—o0



Val6szinliségszamitas 5. feladatsor 2013. oktdber 21.

1. Mutassuk meg, hogy ha ¢ € R rogzitett szam, és a (§,,) valészintiségi valtozdk sorozata eloszlasban
konvergal c-hez, akkor &, — ¢ sztochasztikusan is.

2. Mutassuk meg, hogy ha &,, £ azonos valészintiségi mezén értelmezett valészintiségi valtozok, &, —
¢ eloszlasban és n, — 0 sztochasztikusan, akkor a) &, + n, — €& eloszlasban; b) &mp — 0
sztochasztikusan.

3. &, — & eloszlasban. Kovetkezik-e ebbol, hogy &, — & — 0 eloszlasban?

4. Mutassunk arra példat, hogy &, € azonos valdszinliségi mezén értelmezett valdszinliségi valtozok
és &, — & eloszlasban, de nem sztochasztikusan.

5. Mutassuk meg, hogy &, — & majdnem mindeniitt akkor és csak akkor, ha minden & > O-ra
teljesiil, hogy P (|, — &| > € végtelen sok n —re ) = 0.

6. (beadhat6 november 4-ig) a) Legyenek X,V fiiggetlen 1/6 paraméter(i geometriai eloszlasu vals-
szinliségi valtozdk. Szamitsuk ki X —Y karakterisztikus fliggvényét. b) Az X;,..., X,, valészinii-
ségi véltozdk fiiggetlenek, azonos eloszlasuak. X + ...+ X,, karakterisztikus fiiggvénye e /2,
Milyen eloszlasu X717
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Valo6szintliségszamitas 3. feladatsor 2013. szeptember 30.

1. U és V fiiggetlen valészintiségi valtozok f és g striségfiiggvénnyel. Hatarozzuk meg U — V
stirtiségfliggvényét.

2. Legyenek U és V fiiggetlen standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozok. Milyen eloszldst

U+Vv?

3. A ¢ szabadségi foki y?-eloszlas ¢ darab fiiggetlen standard normélis eloszlast valészintiségi valtozé
négyzetosszegének eloszldsa. Hatdrozzuk meg a stirtiségfiiggvényét.

4. X ésY figgetlen standard normalis eloszldsi valdszintiségi valtozdk. Hatdrozzuk meg a) az (X,Y)
b) a (2X + 3Y, —X +Y) val6sziniiségi vektorvaltozd egyiittes stiriiségfiiggvényét.

5. X ésY fiiggetlenek, eloszldsuk rendre I'(a, \) és I'(b, A). Bizonyitsuk be, hogy X +Y és X/(X+Y)
fliggetlenek, és hatarozzuk meg az eloszlasukat.

6. (beadhat6é oktdéber 14-ig) & es n legyenek fliggetlen standard normélis eloszldst val6szintiségi
valtozok. Hatdrozzuk meg £/n eloszlasat.

7. Xq,...,X, figgetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsu valészintiségi valtozdk. Sorbaren-
dezve az X7 < X3 < ... < X} sorozatot kapjuk beldliik.

a) Hatarozzuk meg X, eloszldsat.

b) Hatarozzuk meg (X7,..., X)) egylittes eloszlasat, és mutassuk meg, hogy ez megegyezik

Y; Y1+Y, Yi+...4Y,
Yi+...+ Y,y Vi+...+Y, Y+ + Y

egyiittes eloszlasaval, ahol Y7,...,Y, 1 fliggetlen, azonos exponencialis eloszlasi valdszinliségi
valtozok.

8. Az X valészintiségi valtoz6 véarhaté értéke 0, és E|X| = 1 érvényes. Mennyi max (0, X ) vérhaté
értéke?



Valo6szintliségszamitas 2. feladatsor 2013. szeptember 19.

10.

11.

12.

13.

. Az X valdszintliségi véltozé a [0, c] intervallumon veszi fel értékeit és ott stlirliségfliggvénye z°.

2

Hatéarozzuk meg c értékét és annak valdsziniiségét, hogy 1 < X < 3.

Vaélasszunk egy pontot taldlomra, egyenletesen az egységnégyzetbdl, azaz [0, 1] x [0, 1]- b6l. Jelolje
& avalasztott pont két koordindtajanak az Gsszegét. Szamitsuk ki € eloszlas— és stirtiségfiiggvényét.

Nagyon gyakori, hogy egy részvény arfolyamardl feltételezik, hogy logaritmusa normalis eloszlasu.
Hatarozzuk meg stirtiségfiiggvényét.

A LOM részvény toézsdei zaréarfolyama 7800 Ft volt ma este. Korabbi tapasztalatok alapjan
feltételezziik, hogy holnapi zardarfolyama a mai zaréarfolyammal osztva (0,001, 0,01) paraméteri
lognormalis eloszlasti. Mennyi annak valdszintisége, hogy a holnapi zaréarfolyam kisebb lesz 7500
Ft-nal?

Azt mondjuk, hogy az X valdszintiségi valtozo («, 3) paraméterti Pareto-eloszldstu (o > 0,5 > 0),
0, ha x < 0;
1-— (ﬂ’%)a, ha = > 0.
tudjdk, hogy millié forintban szamolva (1,2) paraméterti Pareto-eloszlasiak. Ha egy karrdl tud-
juk, hogy meghaladta az 1 millié forintot, mennyi annak valdsziniisége, hogy nem haladja meg a
3 milli6 forintot?

ha eloszlasfiiggvénye Fx(x) = A Piroska Biztosité feleldsségi karairdl

Mutassuk meg, hogy ha az X valdsziniiségi valtoz6 («, 3) paraméterii Pareto-eloszldsu, akkor
In(1 4 X/B) exponencidlis eloszldsi o paraméterrel.

X az (a,b) intervallumbdl (a végpontok lehetnek végtelenek is) veszi fel értékeit, és ott eloszlas-
fliggvénye F', ami folytonos és szigorian monoton. Mutassuk meg, hogy ekkor X-et sajat el-
oszlasfiiggvényébe beleirva (azaz F(X)-et tekintve) a (0,1) intervallumon egyenletes eloszldsu
valészintiségi valtozét kapunk.

Szamitégépiinkbe csak egy véletlen fliggvény van beépitve. Ennek segitségével a [0, 1] interval-
lumbdl tudunk egy véletlen szamot generalni egyenletes eloszlas szerint. Ezt felhaszndlva hogyan
lehet tetszOlegesen el6irt F' eloszlasfiiggvényii véletlen szamot eléallitani?

A hidrolégiaban, tavkozlésben, biolégidban és mas teriileteken az egyik leggyakrabban alkalmazott
eloszlas a gamma eloszlas. Egy valdsziniiségi valtozé gamma eloszldsu, ha siirtiségfiiggvénye

flz) = ﬁ)\aa:a_le_m, ha z > 0;
0 kiilénben,

ahol I'(@) = [, 2* te™"dx. X > 0 az eloszlds paramétere, a > 0 pedig a rendje. Jelolése I'(a, A).

Mutassuk meg, hogy az imént definialt f fliggvény valéban siiriiségfiiggvény.

X egyenletes eloszlast valdsziniiségi véltozo6 a (0, 7) intervallumon. Mi tg(X) stirliségfiiggvénye?
X standard normalis eloszldst valészintiségi valtozé. Mi X2 stirtiségfiiggvénye?

Az X valGszinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye F, a, b adott szamok. Mi aX + b eloszlasfiiggvénye?

Legyen F folytonos eloszldsfiiggvény, amire F(0) = 0. Mutassuk meg, hogy G(z) = 0 (ha z <
1), G(z) = F(x) — F(1/x) (ha x > 1) is eloszlasfiiggvény.

A feladatsorok letolthet6k a http://www.cs.elte.hu/~agnes/gyak oldalrél. A feladatok egy része és tovabbi
példak taldlhatdk itt: http://www.cs.elte.hu/~zempleni/bev_val.pdf
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1. Egy kalapban céduldk vannak a kovetkezo szamokkal:
{11,12,13,14, 15,16, 21, 22, 23, 24, 25, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 51, 52, 61}..

Véletlenszertien kihtzunk egy cédulat, mindegyiket egyenld valdszinliséggel véalasztva. Jelolje X
az elso, Y a masodik szamjegyét. Szamitsuk ki az aldbbiakat:

a) P(X = 3);
b)
c)

)

P(X = k) minden k =1,2,...,6 szdmra, azaz X eloszldsa;
P(X =3|Y = 4);

d) P(X=3|X+Y >5);

e) PIX+Y >5|X =3).

f) Igaz-e, hogy az {X = 3} és {X +Y > 5} események fliggetlenek? Igaz-e, hogy X és YV
fliggetlenek? Igaz-e, hogy X és X + Y fliggetlenek?

g) E(X), azaz X vérhato értéke;

h) D(X), azaz X szérésa;

i) E(X +Y), azaz X +Y vérhato értéke;

j) (beadhaté szeptember 26-ig) D(X +Y), azaz X + Y szérasa,

k) (beadhaté szeptember 26-ig) cov(X, X +Y), azaz X és X +Y kovariancidja, és R(X, X +Y),
azaz X és X + Y korrelaciés egyiitthatdja.

) E(X+Y|X =3), azaz X + Y feltételes varhaté értéke az X = 3 eseményre vonatkozéan.

2. Két kockadobasbdl az els6é eredményét jeloljik X-szel, a masodikét Y-nal. A kovetkezd esemé-
nyeket vizsgaljuk:

Al: 2 osztdja X-nek, 3 Y-nak. A2: 2 osztdja Y-nak, 3 X-nek. A3: Y osztdja X-nek.
A4: X osztdja Y-nak. A5: 2 osztdja X + Y-nak. A6: 3 osztdja X + Y-nak.

Melyek lesznek koziiliik fliggetlenek?

3. Vegyiik a kovetkezo egyszerti modellt. Napos és esés napok vannak. Napos utédn 2/3 valésziniiség-
gel jon ujra napos, es6s utdn pedig 1/4 valdsziniiséggel marad esés. A mai nap napos. Mennyi
a valésziniisége, hogy szerdan (azaz két nap milva) esni fog? Mennyi a valésziniisége, hogy
cstitortokon esni fog?

4. Egy kor alaku asztal kortl 2n hely van. n hazaspar tagjai véletlenszertien letilnek az asztal koré,
a 2n ember minden lehetséges tilésrendje egyforman valdszind.

a) Legyen n = 3. Mennyi a valésziniisége, hogy a mésodik hézaspar tagjai egymds mellé tilnek?
Mennyi a valészintisége, hogy a masodik hézaspar tagjai egymas mellé lilnek, feltéve, hogy az els6
hézaspar tagjai egymas mellé tiltek?

b) Legyen n = 10. Legyen I; annak az indikdtora, hogy a j. hdzaspar egymads mellett il (j =
1,...,10). Igaz-e, hogy I és I, fiiggetlenek? Mennyi I; és Iy kovariancidja? Mennyi az egymas
mellé keriil6 hazasparok szamanak varhaté értéke és szorasa?

5. Egy osztalyban 17 fit és 12 lany van. Egy héten négy matekéra van. Minden éran kivalasztanak
egy felel6t a) ugy, hogy egy héten négy kiilonbozé ember felel; b) tetszélegesen. Mennyi az egy
hét alatt feleld fiuk szamanak varhato6 értéke és szorasa?

6. Egy késziilékben 7 biztositék van. 1/7 valészintiséggel romlik el valamelyikiik. Varhatéan hanya-
dik csere alkalmaval cseréljiik az utolsé eredeti biztositékot?



